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ARTICULOS DE INVESTIGACION

¢Cuan abundantes son los conjuntos de
numeros? Estudiantes comparando infinitos

How Abundant are the Sets of Numbers? Students Comparing
Infinite Sets of Numbers

Virginia Montoro!
Nora Scheuer?
Ma. del Puy Pérez Echeverria®

Resumen: Estudiamos las concepciones sobre la cardinalidad infinita de con-
juntos numéricos, de estudiantes con distinta formacion matematica. Se analizé
una tarea de comparacion de conjuntos infinitos de numeros, resuelta por
estudiantes de educacion secundaria y estudiantes universitarios con distinto
grado de formacion matematica. Se clasifico a los estudiantes seguin sus ideas
sobre el infinito y se realizé un Andlisis Factorial de Correspondencia relacio-
nando éstas clases con el nivel de estudios de los estudiantes.

Encontramos un gradiente de profundidad de estas ideas que comienzan
desde de lo que hemos denominado horror infiniti, con las variantes de evitar
el infinito o considerarlo como indefinido, presente principalmente en los estu-
diantes con menor nivel de estudios de matematica. En una zona intermedia
se ubica la concepcién mas frecuente, la concepcion finitista, ya sea tacita,
explicita, o se base en los enteros como modelo de inclusion. La concepcién
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mas compleja, 1a infinitista, sélo fue explicitada por estudiantes universitarios,
segun dos enfoques: pensar la cardinalidad de los conjuntos infinitos como una
Unica cantidad infinita, o concebir distintos cardinales infinitos, este ultimo
expresado sélo por estudiantes avanzados de matematica.

Palabras clave: conjuntos numéricos, infinito cardinal, educacion secundaria,
estudiantes universitarios.

Abstract: We studied how students with different mathematical background
conceive infinite cardinality of number sets. We analyzed a task in which high
school and college students were requested to compare infinite number sets.
Students were classified according to their ideas on infinity. Using this classi-
fication together with the students' level of math education, we performed a
correspondence factorial analysis. A gradient was found in the depth of stu-
dents’ ideas. At one end we found what we called horror infiniti, based students
propensity avoid infinity and instead construe it as something undefined. These
views were associated with students with less mathematical education. In an
intermediate zone, the finitist conception was placed. It was the most frequent
way of thinking among the participants of the study, with three versions: tacitly
infinitist, explicitly finitist, or taking the integers as model of inclusion. At the
other end, the infinitist conception was placed. It was present among students
with college mathematical education, according to two types: thinking of the
cardinality of number sets as a unique infinite quantity; or conceiving different
infinite cardinals. The latter was found only in advanced mathematics students.

Keywords: comparison, number sets, cardinal infinity, mathematics education.

INTRODUCCION

Consideramos que para desarrollar una ensenanza eficaz es preciso un cono-
cimiento profundo de las concepciones de los estudiantes acerca de cuestio-
nes clave en campos especificos de conocimiento. Precisamente las teorias del
aprendizaje enfatizan en las concepciones de los estudiantes como uno de los
puntos de partida y referencia permanente del proceso de ensenanza, debido a
que sostienen que para que el aprendizaje sea significativo es necesario movilizar
las ideas que los aprendices utilizan en diferentes contextos, interactuando
con ellas a fin de enriquecerlas o modificarlas. Estas ideas se originan en una
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constelacion de factores, que incluyen: formas habituales de razonamiento huma-
no, la cultura en la que los estudiantes participan y en particular, las experiencias
educativas. Suelen, ademas, interferir con la adquisicion de conocimientos aca-
démicos (Ausubel, Novak y Hanesian 1978/83; Pozo y Gomez-Crespo, 1998;
Vosniadou, 2008).

En este trabajo nos hemos propuesto estudiar las concepciones de estudiantes
de nivel secundario y universitario sobre la nocién de infinito cardinal. Por lo cual
senalamos la importancia de distinguir, en el campo de las matematicas, entre
los conceptos (consensuados en comunidades cientificas) y las concepciones
(personales). Coincidimos con Sfard (2000, p. 211) cuando afirma que se puede
definir el concepto como la palabra junto con sus usos discursivos, entendida
como dicha por los miembros competentes de la comunidad de discurso, mientras
que la concepcion es la version individual del concepto. Este ultimo término se
refiere a la manera especial en que una persona emplea la palabra en su dis-
curso y resuelve situaciones en las que el respectivo concepto esta involucrado.

EL INFINITO EN LA EDUCACION MATEMATICA, UN CONTENIDO INVISIBILIZADO

En Argentina (donde desarrollamos nuestro estudio), como en muchos paises
iberoamericanos, en la escuela primaria la educacién matematica se centra, en
principio, en el conjunto de numeros naturales, y hacia el final de este nivel se
pretende que los alumnos operen en el conjunto de nimeros racionales. En los
estudios secundarios, la ensefianza propone profundizar la comprension vy el
uso de los numeros racionales, siendo esperable que al completar este nivel los
estudiantes conozcan los conjuntos de nimeros enteros, racionales y reales.

Los conjuntos numéricos se presentan como infinitos, de manera no formal,
en toda la escolaridad, dando multiples sentidos a este término. Por ejemplo, los
naturales son (potencialmente) infinitos porque siempre se puede encontrar uno
mayor en tanto que, los racionales son infinitos porque entre dos de ellos siempre
se puede encontrar otro. En la ensenanza de la matematica de los ultimos anos
de secundaria y de los primeros anos de universidad se trabaja con los conjun-
tos infinitos como tema destacable, sin embargo, es habitual que se use esta
nocion como si resultara parte del sentido comun, o fuese evidente para Ia
comprension de los estudiantes (Montoro y de Torres Curth, 1999). Sélo en un
estadio muy avanzado del estudio de la matematica se estudia de manera formal
la cardinalidad de los conjuntos infinitos.
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Sin embargo, el infinito matematico no constituye un objeto de conocimiento
que las personas generan facilmente a partir de su interaccion con el ambiente
fisico y cultural cotidiano. Tanto el analisis histdrico de este concepto matematico,
como los modos en que estudiantes de secundaria y universitarios resuelven
tareas que lo involucran, indican que para que el infinito se convierta en una
entidad acerca de la cual y con la cual es posible pensary operar se requiere
la participacion en contextos educativos que propicien un alto grado de reflexion
(Juan, Montoro y Scheuer, 2012; Monaghan, 2001; Montoro y Scheuer, 2004;
Moreno-Armella y Waldegg, 1995; Waldegg, 1993a, 1996).

El infinito matematico constituye un concepto poco familiar incluso para
docentes de nivel primario (para quienes no forma parte del contenido curricular
de ensenanza). Tal como muestran las investigaciones de Sbaragli (2004) y Arrigo,
D'Amore y Sbaragli S. (2010), estos docentes mantienen concepciones del infi-
nito basadas en la intuicion, que por lo general lo reducen a una extension de
lo finito. Los resultados de estos autores ponen de relieve como las dificultades
observadas en la comprension de lo infinito por los estudiantes avanzados no
solo se deben a obstaculos epistemoldgicos, sino que también se ven reforzadas
por obstaculos didacticos derivados de modelos intuitivos erroneos proporcionados
por los profesores desde los primeros anos escolares. En este trabajo nos limi-
taremos a describir las concepciones naturalizadas por los estudiantes de los
ultimos anos de secundaria y universitarios, sin pretender discutir el origen de
las mismas.

LAS DOS CARAS DEL INFINITO

El infinito se puede pensar de dos formas: como infinito potencial o como infinito
actual. Si nos situamos en el contexto de los numeros naturales, una aproxima-
cion potencial esta implicada cuando nos percatamos de que podemos comenzar
a contar 1, 2, 3, ..y seguir contando, o al menos imaginar que contamos, y cada
vez que tengamos un numero, tendremos otro mdas grande. En cambio, pensar
en el conjunto de todos los numeros naturales como una unidad, es pensarlo
en forma actual. Cuando contamos n “cosas’ establecemos una relacion uno a
uno entre las n cosas y los n primeros numeros naturales. Si las n cosas son
una cantidad muy grande de cosas, n serd un numero (finito) muy grande. Pero,
écuantas son todas las cantidades posibles de cosas? {Cuantos son los numeros
naturales? {Cuantos los numeros racionales? éCuantos los numeros reales?
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Concebir una coleccion de infinitos elementos presentes simultineamente, requie-
re poner en juego procesos mentales de un notable nivel de abstraccion. Para
representarnos una cantidad infinita es necesario tratar las cantidades de un
modo muy diferente al que es habitual cuando enumeramos o precisamos la
cantidad de elementos de una coleccion finita (Montoro, 2005).

EL LARGO CAMINO MATEMATICO HACIA LOS NUMEROS CARDINALES

La historia de la matematica provee nutrida informacion acerca del largo camino
recorrido desde la dicotomia infinito potencial-actual planteada por Aristételes
en el siglo IV a.C. hasta la central influencia de Georg Cantor, a fines del S. XIX,
quien doto6 de sentido matematico al concepto de infinito trabajando con ndmeros
transfinitos y mostrando que no todos los conjuntos infinitos son igualmente
infinitos (para una revision abarcativa, consultar Arrigo, D’Amore y Sbaragli, 2011).

A los fines de este trabajo nos interesa destacar la figura de Bolzano (1781-
1848), quien a comienzos del siglo XIX redacta las Paradojas del Infinito, donde
reivindica la existencia del infinito actual y reconoce que la diferencia entre los
conjuntos finitos e infinitos es precisamente la posibilidad de estos ultimos de
estar en correspondencia biunivoca con una parte propia. Sin embargo, considera
que los conjuntos sélo pueden ser comparados por inclusion, respetando a la
hora de comparar, el principio de que el todo es mayor que la parte.

Luego, Cantor establecié el concepto de potencia de una coleccién infinita,
que mas tarde conoceriamos como cardinalidad. Segun Cantor, dos conjuntos
tienen la misma potencia (o cardinal) si se puede establecer una correspondencia
biunivoca entre sus elementos. Propone considerar a todos los conjuntos de
igual potencia con un mismo cardinal infinito. Cantor demostré que hay tantos
numeros pares como enteros, tantos naturales como enteros, tantos enteros como
racionales (o fracciones). Su siguiente paso fue todavia mas notable: demostré
que no puede existir ninguna correspondencia biunivoca entre el conjunto de
los numeros enteros y el conjunto de los numeros reales. En esta teoria los
conjuntos infinitos son comparados por cardinalidad, lo que se presenta como
una manera de contestar las preguntas formuladas mas arriba en cuanto a la
cantidad de numeros, estableciéndose una relacion de orden entre las cardina-
lidades de los conjuntos numéricos.

Tenemos entonces que los conjuntos infinitos pueden ser comparados de
dos maneras:
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— Por inclusién: un conjunto incluido estrictamente en otro es menor (en el
sentido de la inclusion) que éste. La relacion de inclusion es una relacion
de orden parcial, es decir puede haber conjuntos incomparables. El todo
es considerado mayor que la parte y la correspondencia uno a uno entre
el todo y una parte es una caracteristica de la infinitud del conjunto.

— Por cardinalidad: en este modo de comparar, mediante correspondencias
biunivocas, el todo puede ser igual (o equivalente) a la parte. Cualquier
par de conjuntos es comparable. Se establece que todos los conjuntos
coordinables poseen un mismo cardinal infinito. Cada cardinal se constituye
en un nuevo objeto (nimero cardinal — cantidad infinita — numero trans-
finito). Se puede operar con estos nuevos objetos; el cardinal de los numeros
naturales y el de los numeros reales son cantidades infinitas distintas.

LAS CONCEPCIONES DE LOS ESTUDIANTES ACERCA DEL INFINITO

Podemos considerar que la idea de infinito potencial aborda el infinito como un
proceso, mientras que el infinito actual es el objeto mental que se obtiene de la
encapsulacion, la cosificacion de este proceso (Lakoff y Nufiez, 2000; Dubinsky,
Weller, Mc Donald y Brown, 2005a; 2005b). Cuando una situacion requiere que
los estudiantes vean este proceso como terminado, pensando en las colecciones
formadas por una infinidad de elementos en forma actual, la idea construida
fuera y dentro del aula de matematicas suelen suscitar inconsistencias, incohe-
rencias (Roa-Fuentes y Oktag, 2014) o presentarse como nociones paraddjicas,
en funcién del contexto o de la tarea (Fischbein, Tirosh y Hess, 1979; Garbin,
1998; Garbin y Azcarate, 2000; Mantica y Carbo, 2013; Waldegg, 1993b). Muy a
menudo, estas inconsistencias provienen de aplicar a conjuntos infinitos procesos
propios de las colecciones finitas con las que se interactia normalmente (Arrigo
y D'Amore, 2004).

Considerando la cardinalidad de los conjuntos numéricos, la demostracion
de Cantor de que hay tantos niimeros pares como naturales, tantos naturales
como enteros y tantos enteros como fracciones, enfrenta aspectos nucleares del
sentido numeérico basico humano (Dehaene, 1997; Pérez-Echeverria y Scheuer,
2005). La afirmacion los ntimeros enteros y los racionales tienen el mismo car-
dinal es contraintuiva debido a que entre dos racionales hay siempre otro racional,
mientras que los nimeros enteros se sittan alejados entre si en la recta numérica.
También resulta contraintuitivo pensar que siempre podemos situar infinitos
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numeros irracionales entre dos numeros racionales por pequeno que sea el
intervalo que elijamos.

Por otra parte, como argumenta Waldegg (1993a; 1996), el establecimiento
de una correspondencia biunivoca entre un conjunto infinito y una parte propia
se presenta como un obstaculo para la comprension de los conjuntos infini-
tos, dandose en los estudiantes, frente a esta idea, una fuerte resistencia a la
instruccion. Esto se aprecia en el trabajo de Moreno-Armella y Waldegg (1991)
en el que solicitaron a estudiantes de matematica del primer semestre de la
universidad (sin instruccién formal sobre el infinito matematico) comparar pares
de conjuntos numéricos (naturales/sus cuadrados y enteros/pares) presentados
explicitamente como infinitos, como incluidos uno en otro y al mismo tiempo
equipotentes. En la mayoria de las respuestas (43%) prevalecié el énfasis en el
conflicto parte/todo comparando por inclusién, 22% comparo afirmando que son
infinitos seguin una unica cantidad infinita y sélo 2% comparo por cardinalidad.

En cuanto a la comprension de cardinalidades transfinitas por parte de
estudiantes de los ultimos anos de la secundaria, se ha encontrado que normal-
mente piensan que los numeros enteros son mds que los naturales, debido a
que los naturales estan incluidos en los enteros (Fischbein, Jehiam y Cohem,
1995; Tsamir y Tirosh, 1994; Waldegg, 1993b). En algunas ocasiones los estu-
diantes aceptan que el conjunto de los nimeros naturales es equipotente al
conjunto de los numeros enteros, no obstante, esta aceptacion proviene de con-
siderar que existe una sola cantidad infinita, o en palabras de Arrigo y D’Amore
(1999; 2004), de que se ha producido un aplanamiento de los cardinales trans-
finitos. Desde este punto de vista, los racionales, los irracionales y por lo tanto
los reales tienen simplemente la misma cardinalidad.

Algunos estudios muestran que casi la mitad de los estudiantes de secundaria
(Juan, Montoro y Scheuer, 2012) y universitarios en carreras con diferente nivel
de estudios de matematica (Montoro, 2005) admiten la posibilidad de obtener
colecciones infinitas discretas. Seguin esos estudios, otros estudiantes de secun-
daria (22%) o de universidad (37%), especialmente aquellos de carreras sin
estudios de matematica, muestran concepciones finitistas, tales como: infinito
como numero muy grande. Alrededor de 20% de los estudiantes en ambos
niveles no considera posibles las colecciones infinitas y 12% de los de secundaria
(la mayoria en primer afio) manifiesta duda e inseguridad al respecto.

En un estudio acerca de los modelos intuitivos sobre el infinito, con estudiantes
de secundaria, bachillerato y primero de universidad, Belmonte y Sierra (2011)
identificaron el modelo de indefinicion, que consiste en respuestas asociadas a
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la imposibilidad de conocer, operar o calcular con procesos u objetos infinitos.
La presencia de este modelo fue disminuyendo en los grupos de estudiantes
con mayor nivel de estudio de matematica.

Sintéticamente, podemos decir que la bibliografia revisada muestra seis tipos
de concepciones que operan cuando los estudiantes de secundaria y universidad
se enfrentan a tareas cuya respuesta implica, necesariamente, la nocion de infinito.

Los estudiantes mas jovenes o con menor estudio de matematica suelen mostrar
inseguridad o resistencia frente a la posibilidad de la existencia de colecciones
infinitas, manifestando, explicitamente esta imposibilidad (Juan, Montoro y Scheuer,
2012; Montoro, 2005) y la concepcion de infinito como indefinido (Belmonte y
Sierra, 2011), seguin la cual no se puede operar con conjuntos infinitos.

Dos visiones finitistas muy arraigadas en los estudiantes son: concebir el
infinito como un ndmero muy grande (Fischbein, Tirosh y Hess, 1979; Monaghan,
2001; Montoro, 2005; Juan, Montoro y Scheuer, 2012) y extender la propiedad
de los conjuntos finitos el todo es mayor que la parte a los conjuntos infinitos,
concepcién que suele denominarse de inclusion (Fischbein et al, 1979; Fischbein;
1987; Waldegg, 1993b; Falk, 1994).

Entre los estudiantes que aceptan la posibilidad de colecciones infinitas se
ha identificado la concepcion de aplanamiento donde se considera Unica la
cantidad infinita (Arrigo y D’Amore, 2004; Fischbein et al, 1979; 1987) y, muy
minoritariamente, la concepcion de infinito cardinal, sélo presente en universi-
tarios (Moreno-Armella y Waldegg, 1991, Montoro, 2005).

En este trabajo nos proponemos contribuir a un mayor conocimiento de las
concepciones sobre el infinito matematico de estudiantes en los Ultimos afnos
de la escuela secundaria y en la universidad.

Consideramos que un estudio de este tipo puede ayudar a comprender como
evolucionan estas concepciones en funcion de la educacion, asi como a analizar
mas a fondo las posibles barreras para la comprensién de este concepto, en su
forma especificamente matematica en tanto infinito actual o cardinal.

OBIETIVOS
El objetivo del presente estudio fue conocer como estudiantes conciben el infinito
matematico en el contexto de la comparacion de la cardinalidad de conjuntos

numeéricos, en diferentes etapas de la educacién matematica, desde la matematica
escolar hasta la matematica universitaria y la transicion entre ellas.
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Apelamos a un contexto de comparacién de conjuntos infinitos de numeros,
sin plantear explicitamente que se trata de conjuntos infinitos, ni mostrar una
posible biyeccion entre ellos, a fin de habilitar que, incluso estudiantes con escaso
grado de formalidad en sus estudios de matematica, pudiesen abordar Ia tarea.

En particular, nos propusimos:

— ldentificar diferentes modos de comparar conjuntos infinitos de niumeros 'y
observar su distribucion entre estudiantes de distinto nivel de estudios de
matematica.

— Inferir las concepciones sobre el infinito de los estudiantes y relacionarlas
con el nivel de estudio de matematica.

METODOLOGIA
PARTICIPANTES

Participaron 307 estudiantes de escuela secundaria (167) y de universidad (140)
de instituciones publicas en San Carlos de Bariloche (Argentina). Los estudian-
tes de nivel secundario se distribuyeron en los tres ultimos cursos de un mismo
centro educativo: tercero, cuarto o quinto. Los de nivel universitario se diferen-
ciaron en ingresantes, quienes estaban asistiendo al cursillo de ingreso univer-
sitario de un mes de duracion, y avanzados, quienes cursaban materias del
ultimo ano de tres carreras distintas.

Los estudiantes de los ultimos anos de secundaria habian cursado asigna-
turas de matematica en las que se ensenan los conjuntos numéricos: naturales,
enteros, racionales y reales. Durante el tercer ano de secundaria se estudian
los numeros reales, actualizando los enteros y racionales introducidos en pri-
maria, enfatizando que los enteros amplian a los naturales y estan incluidos
en los racionales, y que la union de racionales e irracionales conforma los
numeros reales. En cuarto y quinto ano de este nivel se estudian distintos temas
en el marco del conjunto de los numeros reales, llegando incluso a un pre-cal-
culo, donde se interactia con el concepto de infinito, principalmente como
proceso sin fin.

En las tres carreras universitarias consideradas, Matematica, Biologia y Educacion
Fisica, los estudios de matematica tienen diferente peso. La primera se centra en
la formacion matematica, llegando en los ultimos anos a estudiar formalmente
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el concepto de infinito cardinal. La sequnda es una carrera de ciencias naturales
en la cual se cursan asignaturas de matematica, sin que ésta sea una disciplina
central. Los temas habituales son calculo en una y varias variables y ecuaciones
diferenciales, donde se trabaja implicitamente con el concepto de infinito. En
Educacion Fisica no se contempla formacién matematica.

En lo sucesivo denominaremos NEM, al Nivel de Estudio en Matemdtica al
que pertenecen los/las estudiantes y 3ro al grupo de estudiantes de tercer curso
de secundaria, 4to al grupo de estudiantes de cuarto curso de secundaria, 5to al
grupo de estudiantes de quinto curso de secundaria, EFl al grupo de estudiantes
ingresantes de Educacion Fisica, Bl al grupo de estudiantes ingresantes de Biologia,
Ml al grupo de estudiantes ingresantes de Matemdtica, EFA al grupo de estudiantes
avanzados/as de Educacion Fisica, BA al grupo de estudiantes avanzados/as de
Biologia y MA al grupo de estudiantes avanzados/as de Matemdtica.

La distribucion de los estudiantes participantes respecto de su Nivel de Estu-
dios de Matematica y rango de edad se presenta en la tabla 1.

Tabla 1. Distribucion seguin nivel de estudios de Matematica y rango de edad de los
participantes.

Nivel de Estudios de Matematica NEM Rango de edad en anos N

3er ano 3ro 15-17 59

Secundario [ 6 470 4to 16-18 56

5to afo 5to 17-19 52

Total, estudiantes de secundaria 167

Ed. Fisica EFI 18-24 26

Ingresantes Biologia BI 17-24 26

Matematica Ml 18-27 31

o Total, estudiantes ingresantes 83
Universidad -

Ed. Fisica EFA 23-27 21

Avanzados Biologia BA 21-26 16

Matematica MA 22-30 20

Total, estudiantes avanzados 57

Total, estudiantes universitarios 140

Poblacion total | | 15-30 307
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TAREA Y PROCEDIMIENTOS

La tarea formo parte de un cuestionario escrito, mas amplio, destinado a indagar
sobre la comprension del numero real, contestado de forma voluntaria, individual
e informada en las respectivas instituciones educativas y en un tiempo medio
de 40 minutos. Este cuestionario constaba de 10 tareas relacionadas con la
cardinalidad infinita de conjuntos de numeros, la densidad, la representacién
en la recta y la completitud de los numeros reales. En este estudio se conside-
raron 307 estudiantes que respondieron al menos 70% del cuestionario.

La tarea demandé a los participantes que comparasen cinco parejas de
conjuntos infinitos de ndmeros indicando cual es mas abundante. Las parejas
de conjuntos propuestas fueron: A. capictas/ no-capicuas; B. primos/ pares; C.
naturales/ enteros; D. enteros/ racionales y E. racionales/ irracionales.

Se solicitd elegir una respuesta entre las siguientes opciones: que alguno de
los dos conjuntos fuera mds abundante; los dos conjuntos fueran igualmente
abundantes, no se pudieran comparar, 0 que no se supiera la respuesta. Ademas,
se pedia una justificacion de la opcion elegida. Es decir que se cont6 con diez
respuestas por estudiante: cinco elecciones y cinco justificaciones. En el Anexo
puede verse la tarea en su redaccion original.

LOGICA DE LA TAREA

La tarea fue disenada de forma que propusiera a los estudiantes un amplio
espectro de situaciones de comparacion de conjuntos infinitos de numeros, de
manera que los patrones de respuestas de eleccién y justificacion permitieran
conocer distintas maneras de comprender la cardinalidad infinita. Ademas, habian
sido elegidas de modo que hubiese conjuntos numerables y no numerables;
discretos y densos; comparables por inclusion o no (disjuntos; con interseccion
finita y complementarios), como puede verse en la tabla 2. Las parejas de con-
juntos estaban ordenadas segun su complejidad y la etapa educativa en la que
se inicia su estudio.

Los numeros capicuas (pareja A) son una curiosidad numérica, dependen
de la notacion y carecen de estructura algebraica, por lo que tienen mayor
relacion con la vida cotidiana (por ejemplo, debido a su presencia en billetes,
formularios, identificacion de automdviles, nimeros en direcciones postales, etc)
que con la cultura especificamente escolar. Los niumeros primos y pares (pareja
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B) son subconjuntos de nimeros enteros, estudiados desde la escuela primaria
por sus particularidades en la divisibilidad de enteros. Los naturales, enteros y
racionales (parejas Cy D), son conjuntos de numeros con estructura aditiva y
multiplicativa, estudiados desde la escolaridad primaria. Por ultimo, los irracio-
nales (pareja E) se originan de una necesidad intra-matematica como forma
de completar el conjunto de ndameros reales y se estudian en los ultimos anos
de secundaria.

Tabla 2. Caracteristicas de los conjuntos numéricos.

Parejas de conjuntos Coordinables Disjuntos
a comparar (numerables)  Inclusion (complementarios) Discretos
A (capictias/ no Sl NO Sl S
capicuas)
B (primos/ pares); Sl NO NO sf
(Intersec. finita)
C (naturales/ enteros) Sf Sf NO Sf
Nc2) (Intersec. infinita)
D (enteros/ racionales) S Sf NO NO
(Zc Q) (Intersec. infinita) (Q denso)
E (racionales/ NO NO J] NO
irracionales) (ambos
densos)

En cuanto a la eleccion de las opciones de respuesta, se podria esperar que
aquellos estudiantes que comprendieran la nocién de infinito matematico res-
pondieran que todos los conjuntos numerables son igualmente abundantes y
que los irracionales son mas que los racionales. Mientras que aquellos estu-
diantes que consideraran mds los no-capictias que los capictas, mds los pares
que los primos, mds los enteros que los naturales y mds los racionales que los
enteros (dada la densidad de los racionales) estarédn respondiendo coherente-
mente con lo que ocurriria en una coleccion o intervalo finito o acotado de
numeros. En cuanto a la pareja E, los irracionales pueden ser considerados mas
que los racionales aun cuando se piense en un intervalo acotado; o los racionales
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pueden ser considerados mas abundantes que los irracionales si se concibe a
los irracionales como nUmeros raros (un niimero finito de ellos); o ambos con-
juntos pueden ser vistos como igualmente abundantes debido a la densidad de
ambos en un intervalo acotado. Considerar que los irracionales son mas abun-
dantes que los racionales se puede interpretar como la respuesta experta si se
compara por cardinalidad, o como finitista si se considera que en un intervalo
acotado hay mas irracionales que racionales.

Las eventuales elecciones correspondientes a: mds capictias que no capicuas,
mds primos que pares, mds naturales que enteros, mds enteros que raciona-
les, mds racionales que irracionales nos indican que posiblemente no conocen
o confunden los conjuntos numeéricos en cuestion.

Considerar que los conjuntos propuestos son igualmente abundantes podria
indicar dos razonamientos diferentes: existe una uUnica cantidad infinita o los
conjuntos en cuestion son coordinables entre si.

La eleccion no se puede comparar puede deberse a una concepcion de lo
infinito como indefinido o bien a una visién de infinito potencial, es decir lo infi-
nito como sin fin, de modo que, si el proceso no termina nunca, no arrojara
resultados a comparar. Por ultimo, las elecciones no sé evidencian dificultades
o falta de disposicion para pensar en colecciones infinitas.

Vemos que las elecciones brindan ciertas pautas sobre cémo se piensa el
infinito matematico, pero no son en si mismas concluyentes. Para acceder de
forma mas completa a las concepciones de los estudiantes es necesario tener
en cuenta también sus justificaciones.

CATEGORIZACION DE LAS JUSTIFICACIONES

Las justificaciones brindadas por los estudiantes constaban en todos los casos
de una sola frase y en ocasiones de muy pocas palabras (ej: son infinitos) por
lo que fue posible realizar una categorizacién identificando cualitativamente
expresiones similares. Se aplico un procedimiento de control inter-juez a la
totalidad de las respuestas. Las jueces fueron dos docentes universitarias de
matematica obteniéndose una coincidencia de al menos 95% para cada pareja
de conjuntos. Presentamos en la tabla 3 una breve descripcion de cada una de
las seis categorias determinadas y ejemplos de justificaciones literales de los
estudiantes.
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Tabla 3. Caracterizacion y ejemplos de las categorias de justificaciones brindadas por

los estudiantes.

Categorias

J1: No saben -
No justifican

Caracterizacion

Manifiestan no saber el porqué de su elec-
cion, o la reiteran o parafrasean o expre-
san que su eleccion es obvia o evidente.

Ejemplos literales

No sé como explicarlo. / Porque hay
mds pares (eligiendo mas abun-
dantes pares que primos).

J2: No conocen
los conjuntos
nuMeEricos.

Evidencian que no conocen o confun-
den los conjuntos en cuestion.

Porque los naturales son del 1 al 10
v los enteros pueden ser del 11 o
mds. / Porque es uno impar y otro
par (por primos/pares).

J3: Dan razones
finitistas

Evidencian coherencia con pensar en
una coleccion finita o acotada. Dan a
entender que los numeros que cum-
plen con ciertas condiciones son mas
dificiles de encontrar.

Los nuimeros pares son mas segui-
dos que los primos. / Porque entre 2
enteros consecutivos hay muchos
racionales.

J4: Son infinitos

Hacen referencia a que ambos conjun-
tos son infinitos.

Son los dos conjuntos infinitos.

J5: Inclusién

Hacen referencia a que un conjunto
esta incluido en el otro 0o que posee
mas tipos de nimeros que el otro.

Porque dentro de los racionales es-
tan los enteros. / En los enteros estan
positivos y negativos, en naturales
solo positivos.

J6: Cardinalidad

Expresan que ambos conjuntos son
numerables (0 no-numerable) o que
se pueden poner en correspondencia
biunivoca o no, y/o que tienen el mis-
mo cardinal.

Ambos son conjuntos infinitos y sus
elementos se pueden aparear con
los del otro conjunto. / Los conjun-
tos N'y Z son infinitos numerables:
tienen cardinal Alef,,.

PROCEDIMIENTOS DE ANALISIS DE LA INFORMACION

El analisis de la informacion se realizo en tres fases:

Fase 1: Computo de frecuencias de los modos de respuesta (eleccion y justifica-
cion) para las cinco parejas de conjuntos. Con el fin de observar como las
elecciones de los estudiantes y sus justificaciones varian segun las propiedades
de los conjuntos y cual es el perfil de distribucion de las opciones de eleccion
y categorias de justificacion de la poblacion, se determind la frecuencia de estu-
diantes que eligieron cada modalidad y que poseen cierta categoria de justifi-
cacion para cada una de las cinco parejas de conjuntos.
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Fase 2: Clasificacion de los estudiantes segun sus modalidades de eleccion y
justificacion, e interpretacion de las clases resultantes en términos de concep-
ciones de infinito. Los andlisis de esta fase se realizaron sobre los 220 estudiantes
que contestaron al menos 60% de la tarea.

2a. Se aplico un Analisis Factorial de Correspondencias Multiples® (AFCM)
(Benzécri, 1973) de los estudiantes, tomando como modalidades activas para la
formacion de los ejes factoriales las modalidades de las variables de respuesta.
Las modalidades de NEM (Nivel de Estudio de Matematica) se proyectaron sobre
los planos factoriales como variables ilustrativas.

2b. Considerando a los participantes descriptos por sus coordenadas en los siete
ejes principales del AFCM (factores de variabilidad de los modos de respuestas
encontrados), realizado en el paso anterior; efectuamos una clasificaciéon jerarquica
ascendente (Ward, 1963). EI método utilizado comienza con una particion de la
poblacion de estudiantes de manera que cada uno de ellos sea el Unico elemento
de una clase y en cada iteracion se agrupa en una nueva clase aquellas dos mas
parecidas, en el sentido de que posean casi las mismas asociaciones con los modos
de eleccion vy justificacion. Se corta el proceso de manera que la conformacion de
las clases obtenidas tenga sentido en términos de los objetivos de la investigacion.

Fase 3: Distribucion de las clases de estudiantes seguin sus concepciones sobre
la cardinalidad de conjuntos infinitos de nimeros en las modalidades de NEM.

Realizamos un Analisis Factorial de Correspondencias (AFC) (Benzécri, 1973)
de la tabla de contingencia de los grupos de estudiantes segun su NEM, res-
pecto de las clases de la clasificacion realizada en |a Fase 2, a fin de observar
si existen perfiles de distribucion, similares u opuesto entre los grupos de NEM.
Los analisis de esta fase se realizaron sobre los 307 estudiantes que contestaron
el cuestionario.

Resultados

Fase 1: Distribucion de frecuencias de las modalidades de respuesta de eleccion
y justificacion

De la poblacion de 307 estudiantes, 87 resolvieron menos de seis de los diez
ftems de la tarea, segun la siguiente distribucion en las modalidades de NEM.
(ver tabla 4).

* Para detalles sobre analisis multivariado de datos ver Benzécri, (1973), Crivisqui, (1993), Baccala y
Montoro, (2008).
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Tabla 4. Distribucion de los estudiantes que mayormente NC o NJ en las modalidades
de NEM

3ro 4o 5to EFl Bl Ml EFA BA MA TOTAL

Mayormente 18 20 17 13 4 7 7 1 0 87
NC/NJ

% de mayormente | 31% | 36% | 33% | 50% | 15% | 23% | 44% | 5% | 0% 28%
NC/NJ

Realizaron mas 41 36 35 13 22 24 9 20 20 220
del 60%

Los siguientes resultados de esta fase, se informan relativos a los 220 estu-
diantes que respondieron mayormente la tarea. En la tabla 5 presentamos los
porcentajes de eleccion de las distintas opciones en cada comparacion.

Tabla 5. Porcentajes de eleccion de opciones. La eleccion correcta aparece subrayada.
(N=220)

A B C D E
(cap/no-cap) (primo/par) (nat/ent) (ent/rac) (rac/irrac)
1. El primero es mas 3% 5% 13% 10% 24%
abundante
2. El segundo es mas 46% 42% 47% 45% 17%
abundante
3. Son igual de abundantes 27% 33% 25% 24% 24%
4. No se pueden comparar 15% 12% 7% 10% 16%
5. No sé. No contesta 9% 8% 8% 11% 19%

Ya que la falta de respuesta no es muy numerosa, pues solo se retuvieron
los estudiantes que realizaron mas del 60% de la tarea y considerando que la
opcion no sé no brinda mayor informacién que la falta de respuesta, en este caso
las analizamos conjuntamente. La indecision y la falta de respuesta se mantu-
vieron en un nivel estable en torno al 10% para las primeras cuatro parejas de
conjuntos a comparar, duplicandose para la comparacion racionales/irracionales.

En la tabla 6 figuran los porcentajes en que se presentaron las categorias
de justificacién para cada comparacion.
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Tabla 6. Distribucién de los modos de justificacion (N=220)

A B C D E
(cap/no-cap) (priml/par) (nat/ent) (ent/rac) (rac/irrac)

J1. No saben - Reiteran la 29% 40% 27% 35% 50%
opcion cerrada.

J2. Confunden los 17% 7% 17% 4% 10%
conjuntos numeéricos

J3. Razones finitistas 33% 24% 0% 13% 11%
J4. Ambos infinitos 17% 26% 18% 17% 18%
J5. Inclusion 0% 0% 34% 27% 8%

J6. Cardinalidad 4% 3% 4% 4% 4%

La falta de respuesta es mucho mas elevada para la peticién de justificaciéon
que para la de eleccion, registrandose entre 29% y 50% de los estudiantes, siendo
mas elevadas para la pareja racionales/ irracionales, seguida por primos/pares.
Las justificaciones basadas en la cardinalidad son practicamente excepcionales
en todas las parejas de conjuntos.

Fase 2: Clasificacion de los estudiantes segun sus modos de respuesta e inter-
pretacion en términos de concepciones sobre infinito

2a. En el AFCM de los estudiantes descriptos por sus modalidades de res-
puesta de eleccion y de justificacion y su NEM encontramos que el principal
factor de variabilidad corresponde a respuestas infinitistas oponiéndose al resto
de respuestas. Esto nos dice que las respuestas infinitistas son mas consistentes
intra-individualmente que el resto de respuestas y justificaciones

El segundo factor discrimina entre las modalidades en que se establece que
no es posible comparary el resto de las modalidades. El tercer factor discrimina
al interior de las modalidades no-infinitistas, ordenandolas desde aquellas en
las que no se justifica la eleccion; siguiendo por las que comparan por inclusion
los conjuntos naturales, enteros y racionales, pero suelen no justificar o confun-
dirse con irracionales; hasta las respuestas netamente finitista en las parejas de
conjuntos en las que no se puede comparar por inclusion.

2b. Caracterizacion de las clases y respuestas literales dadas por estudiantes
representativos de cada clase.

A continuacion, presentamos las clases obtenidas en la clasificacion posterior
al AFCM, ordenadas desde la mas numerosa hasta la mas rara. Informaremos
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la cantidad de estudiantes y porcentaje de la poblacién que representa, respuestas
de eleccion y categorias de justificacion asociadas y modalidades de NEM rela-
cionadas particularmente. Haremos también una caracterizacion de las clases
segun las ideas relacionadas con los modos de respuesta asociados a cada una
de ellas y, por ultimo, ilustraremos cada clase con respuestas y justificaciones
literales de los estudiantes (entre comillas).

Clase 1. (n=84, 27%). Modalidades asociadas: JD1 - JC1 - JE1 - JB1 - D5 - C1
- D1 -JC2 - JAL

Concepcion finitista no justificada: Eligen respuestas finitistas, pero no justifican
su eleccion; caracterizada por las justificaciones que manifiestan no saber el
porqué de la eleccion o reiteran la opcion cerrada; por ejemplo, eligen: “enteros
mas abundantes que naturales” justificando “porque los enteros son mas abun-
dantes” y es comun que no respondan cuando intervienen los racionales. Estan
los pocos que eligen ‘mas naturales que enteros’ y “mas enteros que racionales'’.
El setenta por ciento de la clase son alumnos de secundario, en particular 30%
provienen de 4to ano.

Respuestas de un/a estudiante de 4to ano.

Mas no-capiclias que capictias / porque ‘hay mas ndmeros no capictias que
capicuas’.

Igualmente abundante pares que primos / porque “son la misma cantidad".

Mas enteros que naturales / no justifica.

Enteros/racionales / no contesta ni justifica.

Mas irracionales que racionales / porque “creo que hay mas cantidad'.

Clase 2. (n=53, 17%). Modalidades asociadas: C2 - D2 - JC5 - ID5 - JE5 - JE2.
Concepcion de los enteros como modelo de inclusién: Se comparan por inclusion
las parejas de conjuntos donde figuran los enteros, es decir los naturales, enteros
y racionales. Mientras que en las otras tres parejas las respuestas estan muy
repartidas. Algunos estudiantes de esta clase parecen no conocer los capicuas
ni los irracionales y algunos tienden a no justificar su eleccion finitista para
capicuas/no-capicuas, primos/pares e racionales/irracionales. No hay modalidad
de NEM asociada.

Respuestas literales de un/a estudiante de 3ro ano.
Mas no-capictias que capictia / porque “son mas los nimeros no capicuas’.
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Mas pares que primos / “no sé.

Mds enteros que naturales / porque ‘“los naturales estan dentro de los enteros’.
Mas racionales que enteros / porque ‘los racionales abarcan a los enteros”.

Méas racionales que irracionales / porque ‘abarcan mdas numeros y mas conjuntos
numericos’”.

Clase 3. (n=41, 14%). Modalidades asociadas: A2 - B2 - E1 - D2 - JE3 - JA3 -
JB3 -JD3 -JC5

Concepcion finitista explicita. Se eligen ‘mdas no-capicuas que capicuas’; “mas
pares que primos” y, en menor medida, ‘mas racionales que irracionales’, posi-
blemente consideren porque estos Ultimos son raros. Se dan justificaciones por
razones finitistas, salvo en el caso de naturales/enteros que se justifica por inclu-
sion. Manifiestan un tipo de comprension finitista, apelando a lo que ocurre en
un intervalo finito o acotado de numeros. No presenta modalidades de NEM
asociadas.

Respuestas literales de un/a estudiante de Bl.

Mas no-capictas que capicta / “ya que cada una cierta cantidad de no capictas
hay uno capicta por lo tanto la cantidad de no capictias es mayor”.

Mas pares que primos / porque “‘por cada numero par no hay un primo sino que
cada algun par aparece uno primo por lo tanto los pares son mas abundantes’.
Mas enteros que naturales / porque “no s6lo posee infinitos numeros positivos sino
que tambien los posee en negativos”.

Mas racionales que enteros / porque “entre dos numeros enteros hay infinitos racio-
nales entre ellos. Por lo tanto los fraccionales - por fracciones - son mas
abundantes”.

Mas irracionales que racionales / porque “por cada numero racional hay infinitos
irracionales por lo tanto estos son mas abundantes’.

Clase 4. (n=24, 8%). Modalidades asociadas: A3 - B3 - C3 - D3 - E3 -JA4 - ]C4
JD4 - JE4 - )B4

Concepcion de Unico infinito. Justifican su eleccion por ser ambos conjuntos
infinitos en la mayoria de las comparaciones y, por tanto, igualmente abundantes.
El 35% del grupo MA esta en esta clase y es menor, pero notable, la presencia
de estudiantes de M.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 28, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2016 163



Virginia Montoro * Nora Scheuer « Ma. del Puy Pérez Echeverria

Respuestas literales de un/a estudiante de MA.
Igualmente abundante para las cinco comparaciones. Justificando en todos los casos
con la frase: “ambos son infinitos, aunque sean conjuntos densos o discretos”.

Clase 5. (n=10, 3%). Modalidades asociadas: D4 — B4 — C4 — A4 - E4 - JA4 - IB4
- JE4 - ID4 - JC4

Concepcion de infinito como indefinido. Eligen la opcion “incomparable”y jus-
tifican porque “son infinitos”. Evidencia una idea de que lo infinito es equivalente
a lo sin limite, sin reglas, indefinido. Participan de esta clase 30% de 5to de
secundaria y 60% de los universitarios distribuido en las tres carreras.

Respuestas literales de un/a estudiante de 5to ano.

Responde en las cinco comparaciones que no se pueden comparar / porque ‘la
cantidad de numeros es infinita asi que no se podria saber exactamente cual es
mas abundante”.

Clase 6. (n=8, 3%). Modalidades asociadas: JD6. - IC6 - JB6 - JA6 — JE6 — D3
-C3-E2-A3-B3

Concepcidn de infinito cardinal. Eligen, de forma correcta matematicamente, que
los conjuntos son ‘igualmente abundantes” en los conjuntos infinitos numerables
y que hay “‘mas irracionales que racionales’. Sus justificaciones son también por
cardinalidad. Todos son estudiantes de Matematicas, mayoritariamente de MA.

Respuestas literales de un/a estudiante de MA.

Igualmente abundantes para capicias/no-capicuas; primos / pares; naturales /
enteros y enteros/ racionales. Justificando en todos estos caso con la frase: “son
numerables’”.

Mas irracionales que racionales / porque “tienen distinta cardinalidad (Alefy").

Fase 3: Distribucion de las clases de concepciones sobre la cardinalidad de
conjuntos infinitos de numeros en las modalidades de NEM.

En esta etapa del andlisis reincorporamos a los estudiantes que respondieron
a menos de 60% de la tarea. Teniendo en cuenta que en el resto del cuestionario
estos estudiantes habian realizado la mayoria de las tareas, interpretamos el hecho
de no contestar esta tarea especificamente (es la quinta tarea de diez) como un
comportamiento particular al encontrarse frente a un conflictivo tema como es el
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de los conjuntos infinitos. Estos 87 estudiantes (28%) constituyeron una nueva
clase denominada Clase 0, a la que denominamos evitan el infinito.

En la figura 1 puede observarse el porcentaje en que se presenta cada clase
de estudiantes seguin sus respuestas en los niveles de estudio.

60%
0% Il B
ox MR I - H I.- ,lII, I N mmn ”-I | IL I, IH-II,: lll,
3ro 4to 5to EFI EFA BI BA MI MA
H Evitan el Infinito W Finitista No Justificada m Infinito como Indefinido
M Finitista Explicita M Los Enteros como Modelo = Unico Infinito

® Infinito Cardinal

Puede observarse los perfiles de distribucion claramente opuestos entre EFl y MA.

Figura 1. Distribucién de las clases segun modos de respuesta dentro de cada grupo
de estudiantes.

A continuacion, presentamos el primer plano factorial del AFC realizado sobre
los perfiles de distribucion de las siete clases de estudiantes seguin el modo de
respuesta al interior de los nueve niveles de estudio (figura 2). La cercania entre
dos modalidades de NEM significa que poseen perfiles de distribucién similares
en las clases de concepciones, mientras que cada modalidad de NEM sera el
baricentro de las clases de concepciones. Una de estas clases muy cercana a un
NEM significa que su frecuencia es relativamente grande en ese nivel de estudio.

El principal factor de variabilidad corresponde a las clases infinitistas (infinito
cardinal y unico infinito) oponiéndose al resto de clases (no-infinitistas). Las
modalidades de nivel de estudio en este factor quedan ordenadas de la siguiente
manera: MA, Ml'y BA oponiéndose a BI, 3ro, 5to, EFA, 4to, EFI segun ese orden
(figura 2).

El segundo factor discrimina dentro de las clases no-infinitistas separando
los enteros como modelo de inclusion'y finitista explicita, por una parte, de infinito
como indefinido, finitista no justificada y evitan el infinito por otro. Asocia M, Bl
BAy 3ro a los primeros y 5to, EFA, 4to y EFl a los ultimos.
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Figura 2. Primer plano factorial del AFC de los NEM descriptos por su distribucién en
las distintas clases.

La tabla 7 sintetiza los grupos de asociaciones de los perfiles de distribucion
de las clases de concepciones con los niveles de estudio relacionados, encon-
trados mediante el AFC

Tabla 7. Grupos de asociaciones entre clases de concepcién y modalidades de NEM
en el AFC

Asociaciones de clases de concepcion NEM
INFINITISTA (11%) Infinito cardinal MA
Unico infinito MAy Ml
FINITISTA (59%) Explicita MI; BA'y Bl.
Inclusién
Los enteros como modelo Bl'y 3RO
No justificada 3RO; 4T0; 5TO; EFA; EFI
HORROR INFINITI Infinito como indefinido EFl'y 5T0
(31%)
Evitan el infinito 3RO; 4TO; 5TO; EFA; EFI
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

A continuacion, sintetizamos e interpretamos los resultados obtenidos por medio
de las distintas fases de analisis. Un primer acercamiento global a la distribucion
de respuestas (Fase 1) informa que 28% de los participantes no completaron
esta tarea, en su mayor parte alumnos de escuela secundaria o de la carrera de
Educacion Fisica. Todos los estudiantes avanzados de matematica la resolvieron
completamente. Parece, por tanto, que el conocimiento matematico ha influido
en la disposicion a responder (tabla 4).

La distribucién de las respuestas no sabe/no contesta se produjo de forma
desigual entre las parejas de conjuntos a comparar. La mayor parte (19%) se
ubicd en la pareja racionales/irracionales (tabla 5), que a su vez presentd un
mayor numero de elecciones incorrectas y de falta de justificaciones, todo lo cual
indica que fue la de mayor dificultad. Esto puede deberse a que los irracionales
se ensenan mas tarde en la escuela y presentan una notable dificultad episte-
mologica al ser no-numerables.

Si consideramos las cuatro primeras parejas de conjuntos (todas menos
racionales/irracionales), la mayorfa de los estudiantes (entre 42 = 47% segun la
pareja) eligieron la opcién finitista. Para racionales/irracionales este porcentaje
se reparte entre la eleccidon mds racionales que irracionales'y mds irracionales
que racionales. Podemos interpretar la respuesta: mds racionales que irraciona-
les como finitista, dado que se podria estar considerando a los irracionales como
unos pocos numeros ‘raros’.

La mayor parte de los estudiantes no explicitd el porqué de su eleccién, o se
limitd a reiterarla, parafrasearla o expresar que su eleccién es obvia o evidente.
Esta opcion de justificacién fue tomada por 50% de los estudiantes en el caso
racionales/irracionales, siendo el menor porcentaje (27%) para los naturales/
enteros. En todas las parejas, la peticion de justificar se presentd como mas dificil
que comparar.

En el caso de las justificaciones por inclusién de los naturales, enteros y
racionales, la mayoria de los estudiantes hicieron referencia a que un conjunto
estd incluido en el otro o que abarca mds tipos de ntmeros que el otro, lo cual
es valido desde un punto de vista finitista ya que respeta el principio el todo es
mds que la parte. Siendo particularmente notable el porcentaje de justificaciones
por inclusion para naturales/enteros. Sin embargo, en las parejas de conjuntos
a comparar que no se relacionan a través de la inclusion las justificaciones se
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repartieron principalmente entre argumentos finitistas y del tipo ambos son
infinitos. Las justificaciones por cardinalidad fueron minoritarias, tan solo 3%.

Al analizar, mediante la clasificacion, la articulacion de los modos en que
los estudiantes respondieron (tanto al elegir como al comparar) en todas las
parejas de conjuntos (Fase 2) encontramos seis clases, que se corresponden con
distintas maneras de pensar o concebir el infinito.

Dos de estas clases, poco numerosas, se corresponden con visiones infinitistas,
en las cuales se piensa a los conjuntos infinitos de dos maneras: como una
Unica cantidad infinita, o asociada al infinito cardinal La clase Unico infinito
(8%) se caracteriza por afirmar que todos los conjuntos son igualmente abun-
dantes por ser infinitos y esta asociada con estudiantes de MA, con notable
presencia de estudiantes de MIl'y muy pocos estudiantes de secundaria. Sélo el
3% de la poblacion comparé por cardinalidad (infinito cardinal), siendo ésta la
respuesta experta. Esta clase estad asociada unicamente con estudiantes de MA.

Las otras clases son finitistas. La mas numerosa (28%), asociada a Secundaria
y Educacion Fisica, estaba constituida por estudiantes que eligen una opcion
finitista sin explicarla. En las otras dos clases finitistas se compara (y justifica)
por inclusion la pareja natural/enteros. Una de estas clases, los enteros como
modelo de inclusion (17% de los estudiantes), se caracteriza por comparar (y
justificar) por inclusion los conjuntos numeéricos naturales, enteros y racionales
mientras que cuando compararon parejas en las que no intervienen los enteros
solian confundir o no conocer los primos y los irracionales. Esta clase esta aso-
ciada a 3er ano de secundaria, curso en el que se estudia principalmente los
enteros y racionales como conjuntos numéricos. Notemos que este modo de
pensar es compatible con la vision escolar en la cual los enteros son los naturales
a los que se les agrega el cero y los negativos. La tercera clase finitista (14%)
evidencia una concepcion finitista explicita, donde, salvo para los naturales/
enteros (en las que se da una justificacion de inclusion), se dieron respuestas
coherentes con lo que ocurriria en un intervalo finito o acotado. Estd asociada
a los estudiantes de Biologia (BA y BI).

En la sexta clase los estudiantes consideraron que con el infinito no es posible
comparar: infinito como indefinido (3%), asociada principalmente a estudiantes
de escuela secundaria y de Educacion Fisica. Por ultimo, incorporamos otra clase,
constituida por 87 estudiantes que contestaron menos de 60% de la tarea, aun-
que, como dijimos, realizaron la mayoria de las otras tareas del cuestionario. Por
ello consideramos que evitaron esta tarea en particular, precisamente por tratarse
de comparar conjuntos infinitos. Esta clase la denominamos evitan el infinito'y
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constituye el 28% de la poblacion. Llamamos horror infiniti al tipo de pensamiento
que opera en estas dos Ultimas clases (evitan el infinito e infinito como indefinido)
ya que podria interpretarse; como “con infinito no se puede; con infinitos no
comparo o no puedo operar “.

La Fase 3 muestra que el orden horror infiniti — finitistas - infinitistas en las
concepciones se asocio al nivel de estudio en Matematica. Si observamos este
ordenamiento en los perfiles sequn este nivel (tabla 8) encontramos que en su
base estan los estudiantes de secundaria y de Educacién Fisica —que no habian
estudiado mas matematica que la de secundaria— compartiendo una concep-
cién de horror infiniti (evitan el infinito-infinito como indefinido) o una concepcion
finitista no justificada. En un nivel intermedio, los estudiantes de Biologia ingre-
santes y algunos pocos estudiantes de secundaria utilizaron los enteros como
modelo de inclusion, donde prima el todo es mayor que la parte. Los estudiantes
ingresantes y avanzados de Biologia y los ingresantes de Matematica contestaron
como finitistas explicitos, trasladando las propiedades de los conjuntos finitos a
los infinitos. Los estudiantes de Matematica dieron cuenta del infinito como una
cantidad unicay solo los estudiantes avanzados en la materia se basaron sis-
tematicamente en la cardinalidad.

En sintesis, un gradiente de profundidad de estas ideas que comienzan en
lo que hemos denominado horror infiniti, con las variantes de evitar el infinito
o considerarlo como indefinido, presente en 31% de la poblacion, principalmente,
con menor nivel de estudios de matematica. Al igual que en estudios anteriores
encontramos que casi un tercio de los estudiantes mas jovenes o con menos
estudio de matematica suelen mostrar inseguridad o resistencia frente a la
posibilidad de operar (pensar) sobre conjuntos infinitos (Juan, Montoro y Scheuer,
2012; Montoro, 2005); incluyendo el modelo de indefinicion de Belmonte y Sierra
(2011) que indica cierta imposibilidad de operar con procesos u objetos infinitos,
en este caso comparar conjuntos infinitos.

En una zona intermedia se ubica la concepcién finitista, con 58% de la
poblacién, de acuerdo a una concepcion finitista tacita, finitista explicita o los
enteros como modelo de inclusion. En todas estas versiones finitistas el principio
del todo es mayor que la parte, parece estar muy arraigado e indica un modo
de operar con los conjuntos infinitos como si fueran finitos. La mayoria de los
participantes de este estudio podrian ser considerados finitistas, en el sentido
de que sus elecciones son las que serian validas en conjuntos finitos. La
concepcion finitista explicita en la que los estudiantes justifican sus compa-
raciones por lo que ocurre en conjuntos muy grandes es congruente con
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concebir al infinito como un niimero muy grande, descripta por Fischbein et al.
(1979), Juan et al. (2012), Monaghan (2001), Montoro (2005). La concepcion
los enteros como modelo de inclusion es consistente con la concepcion que
suele denominarse de inclusion (Falk, 1994; Fischbein et al, 1979; Fischbein;
1987; Waldegg 1993a).

Sélo unos pocos estudiantes (11%), la mayoria universitarios, dieron repuestas
infinitistas. El 8% del total concebia el cardinal de los conjuntos infinitos como
una Unica cantidad infinita o como infinito potencial (sin fin), en el mismo sentido
que el modelo de aplanamiento. (Fischbein et al, 1979; 1987 y Arrigo y D’Amore,
2004). El otro 3% considera la posibilidad de diferentes cardinales infinitos, algo
similar ocurrié en el trabajo de Moreno-Armella y Waldegg (1991) con una
presencia algo mayor de respuestas unico infinito, posiblemente debido a que
estos autores planteaban una tarea donde los conjuntos se daban explicitamente
como infinitos y siempre con un subconjunto propio incluido.

El bajo porcentaje de estudiantes infinitistas de este estudio contrasta con
resultados anteriores en los cuales casi 50% de los estudiantes con nivel de
estudio de matematica similares a los de este estudio fueron considerados como
infinitistas (Juan, Montoro y Scheuer 2012; Montoro, 2005). En el caso del estudio
de Belmonte y Sierra (2011) este grupo fue de casi 60%. Estas diferencias pueden
estar motivadas por el tipo de tarea empleada en cada estudio. En nuestro trabajo,
la tarea de comparar conjuntos infinitos de nimeros esta planteada en un
contexto de conjuntos numeéricos, es decir infinito matematico (actual) lo que da
lugar a que el grupo de estudiantes infinitistas sea sensiblemente menor. Es
decir, este estudio pone de relieve la brecha conceptual entre poder pensar u
operar con colecciones potencialmente infinitas, o poder hacerlo con conjuntos
actualmente infinitos. De este modo, destaca que el infinito cardinal esta muy
lejos de ser una nocion que los estudiantes adquieren por el sélo hecho de estar
en contacto con conjuntos infinitos de numeros.

Ademas, estos resultados muestran la diversidad de ideas que pueden operar
en un mismo grupo de estudiantes, por ejemplo, en una misma clase; por lo
que el supuesto imperante en la ensenanza de la matematica universitaria
de que el infinito matematico es transparente o accesible directamente, puede
convertirse en un serio obstaculo para favorecer la comprension de este concepto,
indispensable para incursionar en la matematica universitaria.

Para promover que los estudiantes puedan apropiarse del concepto de infinito
cardinal, es indispensable que la ensenanza matematica prevea entre sus metas
para los primeros anos de la universidad una explicitacion de las nociones que
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atanen al infinito matematico, de modo de facilitar el pasaje de una matematica
escolar a una matematica avanzada.
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ANEXO.

LA TAREA TAL COMO APARECE EN EL CUESTIONARIO

A continuacion, aparecen parejas de conjuntos numéricos. Comparando estas
parejas ¢queé conjunto es mas abundante, es decir con mas cantidad de nimeros?

¢Por favor, explicarias por qué piensas asi en cada caso?

Capictas

No capicuas

LI El primero es mas abundante
[ El segundo es mas abundante
[ Son igual de abundantes

[ No se pueden comparar

I No sé

¢Por que?

Los ndmeros
primos

Los ndmeros
pares

[ El primero es mas abundante
[ El segundo es mas abundante
[J Son igual de abundantes

[ No se pueden comparar

I No sé

éPor qué?

Naturales

Enteros

L El primero es mas abundante
[J El segundo es mas abundante
[ Son igual de abundantes

[ No se pueden comparar

I No sé

éPor qué?

Enteros

Racionales

I El primero es mas abundante
[J El segundo es mas abundante
[ Son igual de abundantes

[ No se pueden comparar

LI No sé

JPor que?

Racionales

Irracionales

[ El primero es mas abundante
[ El segundo es mas abundante
[ Son igual de abundantes

[J No se pueden comparar

I No sé

¢Por que?
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