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Resumen: En este articulo presentaremos un método iterativo para la reconstruccion de sefiales, no necesariamente
de banda limitada, a partir de un muestreo irregular tomado de manera aleatoria por un proceso de Poisson.
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1. INTRODUCCION

El teorema clédsico de Shannon-Whittaker permite reconstruir una sefial de banda limitada a partir de
un muestreo regular. Sin embargo, en la practica es de dificil aplicacion ya que no siempre se cuenta con
muestras equiespaciadas, asi aparecen distintas alternativas como las que involucran un muestreo aleatorio
[3], [4], [5], [6]. Siguiendo esa linea, en un trabajo anterior [1] presentamos un método, denominado directo,
que permite aproximar una sefial, no necesariamente de banda limitada, a partir de un muestreo irregular
f(tr) con instantes {t;} elegidos mediante un proceso de Poisson de pardmetro A. En esta oportunidad
propondremos un método iterativo que nos permite mejorar dicha aproximacién en cada iteracién. Luego
compararemos los resultados de ambos métodos.

2. INTEGRAL ESTOCASTICA

Antes de introducir el método iterativo recordemos algunas definiciones y propiedades que vamos a
necesitar mas adelante [2].

Definicion 1 Medida estocdstica
Sea A un boreliano de Ry X = {t1.} la sucesion de instantes de muestreo elegidos mediante un proceso de
Poisson de pardmetro \. Definimos la medida estocdstica

1 | tpe A
M(A)=#{ty € Ay =Y 6,(A) donde MA):{ 0 jl.’ t: ‘A
tLeX

Definicion 2 Integral estocdstica
Sea f € L*(R) N C(R) podemos definir la integral estocdstica de la siguiente manera:

[ra=3" s,

R treX

Estas integrales son variables aleatorias con la siguiente propiedad:

Propiedad 1 (i) E ([ f dM) =X [, f dt . (i) Var ([ fdM) = X [ f? dt.
3. MUESTREO ALEATORIO

3.1. METODO DIRECTO

En el siguiente teorema introducimos el operador de muestreo aleatorio S y probamos una cota en
probabilidad para el error de reconstruccién en términos de la norma L.
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Teorema 1 (ver [1]) Sean f € L*(R) con f e L'(R) y X = {t1} un muestreo aleatorio realizado
mediante un proceso de Poisson de pardmetro )\, definimos:

S\G/0) = 5 X ftkte =t = 5 [ SOk~ o)

thX

conk = F~1(14), donde |A| < oc . Entonces

PAISME/) = fllie > 0 < EITIE 2 17 e

Andlogamente al espacio de funciones de banda limitada, se puede definir:
Definicion 3 Si |A| < oo, definimos Sa = {f € L*(R) : F=0en AC} .

Si consideramos sefiales en S4 podemos mejorar la cota para el error de aproximacion obtenida en el
Teorema 1, como mostramos a continuacion:

| < AP

Teorema 2 Si f € S4, entonces P(||SA(f|X) — fllpe > 2\
€

Para demostrar el Teorema 2 necesitamos los siguientes lemas, que son consecuencia de la Propiedad 1.

161721 f1172

Lemal Si f € Sa entonces E (|[S\(f|X) — f|]2.) = )

Lema 2 Si f € S entonces S)(f|X) € Sa con probabilidad 1.

Prueba. (del Teorema 2)

AP|I£112,
E (|ISx(£/X) = flI%) < AIE (||Sx(f/X) = fl[72) = |’”Af”L
luego
APR|I£112,
P([SA(f1%) = fll= > €) < HH-;””

3.2. ALGORITMO ITERATIVO

Ahora estamos en condiciones de introducir el algoritmo iterativo.

Definicion 4 Dada una sucesion {X,,},, de procesos de Poisson independientes de pardmetro X, definimos
fn € L*(R) por:

fo=0 (M
fn = fn—l + 'YSA(f - fn—1|Xn)'
Lema 3 Dada f € S4, se cumple que

el HLz

E (I - vSa(fIX)]2%) = [(1 N 171122

Finalmente, estudiamos el error de reconstruccién y la convergencia del algoritmo.
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Teorema 3 Sea f € S 4, { X, }nen una sucesion de procesos de Poisson independientes de pardmetro \ > 0
y sea f, definida como antes, entonces

E (Ilfa — fI122) < ()" [1£1122,

k 2
donde 6(v) = (1 —~)? + 72||)\|L2.

Prueba. Lo demostraremos por induccién. Paran = 0 es trivial. Supongamos que vale para n— 1 y veamos
que vale para n. Observemos primero que

f_fn:f_fn—l _'YS)\(f_fn—l‘Xn)-

Llamando f — f,_1 = gn_1, Se tiene

E (Hf - fn||%2) =F (E (||f - an%Q’Xl o 'anl)) =F (E (”gnfl - VSA(gnfﬂXn)H%Z‘-/Yl o 'anl))
= E (Bx, (Ilgn-1 = 7 Sx(gn-11Xa)[72)) = 0x(7) E (|lgn-11l72) ,

luego, por hipétesis inductiva: E (||gn—1[|32) = E (|| — fa=1l132) < 02()" || f]|72, con lo cual

E(|If = fallz2) < () M HIfI72 < 630" |1 1172

U
Corolario 1 Si f € Sy entonces existe vo tal que E (|| fn — f||22) < 6x(70)™||f]22 — 0.
k 2
Prueba. Notar que Jy alcanza su valor minimo en vg y dx(70) = )\L‘FH‘]L‘LlQQ < 1.
L2
U
. AN, (k2 )"
Teorema 4 Si f € Sy entonces P (||fn — fllre > €) < —25 pwwIrATE .
L2
P A2
Prueba. E (||fn — fII? E (‘AH‘fn - fHL2)
Pl — fllim > o < ZUIIlli) :
€ €
A ™I AN NIk \"
< =
- €2 €2 A+ ||k‘\|i2
([

3.3. COMPARACION ENTRE LOS METODOS DIRECTO E ITERATIVO

Hasta aqui probamos que tomando un A suficientemente grande podemos hacer una buena reconstruc-
cién, tanto con el método directo como con el método iterativo. Veamos qué valor debe tomar A en cada
caso si queremos que el error sea menor a 10~2. Para eso tomaremos || f|| = ||k||3 = |[A] = 1ye=10"3y
comparemos los dos métodos propuestos.

3.3.1. Meétodo directo

Para que se cumpla P = S\(f|X)||pee > €) < |A|22|f‘|2 < 100 < 10~2 debemos tomar A > 108, es
q p e\ A

decir, mas de 10® muestras.
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Figura 1: Sefial original f en rojo, sefial recuperada S (f) en azul, para A = 20,100

3.3.2. Meétodo iterativo

Para que se cumpla P (|| f,, — ||z~ > €) < 106 (A}H) < 1072 basta tomar A > 10? y n = 4, con lo

cual se necesitarfan aproximadamente n\ ~ 102 x 4 = 400 muestras.

_\\ / \ /\/\/\ /\ J / f\ﬂ \/]
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Figura 2: Sefal original f en rojo, sefiales recuperadas f3 y fg en azul, para A = 20

4. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Hemos presentado un algoritmo iterativo para reconstruir una sefial a partir de un muestreo aleatorio
realizado segin un proceso de Poisson. Concluimos que este método necesita una cantidad de muestras
considerablemente menor a la que precisa el método directo para reconstruir una sefial con un determinado
error. En el futuro planeamos evaluar el funcionamiento de este algoritmo en un problema de técnicas de
interrogacién no destructivas para materiales compuestos altamente heterogéneos.
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