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Abstract— Control of underactuated systems with non-holonomic 

constraints has been an issue of interest in recent years. These 

systems are hard to control because their linearization makes them 

uncontrollable and current approaches generally involve complex 

calculations. In this manuscript, a controller for trajectory tracking 

and positioning for a second-order chained form system using a 

simple approach based on linear algebra is proposed. The control 

law is formulated by setting two of the six variables trajectories, 

while the other four are calculated assuming the equations system 

has an exact solution, and ensuring the error tends to zero. The 

stability of the proposed control system is demonstrated through 

the Khalil Lemma, and simulations show the performance of the 

controller. 

 
Index Terms— Non-holonomic system, Linear algebra, 

Nonlinear tracking control, Positioning. 

I. INTRODUCCIÓN 

l interés en el control de sistemas subactuados con 
restricciones no holonómicas ha aumentado en los últimos 

años. Éstos son sistemas mecánicos con menos actuadores 

independientes que grados de libertad para ser controlados, y 

están relacionados con aquellos sistemas con restricciones de 

aceleración no integrables [1]. En este artículo es considerado 

el control para el seguimiento de trayectoria y el 

posicionamiento de un sistema encadenado de segundo orden. 

En general, estos sistemas son difíciles de controlar porque su 

linealización los transforma en sistemas no-controlables [2].  

 Existen varias metodologías en la literatura que abordan el 

diseño de controladores para este tipo de sistemas. En [3], los 

autores resolvieron el problema del seguimiento de trayectoria 
aplicando un método de tres etapas que implica transformar el 

sistema original en dos subsistemas en forma de cascada, 

utilizando una retroalimentación lineal para el primer 

subsistema y estabilizando exponencialmente el segundo 

aplicando un procedimiento de retroceso.  
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Además, utilizaron una excitación permanente en la trayectoria 

de referencia para garantizar la estabilidad del sistema. Esto 

implica que las señales no deben converger a cero, limitando el 

rango de aplicaciones. 

Más recientemente, otros autores desarrollaron un 

procedimiento de control basado en cascada para seguimiento 

de trayectorias de sistemas no holonómicos en forma 
encadenada con señales de referencia que decaen a cero 

exponencialmente [4].  

Un enfoque diferente consiste en aplicar controladores 

suaves, variantes en el tiempo, para abordar el seguimiento 

exponencial de estos sistemas. Estas técnicas utilizan la 

transformación de coordenadas basada en un enfoque de diseño 

en cascada. En contraste con el enfoque mencionado 

anteriormente, no se requiere la condición de excitación en la 

trayectoria de referencia, sin embargo, estas leyes de control 

implican cálculos complejos, su diseño no es intuitivo y solo es 

aplicable para una clase especial de sistemas no holonómicos 

[5]. Otro método utilizó controladores suaves y variantes en el 
tiempo basados en técnicas de retroalimentación continua. Al 

cambiar el problema de estabilización de origen a un problema 

de seguimiento de trayectoria variable en el tiempo, el sistema 

de segundo orden encadenado puede estabilizarse en una 

trayectoria exponencialmente estable en un tiempo finito [6].  

 Además, se han empleado otras metodologías de control de 

modo deslizante para seguimiento de trayectoria y 

posicionamiento de sistemas de formas encadenadas de 

segundo orden no holonómicas [7,8]. Mediante el control de 

modo deslizante adaptativo se resolvió el problema de 

posicionamiento de un tipo particular de sistema no 
holonómico, garantizando estabilidad en el sentido de 

Lyapunov [9]. 

Recientemente, se presentó un algoritmo de planificación de 

movimiento basado en la extracción de holonomía [10]. A partir 

del análisis de controlabilidad, existe una entrada de control 

admisible de modo tal que el sistema se puede dirigir desde 

cualquier punto de equilibro a su vecindad durante un breve 

periodo de tiempo.  

Es importante destacar que ciertos sistemas mecánicos con 

aplicaciones industriales, militares, científicas y comerciales 

pueden transformarse en sistemas encadenados de segundo 
orden. Por ejemplo, algunos manipuladores planos subactuados 

[11] pueden transformarse en una forma encadenada de 

segundo orden. Otros sistemas que pueden representarse de esta 

forma son los buques de superficie [12]. Además, la aeronave 

de despegue y aterrizaje vertical planar (PVTOL) [13] puede 

transformarse en un sistema de igual forma al sistema 

encadenado de segundo orden, este sistema representa un 

problema desafiante de control debido a que este sistema es 
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subactuado y no lineal. El modelo dinámico del PVTOL tiene 

tres grados de libertad y dos entradas de control. Aunque este 

sistema en particular es un modelo simplificado, conserva las 

características principales que deben tenerse en cuenta al 

diseñar las leyes de control para un avión real. 
La literatura citada previamente demuestra que existen 

numerosos métodos de diseño de controladores para sistemas 

encadenados no holonómicos y todos ellos mejoran el 

rendimiento del control del sistema desde un punto de vista de 

interés particular; sin embargo, las leyes de control resultantes 

son relativamente complejas de implementar. En la Tabla 1 se 

muestra una comparación de la metodología de control 

propuesta con las más metodologías relevantes. 

TABLA I 

METODOLOGÍAS DE CONTROL 

 LABC  Referencia [10] 

Restricciones Dinámicas Dinámicas 

F. Canónica 2° orden FE 2° orden FE 

Aplicación PVTOL MS 

Enfoque de 

Control 

Control basado en 

Álgebra Lineal 

PM con entradas 

senoidales 

Objetivo de 

Control 

ST y Posicionamiento ST 

 Referencia [8]  Referencia [5] 

Restricciones Dinámicas Cinematicas 

F. Canónica 2° orden FE 1° orden FE 

Aplicación Manipulador 3-DOF Robot Móvil 

Enfoque de 

Control 

CMDIA Procedimiento de 

retroceso 

Objetivo de 

Control 

Estabilización a través de 

CMDIA 

ST que decaen 

exponencialmente a 0 

 Referencia [4] Referencia [3] 

Restricciones Cinemáticas Dinámicas 

F. Canónica 1° orden FE 2° orden FE 

Aplicación Robot Móvil MS 

Enfoque de 

Control 

DCBC DCBRC 

Objetivo de 

Control 

ST ST 

Dónde: Forma Encadenada (FE); Manipulador Subactuado 

(MS); Planeación de Movimiento (PM); Seguimiento de 

Trayectorias (ST); Ecuaciones Diferenciales ordinarias (DOF); 

Control de Modo Deslizante Integral Adaptivo (CMDIA); 

Diseño del Controlador Basado en Cascada (DCBC), Diseño 

del Controlador Basado en Retroceso y en Cascada (DCBRC). 

En este trabajo, el problema del seguimiento de trayectoria y 

posicionamiento de un sistema PTVOL [13], cuyo modelo 

general es representado a través de un sistema encadenado de 

segundo orden, es resuelto por medio de un controlador basado 

en álgebra lineal (LABC) [14]. Esta técnica de control se basa 
en el cálculo de acciones de control mediante la resolución de 

un sistema de ecuaciones lineales, se ha aplicado a una gran 

variedad de sistemas no lineales [15-18] y permite lograr una 

ley de control de fácil implementación y bajo costo 

computacional. 

 

La principal contribución de este trabajo es extender la 

técnica LABC para resolver el problema de control para 

seguimiento de trayectorias y posicionamiento de un sistema 

PTVOL de interés industrial y científico, cuyo modelo 

dinámico puede ser descripto a través de un sistema encadenado 

de segundo orden con restricciones no holonómicas. En la 
técnica basada en algebra lineal, el problema de control consiste 

en resolver un sistema de ecuaciones lineales conociendo la 

referencia de dos de las variables de estado. El valor deseado de 

las restantes variables es obtenido encontrando bajo qué 

condiciones el sistema de ecuaciones tiene solución exacta. 

Estas variables reciben el nombre de sacrificadas [14]. 
Este artículo está organizado de la siguiente forma: en la 

siguiente sección se formula el sistema de segundo orden 

encadenado con restricciones no holonómicas,  y el problema 

de seguimiento de trayectoria y posicionamiento del sistema 

propuesto es resuelto utilizando un LABC. En la sección de 

Resultados y Discusión es mostrado, mediante resultados de 

simulación, la efectividad de los controladores propuestos. Las 

conclusiones son dadas al final de este manuscrito. 

II. FORMULACIÓN DEL SISTEMA 

Las aeronaves PVTOL pueden ser representadas, en forma 

general, utilizando el modelo dinámico de un sistema 

encadenado de segundo orden con restricciones no 

holonómicas. Al diseñar controladores para este tipo de 

sistemas se llega a la siguiente forma canónica: 

γ̈1 = u1                                    (1.1) 

γ̈2 = u2                                    (1.2) 

γ̈3 = γ2u1                                  (1.3) 

donde 𝜸 = [𝛾1 𝛾2  𝛾3]
𝑇 ∈ 𝑅3 son las coordenadas del sistema 

encadenado de segundo orden, y 𝐮 = [𝑢1 𝑢2]
𝑇  ∈ 𝑅2, siendo 𝑢1 

y 𝑢2 las entradas. Transformando el sistema (1) 𝑆𝛾 en un 

sistema de seis ecuaciones de primer grado , 𝑆𝑥 

�̇�1 = 𝑥2                                    (2.1) 

�̇�2 = 𝑢1                                    (2.2) 

�̇�3 = 𝑥4                                    (2.3) 

�̇�4 = 𝑢2                                    (2.4) 

�̇�5 = 𝑥6                                    (2.5) 

�̇�6 = 𝑥3𝑢1                                (2.6) 

donde 𝑥2𝑖−1 = 𝛾𝑖, y 𝑥2𝑖 = �̇�𝑖, i=1,2,3. El vector de estados del 

sistema (2), 𝑆𝑥, es 𝐱 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6]
𝑇  ∈ 𝑅6. Además, 

𝜑𝑥 = [𝑥1,𝑟𝑒𝑓; 𝑥2,𝑟𝑒𝑓 ;  𝑥3,𝑟𝑒𝑓; 𝑥4,𝑟𝑒𝑓; 𝑥5,𝑟𝑒𝑓; 𝑥6,𝑟𝑒𝑓]
𝑇
∈ 𝑅6 es la 

trayectoria de referencia. Los errores de seguimiento 𝒆 =
[𝑒1; 𝑒2; 𝑒3, 𝑒4; 𝑒5; 𝑒6]

𝑇 ∈  𝑅6 son la diferencia entre los valores 

de referencia y las variables.  

III. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Dado el sistema Sx, el problema de control para seguimiento 

de trayectoria es resoluble si es posible diseñar un controlador: 

𝑢1 = 𝑢1(𝑡, 𝐱, 𝜑𝑥)                                   (3) 

𝑢2 = 𝑢2(𝑡, 𝐱, 𝜑𝑥)                                   (4) 

tal que el sistema cerrado constituido por las ecuaciones (2) y 

las acciones de control (3,4) es global, uniforme y 

asintóticamente estable. El método de control está basado en 

determinar las condiciones para las que el sistema tiene una 
solución exacta. Conociendo el modelo del sistema, solo es 

necesario fijar la trayectoria deseada de 𝑥1 (𝑥1,𝑟𝑒𝑓) y 𝑥5 (𝑥5,𝑟𝑒𝑓)  

para encontrar la solución [14]. La selección de las variables 𝑥1 

y 𝑥5, para encontrar la solución no es arbitraria, sino que surge 

del análisis del problema. Además, al seleccionar  estas 

variables  surge el problema más demandante, ya que con una 
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sola acción de control se deben conseguir resultados en estas 

dos variables.  

Observación 1: El problema de control para posicionamiento 

del sistema (2) es un caso particular del problema de control 

para seguimiento de trayectoria, donde 𝜑𝑥 es cero.  

IV. DISEÑO DEL CONTROLADOR 

En este trabajo se propone diseñar un controlador para 

seguimiento de trayectoria y posicionamiento del sistema (2) 

que representa el modelo general del sistema PTVOL [13]. 

Dado un estado inicial x(0), el sistema 𝑆𝑥 debe seguir una 

trayectoria deseada, 𝜑𝑥, con un error de seguimiento acotado. 

Para esto es necesario encontrar una ley de control capaz de 

generar una señal u tal que las variables del sistema sigan una 

trayectoria de referencia definida 𝐱𝑟𝑒𝑓 (en el caso de 

posicionamiento la referencia es un valor constante). Una de las 

principales ventajas de esta metodología es que conociendo el 

modelo del sistema, solo es necesario fijar una trayectoria 

deseada para las variables 𝑥1  y 𝑥5 para encontrar la solución 

[14]. 

A. Diseño del Controlador para Seguimiento de Trayectoria  

Expresando el sistema 𝑆𝑥, en forma matricial: 

[
 
 
 
 
 
0 0
1 0
0 0
0 1
0 0
𝑥3 0]

 
 
 
 
 

⏟    
𝐀

[
𝑢1
𝑢2
]

⏟
𝐳

= 

[
 
 
 
 
 
�̇�1 − 𝑥2
�̇�2

�̇�3 − 𝑥4
�̇�4

�̇�5 − 𝑥6
�̇�6 ]

 
 
 
 
 

⏟      
𝐛

;  𝐀𝐳 = 𝐛             (3) 

Para que el sistema (3), expresado como un sistema de 

ecuaciones lineales de la forma Az=b, tenga solución exacta se 

debe cumplir que b pertenezca al espacio columna de A. Esta 

condición puede satisfacerse aún en presencia de 

perturbaciones que sean físicamente realizables y cumplan con 

el modelo, es decir, que pertenezcan al espacio columna de A. 

Una forma de expresar lo antes mencionado es que el rango de 

A sea igual al rango de la matriz ampliada de A con el vector 

de términos independientes, es decir,  Rango (A) = rango ([A 

b]). Entonces se debe cumplir, 

�̇�1 − 𝑥2 = 0                                    (4.1) 

�̇�3 − 𝑥4 = 0                                    (4.2) 

�̇�5 − 𝑥6 = 0                                    (4.3) 

[
1
𝑥3
] 𝑢1  =  [

�̇�2
�̇�6
]                                (4.4) 

�̇�4 = 𝑢2                                     (4.5) 

Los errores de seguimiento se definen como la diferencia 

entre la trayectoria de referencia y la real, de esta manera �̇�1 y 

�̇�5 se expresan como [14], para que los errores de seguimiento 

tiendan a cero en forma exponencial:  

�̇�1 = �̇�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1(𝑥1,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥1)                    (5) 

�̇�5 = �̇�5,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘5(𝑥5,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥5)                    (6) 

Luego, las variables internas 𝑥2,𝑒𝑧, 𝑥3,𝑒𝑧, 𝑥4,𝑒𝑧 y 𝑥6,𝑒𝑧 son el 

valor que deben tener las variables 2, 3, 4 y 6 para que el sistema 

(3) tenga solución exacta. Expresando 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 y 𝑥6 en función 

de las variables internas, las ecuaciones anteriores se pueden 

escribir de la siguiente forma: 

�̇�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1(𝑥1,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥1) =  𝑥2,𝑒𝑧                  (7.1) 

�̇�3,𝑒𝑧 + 𝑘3(𝑥3,𝑒𝑧 − 𝑥3) = 𝑥4,𝑒𝑧                    (7.2) 

�̇�5,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘5(𝑥5,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥5) = 𝑥6,𝑒𝑧                  (7.3) 

[
1
𝑥3,𝑒𝑧

] 𝑢1  =  [
�̇�2,𝑒𝑧 + 𝑘2(𝑥2,𝑒𝑧 − 𝑥2)

�̇�6,𝑒𝑧 + 𝑘6(𝑥6,𝑒𝑧 − 𝑥6)
]            (7.4) 

    �̇�4,𝑒𝑧 + 𝑘4(𝑥4,𝑒𝑧 − 𝑥4) = 𝑢2                    (7.5) 

siendo 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘5 y 𝑘6 parámetros del controlador, y 

𝑒1 = (𝑥1,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥1), 𝑒2 = (𝑥2,𝑒𝑧 − 𝑥2), 𝑒3 = (𝑥3,𝑒𝑧 − 𝑥3), 𝑒4 =

(𝑥4,𝑒𝑧 − 𝑥4), 𝑒5 = (𝑥5,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥5) y 𝑒6 = (𝑥6,𝑒𝑧 − 𝑥6),    los 

errores de seguimiento. 

La condición para que la ecuación (7.4) sea una expresión 

válida para todo u1 es: 

𝑥3,𝑒𝑧 =
�̇�6,𝑒𝑧+𝑘6𝑒6

�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2
                               (8) 

Observación 2: Las variables 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 y 𝑥6 tienden a seguir 

a 𝑥2,𝑒𝑧, 𝑥3,𝑒𝑧, 𝑥4,𝑒𝑧 y 𝑥6,𝑒𝑧, mientras que estas tienden a seguir a 

𝑥2,𝑟𝑒𝑓, 𝑥3,𝑟𝑒𝑓, 𝑥4,𝑟𝑒𝑓 y 𝑥6,𝑟𝑒𝑓. 

Observación 3: La variable 𝑥3,𝑒𝑧 no puede ser calculada si 

el numerador y el denominador de la ecuación (8) tienden a cero 

al mismo tiempo, ya que la división es indeterminada. Evitamos 

este problema a través de una adecuada elección de los 

parámetros 𝑘2 y 𝑘6, forzando a que el numerador tienda a cero 

más rápidamente que el denominador.  

Aplicando el método de aproximación por mínimos 

cuadrados se obtiene una expresión para el cálculo de la acción 

de control 𝑢1: 

𝑢1 =
�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2+(�̇�6,𝑒𝑧+𝑘6𝑒6) 𝑥3,𝑒𝑧

1+𝑥3,𝑒𝑧
2                      (9) 

Observación 4: La expresión de cálculo de 𝑢1 y 𝑢2 para 

posicionamiento coincide con la expresión de cálculo (7.5) y 

(9) para seguimiento de trayectoria, siendo la trayectoria de 

referencia 𝜑𝑥 cero. 

Teorema 1. Dado el sistema Sx (2) y las acciones de control 

(7.5, 8 y 9), si 𝑘𝑖 > 0 ∀𝑖 = {1;… ; 6} y 𝑘6 > 𝑘2, entonces 

cuando 𝑡 → ∞,  √∑ 𝑒𝑖
26

𝑖=1 → 0. 

Demostración: 

Paso 1 

De las ecuaciones (4.5) y (7.5) emerge la siguiente igualdad: 

    �̇�4 = �̇�4,𝑒𝑧 + 𝑘4𝑒4                            (10) 

Operando en la ecuación anterior: 

    0 = �̇�4,𝑒𝑧 − �̇�4 + 𝑘4𝑒4                        (11) 

Dado que  �̇�4 = �̇�4,𝑒𝑧 − �̇�4, se obtiene: 

    0 = �̇�4 + 𝑘4𝑒4                                (12) 

Paso 2 

Reemplazando 𝑥4 = (𝑥4,𝑒𝑧 − 𝑒4) en la ecuación (2.3) se 

obtiene: 

    �̇�3 = 𝑥4,𝑒𝑧 − 𝑒4                                (13) 

Teniendo en cuenta que 𝑥4,𝑒𝑧 = �̇�3,𝑒𝑧 + 𝑘3𝑒3, la ecuación 

(13) es reescrita como: 

    �̇�3 = �̇�3,𝑒𝑧 + 𝑘3𝑒3 − 𝑒4                          (14) 

El error de seguimiento �̇�3 es definido como  �̇�3 = �̇�3,𝑒𝑧 −

 �̇�3. Reordenando la ecuación anterior: 

  0 = �̇�3 + 𝑘3𝑒3 − 𝑒4                                (15) 

Paso 3 
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A partir de las ecuaciones (2.2) y (9) se puede escribir la 

siguiente igualdad: 

�̇�2 =
�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2+(�̇�6,𝑒𝑧+𝑘6𝑒6) 𝑥3,𝑒𝑧

1+𝑥3,𝑒𝑧
2                      (16) 

Despejando el término �̇�6,𝑒𝑧 + 𝑘6𝑒6 de la ecuación (8) y 

reemplazando en la ecuación (16): 

 

�̇�2 =
�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2+(�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2)𝑥3,𝑒𝑧

2

1+𝑥3,𝑒𝑧
2                      (17) 

Reordenando la ecuación anterior: 

�̇�2 =
(�̇�2,𝑒𝑧+𝑘2𝑒2)(1+𝑥3,𝑒𝑧

2)

1+𝑥3,𝑒𝑧
2                          (18) 

Teniendo en cuenta que �̇�2 = �̇�2,𝑒𝑧 − �̇�2, entonces: 

0 = �̇�2 + 𝑘2𝑒2                                (19) 

Paso 4 

Reemplazando 𝑥2 = (𝑥2,𝑒𝑧 − 𝑒2) en la ecuación (2.1):  

�̇�1 = 𝑥2,𝑒𝑧 − 𝑒2                               (20) 

Y teniendo en cuenta 𝑥2,𝑒𝑧 definido en la ecuación (7.1) se 

obtiene: 

�̇�1 = �̇�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1𝑒1 − 𝑒2                       (21)  

Definiendo �̇�1 = �̇�1,𝑟𝑒𝑓 − �̇�1 y reemplazando en la ecuación 

anterior: 

�̇�1 + 𝑘1𝑒1 = 𝑒2                              (22) 

Paso 5 

Reemplazando 𝑥3 = (𝑥3,𝑒𝑧 − 𝑒3) en la ecuación (2.6): 

�̇�6 = (𝑥3,𝑒𝑧 − 𝑒3)𝑢1                          (23) 

A partir de las ecuaciones (8) y (9): 

𝑥3,𝑒𝑧𝑢1 = �̇�6,𝑒𝑧 + 𝑘6𝑒6                       (24) 

Sustituyendo 𝑥3,𝑒𝑧𝑢1 de la ecuación (24) en la ecuación (23): 

�̇�6 = �̇�6,𝑒𝑧 + 𝑘6𝑒6− 𝑒3𝑢1                       (25) 

Definiendo �̇�6 = �̇�6,𝑒𝑧 − �̇�6 y reemplazando en la ecuación 

anterior: 

�̇�6 + 𝑘6𝑒6 = 𝑒3𝑢1                             (26) 

De la ecuación (7.4), 𝑢1 = �̇�2,𝑒𝑧 + 𝑘2𝑒2, y sustituyendo en la 

ecuación (26), surge: 

�̇�6 + 𝑘6𝑒6 = 𝑒3(�̇�2,𝑒𝑧 + 𝑘2𝑒2)                  (27) 

Luego, teniendo en cuenta que �̇�2,𝑒𝑧 = �̈�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1�̇�1, la 

ecuación anterior es reescrita: 

�̇�6 + 𝑘6𝑒6 = 𝑒3(�̈�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1�̇�1 + 𝑘2𝑒2)           (28) 

A partir de la ecuación (22), �̇�1 = 𝑒2 − 𝑘1𝑒1, y reemplazando 

en la ecuación (28) se obtiene: 

�̇�6 + 𝑘6𝑒6 = 𝑒3(�̈�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1(𝑒2 − 𝑘1𝑒1) + 𝑘2𝑒2)    (29) 

Paso 6 

Reemplazando 𝑥6 = (𝑥6,𝑒𝑧 − 𝑒6) en la ecuación (2.5): 

    �̇�5 = 𝑥6,𝑒𝑧 − 𝑒6                             (30) 

Como se definió en la ecuación (7.3), 𝑥6,𝑒𝑧 = �̇�5,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘5𝑒5, 

y reemplazando en la ecuación anterior: 

    �̇�5 = �̇�5,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘5𝑒5 − 𝑒6                        (31) 

Definiendo �̇�5 = �̇�5,𝑒𝑧 − �̇�5, y operando la ecuación (31) se 

obtiene: 

    �̇�5 + 𝑘5𝑒5 = 𝑒6                               (32) 

Las ecuaciones (12, 15, 19, 22, 29 y 32) pueden ser escritas 

de acuerdo a las ecuaciones (5.32) y (5.33) de la página 221 de 

la referencia [21], con �̇�𝟏 = 𝐟𝟏(𝑡, 𝐱𝟏, 𝐱𝟐)  y �̇�𝟐 = 𝐟𝟐(𝑡, 𝐱𝟐), 
siendo 𝐱𝟏 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥5, 𝑥6} y 𝐱𝟐 = {𝑥3, 𝑥4}. 

    [

�̇�1
�̇�2
�̇�5
�̇�6

] = [

−𝑘1
0
0
0

1
−𝑘2
0
0

0
0
−𝑘5
0

0
0
1
−𝑘6

] [

𝑒1
𝑒2
𝑒5
𝑒6

] + 𝑒3 [

0
0
0
Ψ

]          (33) 

donde Ψ = �̈�1,𝑟𝑒𝑓 + 𝑘1(𝑒2 − 𝑘1𝑒1) + 𝑘2𝑒2 

    [
�̇�3
�̇�4
] = [

−𝑘3
0

1
−𝑘4

] [
𝑒3
𝑒4
]                         (34) 

Luego, si todos los 𝑘𝑖 i=1;…;6 son positivos, de acuerdo con 

el Lema de la estabilidad de Khalil [19], Sx es global, uniforme 

y asintóticamente estable y la condición de √∑ 𝑒𝑖
26

𝑖=1 → 0 

cuando 𝑡 → ∞ es satisfecha. 

Observación 5. Se puede realizar seguimiento de trayectorias 

con referencias no lineales, lineales, constantes y 

posicionamiento manteniendo las siguientes condiciones sobre 

los parámetros del controlador: 𝑘𝑖 > 0 ∀𝑖 ={1;…;6}, 𝑘5 > 𝑘1 

y 𝑘6 > 𝑘2.  

B. Ajuste de los Parámetros del Controlador 

La combinación de los parámetros del controlador  ki que 

minimiza el error acumulado, ET es calculada a través del 

algoritmo de Monte Carlo. Esta metodología consiste en 

simular el proceso  N veces usando valores aleatorios de ki y ha 

sido ampliamente utilizada en bibliografía [20], [21], [22]: 

                             𝑁 ≥ [
log

1

𝛿

log
1

1−𝜀

]                                  (35) 

donde δ es el límite de confianza y ε la precisión. 

Luego, se introduce el error total como: 

𝐸𝑇 = ∑ ∫ ‖(𝑥𝑖,𝑟𝑒𝑓 − 𝑥𝑖) (𝑥𝑖,𝑟𝑒𝑓)⁄ ‖
𝑡𝑓

0
6
𝑖=1  𝑑𝑡             (36) 

Los valores de ki se eligen de forma tal que minimizan el error 

total. La ecuación anterior es la función objetivo que se 

minimiza con el algoritmo de Monte Carlo.   

C. Implementación del Controlador 

El diagrama del controlador se muestra en la Figura 1 y el 

procedimiento matemático es el siguiente. 

 
Fig. 1. Diagrama del controlador. 

 

Paso 1: Definir la trayectoria de referencia 𝐱𝒓𝒆𝒇. 

Paso 2: Definir y calcular las variables sacrificadas 𝑥2,𝑒𝑧; 𝑥3,𝑒𝑧; 

𝑥4,𝑒𝑧 y 𝑥6,𝑒𝑧. 

Paso 3: Calculas las acciones de control u1 y u2. 

Paso 4: Ajustar el controlador. 

V. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

En esta sección se observa a través de simulación el 

desempeño de los controladores propuesto para un sistema 

PVTOL cuyo modelo genérico es representado a través del 
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sistema de ecuaciones (2). En el primer test se analiza el 

controlador para seguimiento de trayectoria.  En el segundo test 

se verifica el desempeño de los controladores para 

posicionamiento. En ambos test los controladores deben 

cumplir con requerimientos de sobretiro máximo permitido.  

A. Ensayo para Seguimiento de Trayectoria 

En esta sección se muestra como el controlador propuesto es 

capaz de calcular una ley de control que permita seguir 

efectivamente la trayectoria de referencia, 𝜑𝑥, satisfaciendo un 

sobretiro máximo permitido + 0.5 m para las variables x1, x3 y 
de + 0.5 m/s para las variables x2, x4, mientras que es de +0.5 

rad para x5 y + 3 rad/s para x6,  y un tiempo de estabilización 

menor a los 10 segundos.  

Dicha 𝜑𝑥 fue simulada considerando un tiempo final de 40 

segundos, 𝐱(0) = {−0.5,1.4,−2.5,0.25,1,−0.2} y 𝐱𝐫𝐞𝐟(0) =
{−0.25,1.25,−2,1.5,−0.65}. Se fijaron trayectorias senoidales 

para las variables del sistema, de forma tal que �̇�2,𝑟𝑒𝑓 =

0.8 cos(
𝜋

5
𝑡) y �̇�4,𝑟𝑒𝑓 = 0.8 sen(

𝜋

5
𝑡).  Los parámetros del 

controlador son ajustados utilizando el algoritmo de Monte 
Carlo, donde δ = 0.01, ε = 0.005, resultando N = 1000 para este 

problema. A lo largo de las N simulaciones, todos los 

parámetros del controlador cambian aleatoriamente en un rango 

+15% de su valor original al mismo tiempo, teniendo en cuenta 

que 𝑘𝑖 > 0 ∀𝑖 = {1;… ;6}, 𝑘5 > 𝑘1 y 𝑘6 > 𝑘2. Las soluciones 

fueron encontradas después de 84.62 segundos utilizando un 

procesador Quad-Core Intel Core i7 con 16 GB de memoria 

RAM. Las figuras 2-7 muestran las trayectorias de las variables 

1-6, donde las trayectorias de referencia son alcanzadas antes 

de los 5 segundos. Las variables x1 y x3 están expresadas en [m], 

x2 y x4 en [m/s], mientras que x5 en radianes y x6 en [rad/s].  
 Las figuras 8 y 9 la evolución de las acciones de control u1 

y u2, que están expresadas en [m/s2]. 

 
Fig. 2. Trayectoria de la variable x1. 

 
Fig. 3. Trayectoria de la variable x2. 

 
Fig. 4. Trayectoria de la variable x3. 

 
Fig. 5. Trayectoria de la variable x4. 

 
Fig. 6. Trayectoria de la variable x5. 

 
Fig. 7. Trayectoria de la variable x6. 
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Fig. 8. Evolución de u1 en el tiempo. 

 
Fig. 9. Evolución de u2 en el tiempo. 

B. Ensayo para Posicionamiento 

En esta sección se mostrará como el controlador propuesto 

es capaz de calcular una ley de control para posicionamiento a 

cero de las variables del sistema, satisfaciendo un sobretiro 

máximo permitido de + 0.3 m para las variables x1, x3 y de + 3 
m/s para las variables x2, x4, mientras que es de +0.3 rad para x5 

y + 3 rad/s para x6, y un tiempo máximo de estabilización de 40 

segundos. El sistema de control se simuló considerando un 

tiempo final de 40 segundos y un estado inicial 𝐱(0) =
{5,0,0,0,0.5,0}. Los valores de los parámetros del controlador 

fueron ajustados utilizando el algoritmo de Monte Carlo, donde 

donde δ = 0.01, ε = 0.005, resultando N = 1000 y teniendo en 

cuenta que 𝑘𝑖 > 0 ∀𝑖 = {1;… ; 6}, 𝑘5 > 𝑘1 y 𝑘6 > 𝑘2. Las 

soluciones fueron encontradas después de 342.51 segundos 
utilizando un procesador Quad-Core Intel Core i7 con 16 GB 

de memoria RAM. Las figuras 10-15 muestran la trayectoria de 

las variables 1-6. Las variables x1 y x3 están expresadas en [m], 

x2 y x4 en [m/s], mientras que x5 en radianes y x6 en [rad/s].  Las 

figuras 16 y 17 muestran la evolución de las acciones de control 

u1 y u2 expresadas en [m/s2]. 

 
Fig. 10. Trayectoria de la variable x1. 

 
Fig. 11. Trayectoria de la variable x2. 

 
Fig. 12. Trayectoria de la variable x3. 

 
Fig. 13. Trayectoria de la variable x4. 
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Fig. 14. Trayectoria de la variable x5. 

 
Fig. 15. Trayectoria de la variable x6. 

 
Fig. 16. Evolución de u1 en el tiempo. 

 
Fig. 17. Evolución de u2 en el tiempo. 

VI. CONCLUSIONES 

La principal contribución de este trabajo es la extensión de la 

técnica de control LABC para el seguimiento de trayectoria y el 

posicionamiento de un sistema PTVOL cuyo modelo general 

puede ser representado a través de un sistema encadenado de 

segundo orden. Este controlador se basa en determinar las 

condiciones necesarias para las cuales el modelo del sistema 

tiene una solución exacta. Las variables x1 y x5 se establecen 

como referencias, mientras que x2, x3, x4 y x6, son las variables 
sacrificadas para que los errores de seguimiento vayan a cero. 

Los parámetros del controlador fueron ajustados utilizando el 

algoritmo de Monte Carlo.  

Como se ve observa en los resultados de simulación, la ley 

de control propuesta lleva a cero los errores de seguimiento de 

trayectoria, tal como se propuso en el Teorema 1. Cuando el 

estado inicial del sistema está alejado de la referencia 

establecida, el sistema es estabilizado antes del límite de tiempo 

establecido dentro de las especificaciones del máximo sobretiro 

permitido. Por otro lado, cuando el estado inicial del sistema es 

cercano a la trayectoria de referencia establecida, el tiempo de 

estabilización es menor y el sobretiro es más acotado.   
 Una ventaja importante del controlador propuesto es la baja 

carga computacional de las operaciones matemáticas requeridas 

y su sencilla implementación en cualquier lenguaje de 

programación. Además, la metodología propuesta para el 

diseño del controlador puede aplicarse a otros tipos de sistemas. 
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