Dos hipotesis ocultas en las desigualdades de Bell

Two hidden hypothesis in the Bell’s inequalities.
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Hace poco se cumplieron 50 afios del famoso trabajo original de J.S.Bell que mostrd la incompatibilidad entre las
predicciones de la Mecanica Cuantica (QM), para la correlacion entre mediciones realizadas sobre un par de
particulas entrelazadas distantes, y las ideas intuitivas de Localidad y Realismo (LR). Los experimentos
realizados hasta ahora muestran que dicha correlacién es mayor que la aparentemente permitida por LR. Sin
embargo, en la deduccion de las desigualdades de Bell hay dos hipdtesis no evidentes, adicionales a LR: una es
que las integrales en el espacio de las variables ocultas son “apropiadas” (en el sentido de Riemann o Lebesgue);
la otra es similar a la hipétesis ergodica. Ambas hip6tesis dejan de cumplirse en algunos sistemas complejos. Por
lo tanto, los resultados experimentales pueden interpretarse tanto como la refutacion de LR en la Naturaleza o,
por el contrario, como la evidencia de una dinamica subyacente, cadtica y no-ergddica. En este trabajo se discute
el origen y significado de esas hipotesis adicionales.
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Recently, the famous original paper by J.S.Bell’s reached the 50 anniversary of its publication. In that paper, the
contradiction of the predictions of Quantum Mechanics (QM) with the intuitive ideas of Locality and Realism
(LR) was demonstrated, for the correlation between the measurements performed on a pair of remote entangled
particles. The experiments performed until now show that that correlation is higher than allowed by LR.
However, there are two non-evident hypotheses, additional to LR, in the derivation of the Bell’s inequalities: the
first one is that “proper” integrals (in the Riemann’s or Lebesgue’s sense) in the space of the hidden variables
exist; the second one is similar to the ergodic hypothesis. Both hypotheses are not valid in some complex
systems. Therefore, the experimental results can be interpreted as a refutation of the validity of LR in the Nature
or, else, as the evidence of the existence of an underlying dynamics, which would be chaotic and non-ergodic. In

this paper, the origin and meaning of the additional hypotheses is discussed.

Keywords: Bell’s inequalities, Quantum Mechanics Foundations.

I. INTRODUCCION

La controversia entre la Mecanica Cuéantica (QM) y
las ideas intuitivas de Localidad (hablando mal y pronto:
que el resultado de una medicién no depende de lo que
ocurra fuera de su cono de luz del pasado) y Realismo
(que las propiedades del mundo fisico no dependen de
que se las esté midiendo) es uno de los temas sin
resolver mas importantes y resistentes de toda la historia
de la Fisica. Las desigualdades de Bell (DB) permiten
llevar la controversia desde el plano de la discusion
filosofica al de los experimentos. Si las observaciones
demuestran que las DB se violan en la Naturaleza,
entonces es necesario abandonar Localidad y Realismo
(LR) como postura basica para explicar el mundo. Este
es un paso no trivial, pues LR se supone valido no
solamente en la vida cotidiana, sino también en toda la
practica cientifica (exceptuando QM). En el caso
contrario, entonces hay que reescribir al menos parte de
la QM, lo que también podria tener consecuencias
importantes.
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La controversia se ve actualizada por la reciente
publicacion'® de los resultados de una serie de
experimentos loophole-free (en pocas palabras: libres de
imperfecciones experimentales) que declaran haber
verificado la violacién de las DB. Es pues pertinente
recordar cuales son las hipdtesis que permiten deducir y
usar las DB, para no equivocarse sobre el significado de
esos resultados. Como se vera, hay al menos dos
hip6tesis adicionales a LR, que son necesarias para
deducir y usar las DB. Estos resultados no son nuevos.
Lo que aqui es nuevo, en todo caso, es el presentarlos
juntos, y la interpretacién fisica que propongo para su
origen.

En el siguiente Capitulo se repasa la deduccién de la
desigualdad de Clauser-Horne-Shimony y Holt (CHSH)®
para facilitar la comprensién del origen de las hipotesis
adicionales. En el Capitulo Il se discuten dichas
hip6tesis. En el 111 se explica como estan relacionadas, y
por qué sugieren la existencia de una dindmica compleja



subyacente, que podria ser el origen de las correlaciones
observadas sin necesidad de violar LR.

Deduccion simple de la desigualdad CHSH.

Sea el experimento esquematizado en la Figura 1. La
fuente emite un estado entrelazado de dos fotones (o
bifotén). Se mide la correlacion E(a,f), que es funcién
de las orientaciones {¢, 3} de los polarizadores :

[C™ +C7]-[CT+C™] |a,ﬂ

E(a.p) =
C*"+C +C*+C"

M)

donde los CU indican (ij = +,-) el nlmero de
coincidencias observadas en los respectivos detectores.
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Figura 1: La fuente S emite dos fotones entrelazados hacia
estaciones separadas una distancia L, donde se mide si son
detectados en las salidas “transmitido” (+) o “reflejado™ (-)
de polarizadores orientados segun angulos «, 5.

Para la deduccion de la desigualdad CHSH, se supone
que el observable que corresponde a una deteccion
depende de los angulos y de una cierta variable oculta A,
y que lo que ocurre en la estacién A(B) es independiente
de lo que ocurre en B(A), es decir: AB(e,fA) =
A(a, )xB(B, 1), donde A,B= +1:

AB(afA)= {[C"+C7]-[C"+C"]} lafi i,

— . - )
{[CT+C7 ]+ [CT+C"]}

la correlacion medible es un promedio sobre el espacio
de las variables ocultas, que tienen distribucion p(A):

E(af) = | dA.p(2).AB(a3,2) (3)

donde [dA.p(1)=1, 0<p(1)<l. Para distintas orienta-
ciones de los &ngulos {5} y {a. ' }:

E(a.f) - E(af) =
=[dA.p(2).AB(a,B,2) - [dA.p(1).AB(a. ", 2) =
=[dA.p(2).[AB(ar,5,2) - AB(ar, 5", A)] (4)

Se suma y resta el término [AB(«a,f,4).AB(<,f,4).
AB(a.f,A).AB(,f°,4)] dentro de la integral, se
reordena y aplica médulo (ojo: 1+AB > 0):

|E(a,f) - E(a,p) <[ dA.p(2).[1 £ AB(&, 8, A)] +
+[dA.p(2).[1+ AB(e’,82)] =
=2+ [E(a.f) + E(a, )] ®)

y se tiene la desigualdad CHSH:

+|E(a’,ﬂ’)+E(a’,,B)| <2
(6)

ScHsH =| E(a.f)-E(a.f)

Para el estado |¢") = (AN2){IXaxXp) +|Yaye)} VY
eligiendo {0,n/8,m/4,3n/8}= {o,B,a’,p’} la prediccion
QM es Scusu=2V2, que viola (6).

Il. LAS HIPOTESIS ADICIONALES.
Primera hipotesis adicional.

Hay wuna manera simple de reproducir las
predicciones de QM para el experimento de la Fig.1 sin
violar LR. Supongamos que las probabilidades de
deteccion Pa(o,A) Y Pg(B,A) para | ¢")y cumplen:

Pa(a,)) =cos’(a-L) ; Pg(B,A) = Y2 8(B-1) (7

y que la probabilidad de coincidencia Pag(a,B,\)=
Pa(o,A)xPg(B,A) (= Localidad). Luego:

P as(0,B) = Jd1.p(1).P as(ct,B,1) = % cos*(a-p) @)

que es exactamente la prediccion QM. La objecion que
uno ve inmediatamente a este contraejemplo es que la
delta de Dirac “diverge” en el origen, y por lo tanto
Ps(B,A) no puede ser considerada una distribucion de
probabilidad ni cumple las hipdtesis que llevan a
deducir las DB. Pero, J.F.Geurdes ha propuesto la
definicion de una Delta de Dirac alternativa’:

SaLt(X) = im0 exp{- Nx —exp(-Nx)/N}  (9)

que cumple todas las propiedades de la Delta de Dirac
tradicional sin hacerse nunca mayor que 1. Por lo tanto,
la raz6n por la que el contraejemplo debe ser rechazado
no es que d(x) diverge, sino que la integral que la
contiene en (8) no es una integral “apropiada” en el
sentido de Riemann o Lebesgue. En pocas palabras: que
no es el limite de una suma de las areas bajo una curva.
Notese que (9) cumple los axiomas de Kolmogorov
incluyendo, al igual que la Delta de Dirac, la sigma-
aditividad, y que no se estd usando valores extendidos
de las probabilidades®.

La primera de las hipdtesis adicionales en la
deduccion de las desigualdades de Bell es pues: las
integrales sobre el espacio de las variables ocultas
deben ser *“‘apropiadas”. Si no se impusiera esta
condicion, el contraejemplo descripto seria una solucion
trivial a la controversia entre QM y LR. Como se vera,
este resultado no es una frivolidad matematica sino que
tiene consecuencias con significado fisico.

Segunda hipdtesis adicional.



Todas las mediciones reales ocurren sucesivamente,
en el tiempo. Asi, la medicion de (p.ej.) la correlacion
E(a.p) es la integral:

E(a, 8) = (L AT) j:*“ dt.p(t).AB(a, B,t)  (10)

que representa el proceso de fijar el polarizador A=a y
el B=p durante el tiempo [6,6+At], sumar el nimero de
coincidencias en cada salida de los detectores, y calcular
E(a,pf) segun (1). Suponiendo que las orientaciones de
los polarizadores son independientes de los valores de
las variables ocultas (no-contextualidad®) la distribucién
de los tiempos de medicion entre las diferentes
orientaciones de los polarizadores es irrelevante.
Tomando por simplicidad la distribucion de la parte
superior de la Figura 2, hay un problema evidente al
calcular la desigualdad CHSH. Por ejemplo, al medir en
la practica:

E(a,ﬁ’) - E(alﬁl) =
=@anf //jdt.p(t).AB(a, Bt —
- (1/AT)J:/4dt.p(t).AB(a,ﬂ',t) "

# (UT) LT dt.p(t).[AB(a, A1) - AB(er, p',1)] (1)
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Figura 2: diferentes distribuciones posibles de los tiempos de
medicién entre las orientaciones de los angulos de los
polarizadores en la Fig.1. Arriba: la mas usual (caso
estatico). Medio: cuasi-periddica. Abajo: aleatoria, como en
las Referencias 3 a 5. Si se supone valida no-contextualidad,
todas son equivalentes.

El lado derecho de la igualdad en (11) es lo que de
verdad se mide, mientras que la integral en el Gltimo
renglén es la que lleva a la desigualdad de CHSH.
Notese que las integrales tienen dominios distintos, lo
que rompe la cadena logica en la deduccién de la
desigualdad. Los valores medidos pueden violar CHSH
0 no, pero en este momento esa violacion no implica
nada sobre la validez del LR en la Naturaleza. Para
restablecer la cadena logica, es necesario agregar alguna
suposicién que permita relacionar los dos miembros de
la desigualdad. La solucién mas simple es extender las
integrales en (11) sobre el tiempo total de medicion

[0,T]. Al hacer esto, aparecen correlaciones definidas
para condiciones que no ocurrieron, es decir, valores
contrafactuales. Esto no es un problema a esta altura
pues Realismo, o la legitimidad de discutir sobre
procesos que podrian haber ocurrido (pero no
ocurrieron), o counterfactual definiteness, ya se supuso
valido desde el principio en la deduccion de las DB. Lo
que pasa es que ahora el ultimo renglon en (11) es una
igualdad, pero con la forma:

E(a,B)+E(a,p)-E(a,B')-E(a,B') =
— (L/AT) jOT dt.p(t).[AB(a, B,t) — AB(a, £',1)]

(12)

donde los términos subrayados son la suma de las tres
integrales contrafactuales (véase Fig.2):

Ti4

E(a, B) = (L/ AT) ! dt.p(t).AB(a, B,1) + 13

3TfLtlllt.p(t)-AB(O!. B.1)+({1IAT) ]dt-p(t)-ﬁ(a, BY)

TI2 3T/4

+(L/AT)

TI2

E(a, B ') = (LI AT) j dt.p(t).AB(a, B ',t) +
+(1/AT)3Tf§t.p(t).@(a,/3 ' 1)+ (L1 AT) ]dt.p(t).AB(a, By

(14)

Por ejemplo, el factor AB(«,f5t) indica el resultado de
una medicion realizada durante el intervalo de tiempo
[0,T/4], cuando en realidad fue B=p. Por definicion:

T/4

(L/AT) [dt.p(t).AB(a, B,t) = {(+DICT+C T+

(-DIC+C I{C+C +C ™+ C"}H o 0cctis (15)
que toma un valor desconocido, porque todos los C"=0
(se tiene una indeterminacién “cero sobre cero”). No
obstante, counterfactual definiteness me asegura que la
expresién (15) si toma algin valor (aunque yo no lo
conozca). El resultado final es:

| E(uB) + E(a.B) - E(a,p’) - E(wB) +[E(o,p’) +
+E(a’,B7) + E(a’,B) + E(a’.B) < 8

es ésta la desigualdad tipo-CHSH que se deduce si lo
Unico que se supone valido es LR.

Para dar valores numéricos a los términos
contrafactuales (subrayados) de manera consistente,
debo definir un “mundo posible™. Esta definicién
implica inevitablemente una suposicién adicional a LR.

Definir un “mundo posible” suena misterioso, pero
en realidad sélo se trata de agregar informacidn faltante.
Por ejemplo, supongamos que cuando bajo al bar y
encuentro a mi amiga Alicia (Figura 3), digo que el
resultado de medir la variable A= “encuentro a Alicia

(16)



en el bar” es 1, y 0 cuando no la encuentro. Después de
muchas visitas al bar, mido (A) = 0.3. Ahora,
consideremos la pregunta “;cuanto vale (A) cuando no
voy al bar?”. Dentro de la postura positivista de la QM
esta pregunta no tiene sentido, y tampoco respuesta. Si
se supone en cambio que Alicia y el bar tienen una
existencia bien definida atn cuando no voy al bar (en
pocas palabras: si se supone Realismo, o counterfactual
definiteness validos), el valor de (A) si tiene un valor
bien definido, digamos, ¢. Hasta este punto no se ha
hecho ninguna hipétesis adicional a LR. Pero, el valor
de q es desconocido con la informacidn disponible. Se
precisa informacion sobre las costumbres de Alicia y lo
que pasa en el bar cuando yo no voy. Es decir: hace falta
definir un “mundo posible” (definir como es el mundo
cuando no lo observo) para asignar un valor numérico a
g. Es esta definicion, inevitable para calcular (16), la
que implica una hipétesis adicional a LR.

Figura 3, acerca de los mundos posibles: supongamos que
cuando voy al bar y encuentro a mi amiga Alicia el resultado
de medir A= “encuentro a Alicia en el bar” es 1, y 0 cuando
no. Después de muchas visitas, mido (A). Ahora: “cuanto vale
(A) cuando no voy al bar?”” Si se supone que Alicia y el bar
siempre tienen existencia bien definida (=~ Realismo) entonces
(A) tiene un cierto valor g. Pero, el valor de g todavia es
desconocido. Hace falta saber lo que pasa en el bar y con
Alicia cuando no los estoy observando. Es decir: debo definir
un “mundo posible” (como es el mundo cuando no lo
observo) para poder asignar un valor a g.

Veamos algunos mundos posibles:

#1) Las probabilidades (observables en CHSH)
factuales y contrafactuales son iguales.

Es decir, AB(a,f5t) = AB(,ft’). En este mundo
posible las DB se recuperan inmediatamente. En el
ejemplo del bar, significa que, cada dia, Alicia habria
estado en el bar, o no, independientemente de si yo
hubiera ido, o no. Sin embargo, como la igualdad
supuesta vale para todos los valores de ty t’, los factores
AB(a,p,t) pasan a ser independientes del tiempo. En las
integrales extendidas el tiempo juega, formalmente, el
rol de la variable oculta, asi que al suponer este mundo
posible se estd suponiendo que no hay variables ocultas
(o, mejor dicho, que éstas no sirven para nada). Esta
situacién no es satisfactoria: uno esta suponiendo lo que

en todo caso querria demostrar. Ademas, la inferencia
I6gica pasa a ser:

LR + no hay variables ocultas = las DB son validas.
Por lo tanto, si se supone valido este mundo posible, la
violacion experimental de las DB puede usarse en apoyo
de la existencia de las variables ocultas, lo que es el
opuesto a la interpretacion usual.

#2) Los promedios temporales de las probabilidades
(valores de expectacion en CHSH)  factuales vy
contrafactuales son iguales.

Esta es, en mi opinién, una alternativa menos
restrictiva y mas interesante que #1 para recuperar las
DB. En el ejemplo de Fig.3, significa que g= (A)= 0.3.
Llamo Dindmica Homogénea (HDA) a esta hipétesis o
mundo posible. Creo que esta es la suposicion que se
hace (inadvertidamente) cuando se introducen valores
medidos de las correlaciones dentro de las expresiones
de las DB.

#3) Las probabilidades (valores de expectacion en
CHSH) contrafactuales son cero.

Esta es la respuesta “intuitiva” a la indeterminacion
“cero sobre cero” en (15). Si todos los contrafactuales
son cero entonces también todos los E = 0 y de (16):

|E(0,B) — E(ap7) I+ [E(0’p7) + E(a’,B)| <8 (17)
La QM predice Schsn=2V2 < 8, asi gque QM no viola la

desigualdad en este mundo posible.

#4) Contrafactuales “estilo QM.

Un cierto polarizador orientado segun o, 0 segin o’
son situaciones distinguibles en la manera clasica de
pensar. Siguiendo la manera de pensar en QM, se puede
suponer que un polarizador orientado segln o tiene una
probabilidad cos?(a-o’) de comportarse como si
estuviera orientado seglin ’. Seria asi posible medir con
dos orientaciones diferentes al mismo tiempo, con una
cierta probabilidad para cada alternativa. Suponiendo
pues un mundo posible en el que el observable A es:

Ao 1) = cos?(a-a’)xA(a’ ') = Y2.A(o 1) (18)
para los valores de o y o’ usuales en CHSH, y lo mismo

para los demas, luego E(a,B) = 5/4xE(a,B) (recuérdese
que uno de los términos contrafactuales es “doble™) y:

(9/4) | E(o,B)-E(a,B?) | + (9/4) | E(a’,B)+E(a”,B) | < 8
(19)

Luego Schsy < 32/9 =~ 3.55, asi que QM no viola la
desigualdad tampoco en este mundo posible.

#5) La dindmica subyacente es ergddica.

Es decir, que los promedios temporales (time
average) son iguales a los promedios sobre las variables
dinamicas (ensemble average, aqui, las variables
ocultas). Como este Gltimo es Unico, entonces todos los



promedios temporales (factuales o contrafactuales) son
iguales entre si, y se recupera CHSH.

En resumen: dependiendo del mundo posible elegido
las predicciones de la QM pueden violar las DB, o no.
La hipotesis adicional de la eleccion de un mundo
posible es pues un tema crucial.

De los muchos mundos posibles, el #2 o Dinamica
Homogénea (HDA) me parece el mas razonable para
recuperar la forma usual de las DB. Aqui cada uno de
los términos contrafactuales es igual al factual, asi que:

E(a.B) = 3 x E(a,B)

y se recupera CHSH. Nétese que (20) es la condicion
mas general que permite recuperar CHSH, y que es mas
general que HDA, pues los tres términos contrafactuales
en (13), que definen E(a.(), podrian sumar tres veces el
factual sin ser, necesariamente, iguales al factual cada
uno de ellos, tal como se supone en HDA.

Por su parte, la hipdtesis ergddica es mas restrictiva
que HDA, pues significa no s6lo que los promedios
temporales factuales y contrafactuales son iguales entre
si, sino que ademas son iguales al promedio sobre las
variables ocultas. VV.Buonomano fue el primero que noto
que la hipotesis ergddica estaba implicita en el uso de
las DB'. Las diferentes implicaciones légicas discutidas
estan representadas en la Figura 4.

(20)

factual = contrafactual

hipétesis ergddica es valida

Dinarmica homogénea (HDA) es valda

Lacec.20es valida

otros mundos posibles

Figura 4: Relacion entre las hip6tesis que definen diferentes
“mundos posibles”. P.ej.: en un mundo donde la hipotesis
ergddica es valida, se cumple la HDA y la ec.20. En este
mismo mundo, la igualdad entre los resultados factuales y los
contrafactuales puede cumplirse, o no. Todas las hipdtesis en
gris permiten recuperar las DB usuales. En los “otros
mundos posibles no hay relacion logica entre la observacion
de la violacion de las DBy la validez del LR en la Naturaleza.

La HDA significa que el promedio de una variable
dindmica cualquiera obtenido sobre un intervalo [ti,
t1+T] (digamos, cuando estda siendo observada) es el
mismo que el obtenido sobre cualquier otro intervalo
[t2, to+T] (digamos, cuando no estd siendo observada)
suponiendo, por supuesto, que T es lo bastante largo. En
este punto surge una pregunta natural: ;existe algin
proceso fisicamente razonable que viole HDA? En la

Referencia 11 se presenta un ejemplo de un modelo LR
que, en ciertas condiciones, viola la HDA y las DB. Este
modelo no fue disefiado para sobrevivir a todos los
experimentos realizados hasta ahora para demostrar la
violacién de las DB en la Naturaleza (de hecho, no lo
hace) sino solo a explorar las condiciones en que la
HDA puede ser violada, y sus consecuencias. Segun el
valor que toma un cierto parametro, la evolucion del
sistema es mas o menos “compleja” (ver el siguiente
Capitulo). Se encuentra que para violar HDA la
evolucion debe ser compleja, pero no “demasiado
compleja”. Ademés, se alcanza una conclusion
importante: violar HDA es una condicién necesaria,
pero no suficiente, para violar las DB sin violar LR.

lll.  SIGNIFICADO DE LAS
ADICIONALES — CONCLUSIONES.

He mostrado que la violacién experimental de las
DB implica la no validez del LR en la Naturaleza sélo si
se cumplen (al menos) dos hipotesis adicionales:

(1) La integrabilidad “propiamente dicha” en el
espacio de las variables ocultas; y

(2) La hipdtesis ergodica, la HDA o alguna del area
gris en la Fig.4.

Estas no son las Unicas hipdtesis adicionales a LR
que son necesarias para deducir las DB. Una interesante
discusion sistematica de las hipotesis adicionales puede
encontrarse en la Referencia 12. Lo que quiero sefialar
aqui es que las dos hip6tesis mencionadas arriba dejan
de cumplirse en algunos “sistemas complejos”, tal como
se ejemplifica en la Reeferencia 11. La definicion de
sistema complejo esta siempre en discusion. Una podria
ser: “Es un sistema cuyo comportamiento general es
dificil de formular, a pesar de que se posee informacion
casi completa sobre sus componentes constitutivas y la
interaccion entre éstas™**.

Supongamos entonces que la deteccidn (o no) de un
foton después de un polarizador esté regida por una
dinamica cadtica. La descripcion del fotdn
evolucionaria, en el espacio de fases, dentro de un
atractor extrafio (o sea: de dimensién fractal). El fotdn
serfa detectado si ingresara en cierta regién de ese
atractor. Entonces, para calcular la probabilidad de
deteccion en la practica (en la que no se conoce los
detalles de la evolucidn), deberia hacerse una integral
sobre esa parte del atractor. Pero, en general, es
imposible hacer una integral “propiamente dicha” sobre
una variedad fractal, violando asi la hipdtesis (1).
Ademas, una dinamica cadtica puede violar la hip6tesis
ergddica (2), ya que el sistema no visita de manera
uniforme el espacio de fases (ni siquiera un subconjunto
de él determinado, por ejemplo, por la conservacion de
la energia).

Asi, la violacion de las DB observada (la que,
personalmente, considero verificada mas alla de una
duda razonable®) es todavia consistente con la
existencia de una dindmica compleja subyacente en el
espacio de las variables ocultas, la que podria (0 no)
respetar LR. La conclusién inmediata es que resulta

HIPOTESIS



conveniente que los futuros experimentos sobre la
controversia QM vs LR se dirijan a medir la dindmica,
es decir, a recoger la variacion temporal de variables
relevantes (como el contraste de las curvas de
interferencia o la eficiencia de deteccion), méas que a
medir magnitudes estadisticas como las DB o el p-value.
De ese modo, y en condiciones apropiadas, se podria
detectar o refutar la presencia de una evolucion
compleja o no-ergodica. Esta es una direccién de la
actividad diferente a la que se ha seguido mayormente
hasta ahora, en la que el énfasis ha estado en verificar la
violacion de las DB en condiciones experimentales cada
vez mas estrictas. La nueva direccion propuesta no sélo
es potencialmente fructifera y estd poco explorada sino
que, ademas, es mucho mas sencilla de implementar en
la préctica®.
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