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Self-Triggering Based on Lyapunov with
Adaptive Control Law for WNCS

E. Pecker Marcosig, F. E. Felicioni and A. Zanini

Abstract— This paper addresses the use of Lyapunov functions
to self-triggering control implementation. In order to do this a
condition, which comes from a sampling technique named
Lyapunov sampling, is proposed. The results show the average
sampling frequency reduction that can be assessed with this self-
triggering method with respect to event and periodic sampling
schemes. Using this to dynamically adjust sampling-time, a Lie-
algebraic approach is considered to guaranteed closed-loop
stability and performance. These results are particularly useful
for wireless networked control systems.

Keywords— Wireless Networked Control Systems, Resource-
Constrained Systems, Lyapunov Sampling, Discrete-Time
Switched Systems.

I. INTRODUCCION

S cada vez mas frecuente la utilizacion de redes de comu-

nicaciones para transmitir informacion entre los distintos
elementos de un sistema de control por realimentacion. Es asi
como surgen los llamados Sistemas de Control sobre Redes
(NCS) y en particular los Sistemas de Control sobre Redes
Inalambricas (WNCS). En lo atinente al control, la inclusion
de una red en el lazo trae aparejado problemas tales como:
pérdida y desincronizacion de paquetes de datos, retardos y
variacion del periodo de muestreo. Si la red es inalambrica se
pueden sumar los problemas de redundancia de sefales
cuando existe mas de un sensor, seguridad en el acceso a la
red, visibilidad entre nodos y restricciones energéticas. Estos
efectos pueden degradar significativamente el desempefio del
sistema de control e incluso inestabilizarlo. No hay que perder
de vista que tanto los NCS como los WNCS también tienen
requerimientos de tiempo real.

Con la implementacion de NCS y WNCS el uso eficiente
de los recursos (entre ellos: red, procesamiento y bateria)
cobra relevancia. El muestreo periodico lleva a una utilizacion
de estos que no necesariamente es adecuada debido a que la
ley de control se ejecuta de forma uniforme sin atender al
estado del sistema. La ventaja de su utilizacion radica en que
en general lleva a una simplificacion de la implementaciéon y
del disefio puesto que esta teoria esta consolidada. Por otro
lado, se podria usar algun esquema de muestreo asincronico
que tome en consideracion el estado de los recursos y de la
planta para decidir cuando tomar una muestra. El muestreo no
periddico recibido mucha atencion en la década del 60 cuando
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se comenzo a trabajar con control digital quedando relegada
hasta hace unos pocos afios [2]. Lo que se busca con este tipo
de muestreo es muestrear cada vez que sea necesario [9].
Entonces, una forma de enfrentar las problematicas mencio-
nadas anteriormente consiste en recurrir a esquemas de mues-
treo asincronico como el muestreo por eventos y el auto-
muestreo. El automuestreo es anticipativo prediciendo el pro-
ximo instante de muestreo mientras que el muestreo por
eventos necesita monitorear una condicién cuyo no cumpli-
miento produce un evento [1]. De esta manera el primero se
presenta como una opcion interesante para NCS y WNCS.

Al utilizar un periodo de muestreo variable surgen proble-
mas teoricos y se hace necesario analizar el comportamiento
del controlador de modo que el sistema no pierda performance
ni estabilidad. En [5] se utiliza un controlador por realimenta-
cion de estados ajustado por el método LQ para un sistema
que conmuta entre dos periodos de muestreo. En [10] se de-
muestra que algunos sistemas disefiados con LQ podrian
inestabilizarse ante ciertas secuencias de conmutacion entre
los periodos de muestreo mencionados. En ese trabajo el pro-
blema se resuelve recurriendo a un disefio de controlador
utilizando un sistema de Inecuaciones Matriciales Lineales
(LMTI's). En [7] se aplican técnicas de algebra de Lie resoluble
para reajustar el controlador ante cambios del periodo de
muestreo asegurando estabilidad en el sentido de Lyapunov.

En este trabajo se presenta una técnica de automuestreo que
incluye la actualizacion de los parametros del regulador. En
los apartados correspondientes se analiza tanto el desempefio
del sistema en lazo cerrado como las condiciones a cumplir
para garantizar la estabilidad.

El resto de este trabajo se estructura como sigue. En la Sec-
cion I se repasan algunos conceptos que seran utilizados a lo
largo del articulo. La Secciéon III describe como adaptar los
parametros de un controlador por realimentacion de estados
ante cambios en el periodo de muestreo utilizando algebra de
Lie, de modo de garantizar performance y estabilidad del
sistema conmutado. El concepto de auto-muestreo y las ven-
tajas que supone para sistemas de control sobre redes se ex-
plica en la Seccion IV. También se propone un algoritmo para
el calculo del periodo de muestreo en funciéon del estado del
sistema basados en el muestreo de Lyapunov y se aplica sobre
una planta simulada. Finalmente en la Seccion V se resumen
los resultados obtenidos.

II. CONSIDERACIONES PREVIAS

A. Muestreo no periodico o asincronico:

Dado un sistema de tiempo continuo expresado en varia-
bles de estado el sistema discreto equivalente se representa por
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la Ec. (1). En este la entrada u;, se mantiene constante dentro

de cada periodo de muestreo (retencion de orden cero) y éste a

su vez podria ser variable.

{xk+1 = @ xp + I uy )
Yi = Ccxp+ Douy

El subindice i, en la Ec. (1) es la secuencia de conmuta-
cion y se define por la Ec. (2). Esta define el juego de matrices
@, y I; dentro de un conjunto P que corresponde al instante k.

ik [0,400) - P
2
k = [12,..,p]
En la Ec. (1), x; € R™ representa al vector de estados,
u, € R™ representa al vector de entradas e y, € RP repre-
senta al vector de salidas. Por otro lado, las matrices @;, y [},

son funciones de h;,, donde h;, = ty4; — t; con k € N repre-

if>
senta el tiempo entre instantes de muestreo. La funcion h;,
toma valores definidos en el conjunto S = {hl,hz,...,hp}.
Esta asignacion se observa en la Ec. (2). Ya que la cantidad de
periodos de muestreo es finita entonces también lo sera el
nimero de posibles matrices ®;, y [}, . El conjunto finito de
matrices estara dado por la Ec. (3). Para esto se asumi6 que el
instante en que se actualiza la salida y; coincide con la lectura
de u.

d)ik 2 (D(hlk) = eAhik

h;
T, 2T(hy) = j

0

(€)

k
e4"dt B

= 1,2,..p

Este sistema es un Sistema de Tiempo Discreto Conmu-
tado (DTSS). En el caso en que el periodo de muestreo
hik = ty41 — tj sea constante las matrices ® y I estaran dadas
por [3].

B. Control por Realimentacion de Estados:

Cuando se utiliza un controlador por realimentacién de
estados se asume que se cuenta con informacion de todos ellos
o con un observador de orden reducido o completo. La accion
de control se genera entonces como u, = Kx;, con K €
R™*™ vector de ganancias de estado.

Con esto, la ecuacion de estados en lazo cerrado queda
como en la Ec. (4).

Xisr = (g, + T3, K;)
Sk e T
ofr

“)

Y la matriz de estados de lazo cerrado queda definida en la
Ec. (5).

cbleL = q)ik + Fik Ki

5
i=12..,p %)

En la Ec. (6) se observa como se calcula la evolucién a N
pasos a partir de un estado inicial en un sistema de tiempo
discreto a lazo cerrado.

(6)

La Ec. (6) se convierte en la Ec. (7) cuando se utiliza pe-
riodo de muestreo constante.

Xipy = (@ 0F) x;0 = ()N x
N veces

(7

C. Andlisis de Estabilidad:

Para analizar la estabilidad de un sistema como el de la Ec.
(1) se utilizara la teoria de Lyapunov. Esta teoria se puede
aplicar tanto para sistemas no lineales, lineales y conmutados
como los descriptos en la seccion anterior. Para esto se define
la Funcion Cuadratica de Lyapunov (QLF) V,, como en la Ec.
(8),conPT =P > 0.
Vk = V(xk) = x’};P xk (8)
Para analizar la estabilidad hay que estudiar el comporta-

miento de AV, ;. Esta variacion se calcula como se muestra
en la Ec. (9) (para el caso en que no hay conmutacion).

AViyr = Virr — Vi
= X£+1 p Xk+1 — x% P Xk (9)
= x; ()T P 9L — P) x;,
Para que el sistema sea estable se debe cumplir que
AVy,4 < 0, llevando a la Ec. (10).

(T PPL —P < —Q (10)
con QT =Q > 0.

Para el DTSS el analisis de estabilidad es diferente pues
este analisis debe repetirse para cada periodo de muestreo (Ec.
(11)). El conjunto de periodos de muestreo se denomina
S ={hy,hy, ..., hp} y las matrices de lazo cerrado correspo-
dientes estardn contenidas en el conjunto M = {®FL,i €
[1... p]}. Entonces se contara con un sistema de LMIs.

cL CcL

Para que el sistema conmutado sea estable la matriz P debe
ser la misma para todo i € P. La V, hallada de esta manera se
denomina Funcion Cuadratica de Lyapunov Comun de todo el
sistema (CQLF). La existencia de una CQLF es una condicion
suficiente para la estabilidad del sistema conmutado con
secuencia de conmutacion i arbitraria.

Partiendo de un punto inicial x, en el espacio de estados se
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define la siguiente recurrencia: Xj,q € {dDL-Ckak,CDiCkL € M}.
Con iy, se elige para cada instante k una matriz ®{* del con-
junto M. El conjunto de todas las posibles secuencias de con-
mutacion, i, define al conjunto completo de posibles
trayectorias del sistema en lazo cerrado en el espacio de esta-
dos. Una trayectoria es un conjunto de vectores x;. Al con-
junto de todas las secuencias posibles de vectores x; se lo
denomina Inclusiéon Lineal Discreta (DLI). Se llama DLI(M)
al conjunto de todas las posibles trayectorias del sistema.

Para que el sistema conmutado sea asintoticamente estable
se debe cumplir que cualquier trayectoria x;, descripta por
DLI(M) cumpla: limy_, ., Xxj. Por mas que la cantidad de perio-
dos de muestreo y por lo tanto de matrices de lazo cerrado
®¢L sea finita (i € [1,2,...,p]) la cantidad de secuencias de
conmutacién es infinita y asegurar que todas ellas decaen a
cero es imposible. En su lugar se utiliza el Radio Espectral
Conjunto (JSR) del conjunto M, p(M), para verificar esta
condicion.

Se verifica que la DLI(M) es asintoticamente estable si y
solo si p(M) < 1 [8]. No obstante, el calculo del JSR no es
sencillo. Sin embargo este se puede acotar superiormente
utilizando la aproximacion de la norma elipsoidal.

Se puede ver en [8] que para el caso general se cumple la
Ec. (12).

(PET P DL < p? P (12)
donde p? es la aproximacién de la norma elipsoidal. Esta
ultima se puede reescribir como la Ec. (13).
Virr < 12V (13)

De esta manera una condicion suficiente de estabilidad del

DLI(M) es que u < 1.

D. Muestreo de Lyapunov:

El muestreo de Lyapunov fue inicialmente introducido en
[12]. Este esquema de muestreo se basa en la funcion de Lya-
punov de forma de producir eventos so6lo cuando se requiere
desde el punto de vista de la estabilidad. Los eventos estan
relacionados con la variacion de la funcion de Lyapunov en-
tonces el proximo instante de muestreo se determina cuando
se cumple la siguiente condicion:
Virs =10 Vi (14)
donde 1 € R* es un pardmetro que puede ser fijo como en
[12] o variable como en [6], y esta en el intervalo 0 <7 <1
de modo que el muestreo lleve a estados de menor energia. A
partir de esta expresion se puede intuir que valores de 1 cerca-
nos a 1 se traducirdn en periodos de muestreo pequeios y
viceversa. El sistema serd estable puesto que la energia de-
crece entre un evento y el siguiente.

A partir de la Ec. (14) se definen hiper-superficies de nivel
de la funcién de Lyapunov en el espacio de estados y cada vez
que la trayectoria se cruza con alguna de éstas se produce un
evento. Siendo Vj, una funcidén cuadratica estas hiper-superfi-
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cies de nivel seran hiper-elipses cuyo radio dependera del
valor de 7. Para asegurar que siempre habra muestreo, es de-
cir, que la secuencia de muestras serd infinita es necesario
elegir su valor de forma adecuada. Esta correcta eleccion del 7
se da planteando la siguiente condicion: n* <n < 1. El
calculo de n* se presenta en [12] aunque no es facil de calcular
por su elevado costo computacional y porque no siempre se
puede asegurar su existencia para sistemas no lineales. En [6]
se realizan algunas simplificaciones para permitir el calculo en
linea y asi poder modificarlo de forma dinamica. Esta
variacion dinamica permitiria elegir un n que agrande el
periodo de muestreo cuando el sistema se encuentra en equili-
brio o cerca de él.

Cabe mencionar que la estabilidad del sistema controlado
esta garantizada incluso si el tiempo entre muestras es consi-
derable. En este punto es importante recordar que el sistema
discreto proviene de un sistema continuo muestreado y, por lo
tanto, el maximo tiempo entre muestras esta limitado por el
Teorema de Shannon.

En [6] se analiza la respuesta ante perturbaciones y cambio
en la referencia del sistema utilizando muestreo de Lyapunov.
Se observa que el sistema es robusto frente a estos dado que
V) también sufre cambios. Para esto hubo que agregar una
condicion de seguridad que cuando detecta que AVy,.; >0
produzca un evento. Sin este agregado no se volveria a cum-
plir la condicién de la Ec. (14).

III. DISENO DEL CONTROLADOR

Dada la planta en tiempo continuo junto con el conjunto
S = {hl,hz, ...,hp} de valores posibles para el periodo de
muestreo, el problema consiste en encontrar un conjunto de
ganancias del controlador K; con i = 1,2, ...,p, para el caso
de realimentacion de estados, tales que el sistema discreto
conmutado equivalente de la Ec. (1) sea estable cuando se
aplica el control u;, = K;x,.

A. Diseiio de controladores por Algebra de Lie Resoluble:

El algebra de Lie de matrices g = {Ml-, i€ p} generada
por la familia de matrices cuadradas P = {Ml,Mz, ...,Mp}

con respecto al corchete de Lie [MV, My] = MyM,- M,M,, es
el espacio generado por la aplicacion iterativa de esta opera-
cion sobre las matrices de la familia [11].

Para el algebra de Lie g, la secuencia g™ se define como:
g© = g, gim = [gm gm] ¢ g §i g = 0 para
alglin m entonces se dice que g es resoluble. El parametro m
recibe el nombre de indice de resolubilidad.

Dada el algebra de Lie g, la secuencia g™ se define como:
g’=g, g™ = [g,g™ c g™ Si g™ = 0 para alglin m
entonces se dice que g es nilpotente.

La nilpotencia de un algebra de Lie es una condicion sufi-
ciente para su resolubilidad.

El algebra de Lie g = {Mi, i EB} es resoluble sii el
dlgebra de Lie § = {M;, i € p} es resoluble,  donde

M; = R™*M;R, con R matriz de una transformacion semejante
que convierte las matrices M; a una semejante triangular supe-
rior.
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Siendo M; las matrices de lazo cerrado del DTSS (Ec. (5))
la resolubilidad del algebra definida con esta familia de matri-
ces garantiza la existencia de una CQLF [11]. En la Seccion
I1.C se vio que si una familia de sistemas que constituyen un
sistema conmutado tiene una CQLF entonces se garantiza la
estabilidad asintotica para cualquier secuencia de conmuta-
cion.

Si se hace que la secuencia g™ generada por las matrices
de lazo cerrado en P se anule para algin m < n esto permite
establecer ecuaciones de diseflo de los parametros de los con-
troladores. Cuando se considera el indice de resolubilidad
m = 1 que conduce a sistemas de segundo orden (n = 2)
con una entrada existe una solucion algebraica exacta para
adaptar los parametros del controlador a las matrices de la
familia [8]. Esta solucion esta dada por las Ec. (15) y Ec. (16),
donde a;; son los elementos de ®(h,), b; son los elementos
de I'(h,.), ¢; y d; son los elementos de C y D respectivamente,
y K; las ganancias del controlador.

(15)

(16)

con A, By C definidos en las siguientes ecuaciones.

A KyCa1dyby- Kycpnbydy + c51Kidyby- dicyias
dyCaaby Ky dic11 by Ky + A15C01da— dyCip091- C12b, K dy

d1C22051 + €21d1011- C21d105,

+ + 1l

—(d1az1612 + Kibydicip= Kidybicio— aq2d562,
byK;d;c15= biKydycop + biKpdycyi— dyays€io— diagpcoy
a12d5C11 + Ap2d;5C15— dibiKocp)

+ + |l

C = —Kydyb,d,- biK,d3- dyay,d, + diay,
+ dydya,, + K,b,d? + b,K,d,d,- a,,d3

Para analizar qué sucede al utilizar esta adaptacion se utilizara
el doble integrador de la Ec. (17) tomado de [4].

x(t) = [8 _203'8] x(t) + [—203.8] u(®)
y(®) = [1 0]x(t)

(a7

Se utiliza el controlador por realimentacion de estados de
la Ec. (18) disefiado con el método LQR de control 6ptimo
[4]. Para éste se ha considerado h = 20ms.
K = [0.6739 — 1.3424] (18)

En la Figura 1 se muestra la evolucion de los autovalores
de lazo cerrado del doble integrador al aumentar el periodo de
muestreo desde h,,,;;, = 10ms pasando por el valor nominal y
llegando hasta h,,,, = 90ms. Se observa que para un valor
de h = 62.6ms los autovalores salen de la circunferencia
unitaria haciendo inestable al sistema. En la Figura 2 se

muestran las ventajas de la adaptacion del controlador
mediante las Ec. (15) y Ec. (16).

Autovalores en lazo cerrado con ganancia K fija
1 T T T T ; .
0. 9 Autovalor 1

08

06

Autovalores

1L I I
-2.5 -2 -1.5

Figura 1. Autovalores del sistema de tiempo discreto a lazo cerrado al variar h
entre 10ms y 90ms (sin adaptacion de la ley de control).

Autovalores en lazo cerrado con ganancia K adaptable

Autovalor 1
Autovalor 2 |

Autovalores

-0.5

Figura 2. Autovalores del sistema de tiempo discreto a lazo cerrado al variar h
entre 10ms y 90ms (con adaptacion de la ley de control).

IV. AUTOMUESTREO

En la Figura 3 se muestra la idea basica del automuestreo.
En este caso es el sensor quien determina el periodo de
muestreo y los nodos controlador y actuador funcionan por
eventos, siendo un evento la recepcion de un paquetes de
datos. En la Figura 4 se muestra el intercambio de informacion
entre los nodos sensor y controlador. Por otro lado, en el caso
periodico el muestreo se controla por una sefal de reloj que
comparten todos los nodos y que nada tiene que ver con el
estado del sistema. Se asumira que tanto el procesamiento en
cada nodo como el tiempo de transmision de los paquetes de
datos en la red son despreciables respecto de los periodos de
muestreo considerados. Se asume también que todos los
estados del sistema pueden ser medidos.

El objetivo del auto-muestreo es la utilizacion de los recur-
sos del sistema de forma mas eficiente. Particularmente, los
WNCS llevan necesariamente a contemplar el uso de algorit-
mos que sean conscientes de los recursos.

Ademas del propio uso de los recursos en un lazo se puede
tener mas de un lazo de control compartiendo la misma red.
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Actuador
y ZOH

Sensor y
Muestreo

Sistema Fisico

u(k) ym(k)
Controlador

Figura 3. Esquema del Auto-Muestreo. El sensor es quien predice el proximo
instante de muestreo. El controlador y el actuador funcionan por eventos.

sensor

Vi = xk' P oxk

Vi —r

Planta Sensar

controlador

uk = K zk

Actuador Controladar

Figura 4. Informacion intercambiada entre los nodos.

La forma mas simple de implementar un esquema de
muestreo asincronico consiste en elegir entre dos periodos de
muestreo en funcion del error de seguimiento de una referen-
cia. A partir de esto se puede definir un umbral de error tal que
cuando la salida se encuentre lo suficientemente cerca de la
referencia se utilice el periodo de muestreo mas grande, y en
caso contrario se conmute al periodo de muestreo mas pe-
quefio. En la Figura 5 se observa la conmutacion entre
periodos de muestreo para lo cual se precisa de tres
parametros: el umbral de error, hpyax YV Rnin.

Auto-Muestreo (parametros: umbral =0.5)

y(t),u(t).r(t)

t(s)
Tiempo de muestreo (max =150 ms, min =10 ms, media =72.2 ms)
0.2 T T T

015r¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 4 ¢ 4 ¢4 &4 ¢

h(t)

b
oost
OQZZIZ..:IQZZI..:IQZZI
0 0.5 1 1.5 2 25
t(s)

Figura 5. Seleccion entre dos periodos de muestreo en funcion de un umbral
de error.
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La principal desventaja de este método radica en que de
querer elegir entre un conjunto mayor de periodos de muestreo
es necesario agregar mas umbrales complicando la imple-
mentacion. A continuacion se vera una forma automatica de
seleccion del periodo de muestreo que extiende esta idea al
caso de automuestreo.

A. Funcion de Costo:

Utilizando la ley de adaptacion del controlador por algebra
de Lie resoluble y para el caso de sistemas de segundo orden
la relacion entre la funcion de Lyapunov en el instante k + 1
con respecto al instante k se tiene segin la Ec. (19). Esta
expresion se demuestra en [8].

Vieer = Xiegr P Xy
= xL (@) p DL x,
2
|p(@CE(h))|” xEP xy
2
= |p(@t(h))| Vi

(19)

Esta forma es similar a la Ec. (14) donde 1 est4 dada por

|p(®Ct (hi))|2. Este valor de 7 se puede pensar como un por-
centaje de decaimiento de V.

Utilizando la Ec. (19) se tendra que para el caso periodico
dada la energia del sistema en el instante t;, para un tiempo de
comparacion de T = Nh la energia decae seglin la Ec. (20).
El tiempo T se divide entonces en N intervalos de ancho h, es
decir, T = h+h+--4+h y en cada intervalo la energia

decae |p(<I>CL(h))|2.

Veerr = Vieew = |p(@¢20)[*" v (20)

Para el caso no periodico este decaimiento estara dado por
la Ec. (21) donde los h; pertenecen al conjunto de la secuencia
de muestreo y se pueden repetir o no aparecer alguno de ellos.

N
Vogrr = View = | [[o (#70)| Ve

i=1

20

Entonces, de forma genérica se puede definir la funcion de
costo dada por la Ec. (22) para comparar las respuestas obteni-
das por el muestreo periddico y diversas estrategias de mues-
treo no periddico.

(22)

Esta funcion costo relaciona la energia inicial con la final
en un intervalo de tiempo T. Dado un T fijo se podrian anali-
zar todas las secuencias de periodos de muestreo posibles
dentro de ese intervalo y los costos asociados a ellas. La de
costo mayor sera la que permita un mayor decrecimiento de la
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energia del sistema. Sin embargo, esto conduciria en general a
la eleccion del periodo de muestreo mas pequefio en el con-
junto llevando a un esquema periddico. Por esta razon, habria
que encontrar un mecanismo que relacione a la funcion de
Lyapunov con la funcion de costo. En la siguiente seccion se
abordard este tema.

La matriz P de la CQLF se puede calcular segun [8]. Esta
P asegura la estabilidad del DTSS ante cualquier secuencia de
conmutacioén y su célculo explicito se asegura si los autovalo-
res de cada matriz en la familia (Ec. (5)) son pares complejos
conjugados y estables. En la Ec. (23) se repite este calculo de
Py se ve que se utilizan dos matrices de la familia E; y Ej
€ R*?2 que conmutan, es decir: [Ej, Ex] = 0. E; es la matriz

de lazo cerrado del sistema (Ec. (5)). Se denomina eiJk a los
elementos de la matriz Ej. Se observa que sdlo se utilizan los
coeficientes de la matriz E; puesto que las demas matrices de
lazo cerrado consideradas conmutan con ésta.
J J
€11 — 322]

J j
| 612 2 812 |

=

j _
len €22

Jj

2e,

B. Algoritmo para el calculo del periodo de muestreo:

el

b= (23)

Se propone un conjunto S con los diferentes periodos de
muestreo que se podran utilizar para muestrear al sistema de
tiempo continuo. EI mayor de estos periodos de muestreo se
define como el intervalo de tiempo T que funciona como un
tiempo de comparacion. Luego se analizan las diferentes for-
mas en que se pueden combinar los otros periodos de mues-
treo en S para entrar exactamente dentro de este tiempo.

Para un conjunto de periodos de muestreo S =
{h, = 10ms, h, = 30ms, h; = 50ms} las diferentes formas
en que se pueden ordenar para sumar 50ms son: h; = hy +
hy+hy+h;+hy, h3 =h, +hy+h; y h3 = h; (Tabla I).
Cada una de estas elecciones tiene un peso asociado dado por
la Ec. (22). Las secuencias h; = hy + h, + hy y h; = hy +
h, + h, tienen el mismo peso que la h; = h, + hy + h; y por
lo tanto no se consideran.

TABLA 1. DIFERENTES COMBINACIONES DE LOS PERIODOS DE MUESTREO EN
S = {10Ms, 30Ms, 50Ms}. EL TIEMPO DE COMPARACION T ES DE 50MS.

h Secuencias Costo

h hy hy hy By by lo(@(h)]"

hy hy iy (@ (hy)| o (@€ ()|
hy lp(@°(hs))|”

En la Figura 6 se muestra como a partir del valor de la fun-
cién de Lyapunov en un instante de muestreo k se elige el
valor de la funcion de costo mas cercana que a su vez deter-
mina el valor del periodo de muestreo necesario. La seleccion
de r a partir de Vj, se realiza en el sensor (Figura 4). La
eleccion de una recta para relacionar a la funcion de Lyapunov

con la funcion de costo se debe a que es simple y asocia
correctamente los valores de una con los de la otra.

™M

mmn

Vi v

Figura 6. Método de seleccion de la funcion costo a partir del valor de la
funcién de Lyapunov. Los valores maximo y minimo de r son 7y y 7,
respectivamente.

Una vez elegido un costo que esta asociado a una secuen-
cia de periodos de muestreo se elegira como proximo periodo
de muestreo al mayor dentro de la secuencia (primera columna
de la Tabla I). De esta manera el sensor conoce de antemano
el proximo instante de muestreo k + 1, pudiendo pasar a un
estado de minimo consumo y generando una interrupcioén que
lo saque de este estado tan pronto como se cumpla el tiempo.
En ese momento el sensor realiza las mediciones, calcula la
funciéon de Lyapunov, determina el costo y envia ambos datos
al nodo controlador.

C. Ejemplo de Aplicacion:

A continuacion se aplicara el método de la Seccion IV.B al
ejemplo del doble integrador (Ec. (17)). Se define un conjunto
S = {10ms, 30ms, 60ms,90ms, 120ms, 150ms} donde el
tiempo de comparacion es Ry, = 150ms.

La CQLF calculada de acuerdo con la Ec. (23) se muestra
en la Ec. (24).

_ 10.9905

b= —0.8686

—0.8686
0] (24)

La respuesta obtenida en este caso se observa en la Figura
7. Se observa que la media del periodo de muestreo esta dada
por hpeq = 139ms con valores maximo y minimo dados
respectivamente por A, = 60ms y hyq, = 150ms. La
respuesta para el caso de utilizar la conmutacion entre dos
periodos de muestreo A, = 150ms y hy, = 10ms en
funcioén de si el error de seguimiento estd por encima o por
debajo de un umbral (umbral = 0.5) respectivamente se
observa en la Figura 5. Usando el muestreo de Lyapunov pro-
puesto en [12] se alcanza un periodo de muestreo promedio
himeq = 32.6ms, con h,;, =025ms y hpe, = 43.8ms
(utilizando n = n* = 0.1719). Las curvas obtenidas con este
ultimo método y con muestreo peridodico no se reproducen
aqui por una cuestion de espacio.
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Figura 7. Automuestreo utilizando muestreo de Lyapunov y adaptacion de la
ley de control para un doble integrador.

En la Figura 8 se compara la evolucion de la funcion de
Lyapunov aplicando muestreo periddico, el muestreo de Lya-
punov propuesto en [12], conmutacién entre dos periodos de
muestreo y automuestreo. Se observa que en los cuatro casos
se logra el decaimiento de V, aunque en el caso del automues-
treo se logra utilizando menor cantidad de muestras.

Energia (Muestreo Periodico) Energia (Velasco et al. (2009))
1

0.8 0.8
-~ 06 ~ 06
L S
> 04 > 04
0.2 0.2
0 T?O._ 0 Tn
1 1.5 2 1 15 2
t(s) t(s)
Energia (Conmutacion en funcion del error) Energia (Auto-Muestreo)
1—o
0.8 0.8
~ 06 —~ 06
L L
> 04 > 04
0.2 0.2
0 olll =
1 1.5 2 1 2

1.5
t(s) Y(s)

Figura 8. Evolucion de la funcion de Lyapunov para: muestreo periddico,
muestreo de Lyapunov ([12]), conmutacion entre dos periodos de muestreo y
automuestreo.

V. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

El algoritmo de automuestreo basado en el muestreo de
Lyapunov propuesto en este trabajo permite reducir la tasa de
muestreo cuando es posible, logrando un mejor aprovecha-
miento de los recursos y permitiendo reducir retardos y pér-
dida de datos debido al menor trafico en la red. A diferencia
de otros trabajos con muestreo de Lyapunov ([12] y [6]) en los
que se utiliza control por realimentacion de estados con ga-
nancia fija en este trabajo se propone la adaptacion de la ley
de control. Esta adaptacion se realiza mediante algebra de Lie
([8]) permitiendo asegurar que a pesar de la variacion en el
periodo de muestreo el sistema permanecera estable y se podra
asegurar una dada performance. A su vez esto se consigue
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independientemente de la secuencia de periodos de muestreo
generada. Ademas los calculos involucrados para sistemas de
segundo orden son sencillos y no implican un gran costo
computacional.

Esta propuesta forma parte de una cadena de trabajos cuyo
fin es el analisis y disefio mediante simulacion e implementa-
ciéon de WNCS.

Como trabajo futuro se investigaran otras funciones para
vincular a la funcion de Lyapunov con la funcién de costo y
con ellas las ventajas y desventajas asociadas.
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