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Sufficient Conditions for State Observability in
Multi-Substrate Bioprocesses with Additive
Growth Dynamics

S. Nufiez, H. De Battista, F. Garelli and J. Pico

Abstract— The distinguishability of the non-measured states is
relevant for the design and implementation of state observers.
The aim of this study is to examine the observability of a fed-
batch multi-substrate process with additive growth rate. Based
on the model equations, sufficient conditions to fulfill the
observability rank condition were determined. Results for three
sets of outputs were analyzed for Monod and Haldane models.
state estimation,
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I. INTRODUCCION

N la actualidad, variables fisicas como la temperatura, pH,

y compuestos gaseosos estan disponibles para monitoreo
de los bioprocesos. Sin embargo, existen situaciones en las
que algunas variables importantes no pueden medirse
directamente. En estos casos, una alternativa interesante para
la implementacion de estrategias de control y monitoreo es el
uso de observadores de estado [1]. El analisis de
observabilidad trata con la cuestion de si los estados no
medidos pueden ser reconstruidos a partir de la medicion de
las salidas y de las entradas del proceso.

La observabilidad de sistemas no lineales es en general una
tarea dificil dado que esta propiedad puede resultar
dependiente de las entradas, es decir que, para algunas
entradas, el sistema puede resultar no observable. El problema
de observabilidad ha sido extensivamente estudiado y se han
propuesto diferentes herramientas. En particular, el anélisis
del subespacio generado por los diferenciales de las salidas y
sucesivas derivadas Lie en la direccion de los campos
vectoriales del sistema provee resultados acerca de la
distinguibilidad del estado.

Para analizar la  observabilidad en  procesos
biotecnoldgicos, Williamson consider6 un sistema de
ecuaciones bilineales y obtuvo condiciones necesarias y
suficientes para la observabilidad del estado [2]. Si bien esas
condiciones son utiles para cultivos continuos, el resultado no
es directamente aplicable a tasas de crecimiento no lineales.
Luego esos resultados no pueden extenderse a cultivos semi-
continuos. En [3], Alvarez y Alvarez analizaron el rango del
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espacio de observacion y determinaron que un cultivo
continuo es ‘localmente débilmente observable’ para todas las
combinaciones de entradas y salidas. Para cultivos semi-
continuos con el fluyjo de alimentacion como entrada,
encontraron resultaron similares a los obtenidos para cultivos
continuos con tasa de dilucion como entrada. En [4], Gauthier
et al. presentaron condiciones necesarias y suficientes para
observabilidad uniforme de sistemas afines en el control. Su
resultado se basa en calcular un difeomorfismo a una forma no
lineal particular. Ademas, propusieron un observador para un
cultivo semi-continuo con cinética Contois. Dochain y Chen
establecieron una condicién necesaria para la observabilidad
del sistema linealizado en procesos bioquimicos isotérmicos.
El resultado es que el niimero de sustancias medidas mas el
rango de la matriz de coeficientes estequiométricos debe ser
mayor o igual al nimero de estados. No se obtiene una
condicion suficiente porque solo se determina una cota
superior para el rango de la matriz de observabilidad [5]. El
analisis de observabilidad bajo incertidumbre en las entradas
se considero en [6]. En ese trabajo, se obtuvieron condiciones
suficientes para detectabilidad y observabilidad global.
Recientemente, esas ideas fueron aplicadas a cultivos
continuos de fitoplancton [7].

Si bien se han reportado diferentes estudios de
observabilidad para cultivos con un sustrato limitante, el
problema de observabilidad en cultivos multi-sustrato ha
recibido menos atencién. En estos procesos, el crecimiento
microbiano puede ser afectado por dos o mas sustratos
limitantes. Ademaés, de acuerdo a como resulte la utilizacién
de los nutrientes, pueden observarse diferentes tipos de
crecimiento. Ciertos microorganismos exhiben crecimiento
aditivo, donde la tasa de crecimiento total en los sustratos es la
suma de las tasas de crecimiento individuales. En otros casos
se observa efecto multiplicativo, donde la tasa de crecimiento
total es el producto de las tasas de crecimiento individuales
[8].

Este trabajo aborda el problema de observabilidad en un
cultivo semi-continuo alimentado con dos sustratos. En
particular se determinan condiciones suficientes para
satisfacer la propiedad de ‘observabilidad local débil’ con
diferentes salidas. En general, las condiciones resultan
dependientes de la tasa de crecimiento, la cual es una funcion
no lineal de los estados. Se presentan resultados para el caso
aditivo con cinéticas Monod y Haldane. Se encontré que la
condicion de rango se satisface para el caso Monod. En caso
de cinéticas Haldane, existe una region donde las condiciones
provistas requieren una evaluacion numérica. Si bien este
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resultado no se generaliza a un niumero arbitrario de sustratos,
los resultados son ttiles en un amplio rango de bioprocesos en
los cuales la cinética de crecimiento depende de dos nutrientes
en concentraciones no saturadas. Los resultados tienen
implicancia en el disefio de observadores para control y
monitoreo de los procesos.

II. DEFINICIONES DE OBSERVABILIDAD Y MODELO
DEL PROCESO

A. Definiciones

Dada una funcion a valores reales ¢p: R™ — R, el diferencial

26 09 :

PR axn]' La derivada
Lie de una funcion h; en la direccion del campo vectorial f se
define Lyh; = < dh;, f > donde <-,-> representa el producto
escalar y dh; es el diferencial de h;. Derivadas de orden
superior se calculan con la expresion L}hi =< dL}_lhi, f>

(gradiente) se define como d¢ = [

con L2h; = h;.

Considérese el sistema no lineal descripto por
z=f(zw, (1)
y = h(2), ()

donde z € M c R™ es el vector de estados de dimension
dim(z) = n, f un campo vectorial suave, y h:R™ — RPun
mapa de salida suave. Ademas las entradas del sistema se
consideran en un subconjunto u(t) € U, € R™. Los
siguientes conceptos se definen en el trabajo de Hermann y
Krener [9].

Definicion I1.1 (Estados indistinguibles). Dos puntos zy y 2,
son indistinguibles (denotado zylz,) si para cada entrada
admisible, se tiene la igualdad y(t,zy,u) = y(t,z;,u). Los
puntos se dicen U-indistinguibles (denotado zlyz,) si para
cada entrada, cuyas trayectorias desde z, y z, ambas
pertenecen a un entorno U no distinguen los puntos Zy y Z.

El conjunto de puntos indistinguibles y U-indistinguibles de

z, se denotan [(zy) ={z' eM|z'lzy} e I,(zy) =
{z' € M |Z'I;2,}, respectivamente.
Definicion II.2 (Observabilidad). El sistema se dice

observable en z, si existe una entrada u(-) tal que 1(z,) =
{2y}, y observable si 1(z) = { z} para todo z € M.

Notar que la definicion no implica que toda entrada sea
capaz de distinguir dos estados. Con el objetivo de distinguir
un valor de estado de los de su entorno se considera la
siguiente definicion.

Definicion ILI.3 (Observabilidad local débil). El sistema se
dice localmente débilmente observable en z, si existe un
entorno abierto U de z, tal que para todo entorno abierto V
de z, contenido en U se tenga I,(z,) = {Zy}.

Intuitivamente, si esta propiedad se cumple, entonces cada
estado puede ser distinguido instantaneamente de sus vecinos.
Una ventaja de este concepto sobre otras definiciones es que
puede analizarse calculando derivadas Lie en la direccion de
los campos del sistema. Para esto, sea H el menor subespacio

lineal de funciones suave que contiene a las salidas hy, ..., h, y
cerrado bajo derivadas Lie por los campos del sistema (1)

H =span{L; , ... Ly hi|1 <i<pk=0u,..,u, €U},
3)

donde f,,; = f(:,u;). A H se lo llama espacio de observacion
e intuitivamente contiene a las salidas del sistema y la
magnitud de las derivadas sobre todas las posibles trayectorias
del sistema.

Sea H la codistribucion generada por diferenciales de
elementos de H:

H = span{d¢: ¢p € H}. 4)
Puede mostrafrsle que para un sistema afin en el control
2=f@+ ) gi@u, ®
I resulta eni=1

H = span{dngk ngkhill Si<p0<j,<m}, 6)

con go = f[10].

Definicion II.4 (Condicion de rango de observabilidad). Se
dice que un sistema satisface la condicion de rango de
observabilidad en z si
dimH (zy) = n. @)
Teorema II.1 (Teo. 3.1 en [9]). Si el sistema satisface la
condicion de rango de observabilidad en z,, entonces es
localmente débilmente observable en z,,.

De acuerdo al teorema anterior, la propiedad de
observabilidad del sistema (5) puede analizarse calculando la
dimension del subespacio definido en (6). Luego si el sistema
satisface (7), un valor de estado puede ser distinguido de los
estados de su entorno. Mas aun, cuando no hay estados
indistinguibles  pueden  diseflarse = observadores con
convergencia en tiempo finito [7]. En la seccion siguiente se
describe el modelo del proceso multi-sustrato. Este modelo
sera utilizado para determinar condiciones que satisfagan el
Teorema (11.1).

B. Modelo del proceso

El modelo del proceso corresponde a un cultivo semi
continuo de microorganismos creciendo en dos sustratos en un
tanque bien agitado. A partir del balance de masas se obtiene
el siguiente modelo [11]

x x

X =ux——F ——F
22 P R

. S1in—S S
$, = —ox+ —1”1‘] F, — ;1F2,

(@)
$3 = —0px —ZF, + 22,

v = F1 + Fz,

donde x, s; y s, son las concentraciones de biomasa y
sustratos. v es el volumen de cultivo y Fj, F, son las entradas
de alimentaciéon. u es la tasa de crecimiento especifica
mientras que g; representa la tasa especifica de consumo del
sustrato i.

929



930

De acuerdo a como se consuman los sustratos pueden
encontrarse diferentes comportamientos. Para el caso aditivo,
las tasas cinéticas en el modelo (8) son

(%)

u(sy, s2) = pyi(sy) + uz(sz),
1 (9b)

o, =—
Vi
con y; > 0 rendimientos. La tasa de crecimiento definida en la
expresion anterior ha sido considerada para modelizar el
comportamiento de microorganismos creciendo en diferentes
sustratos [12]-[14], y los términos individuales y; son
usualmente aquellos utilizados para representar la dependencia
en cultivo con un solo sustrato limitante.
Notar que el proceso (8) puede ordenarse en la forma afin
(5) con zT = (x,54,5,,7) y u; = F;. En este caso, los campos
vectoriales resultan

ux
| —oux
r=Z2%) (10)
0
_x _x
v v
S1in—S1 _ 51
g1 = v (1D, g, = v 12)
_S2 S2in=S2
v v
1 1

En la siguiente seccion se consideran los estados en el espacio
M en el cual las variables de estado tienen sentido fisico

M= {z|x > 0,0 <s5; < Siin), Vo = v <V}, (13)
donde S;in, S.in son las concentraciones de sustrato en las
entradas y Vg,V el volumen inicial y final, respectivamente.
Ademas se asume que los caudales aplicados son positivos y
acotados.

III. CONDICIONES DE OBSERVABILIDAD

El objetivo de este trabajo es obtener condiciones suficientes
para la observabilidad de los estados no medidos a partir de
las salidas disponibles. Con el objetivo de incluir casos de
interés practico, se definen los siguientes conjuntos de salidas:

C.1 Medicion de biomasa, volumen y un sustrato

(hy hy h3) = (x sy v) (14)
C.2 Medicion de biomasa y volumen

(hy hy) = (x v) (15)
C.3 Medicién de un sustrato y volumen

(hy hy) = (51 V) (16)

De acuerdo al teorema II.1, una condicion suficiente para
observabilidad local débil es que la codistribucion (6) tenga
rango completo. Para cada vector de salida, se analiz6 un
subconjunto de los diferenciales que generan (6) y se
obtuvieron condiciones suficientes de observabilidad. Los
resultados obtenidos para cada caso se presentan en las
siguientes secciones.
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A. Medicion de biomasa, un sustrato y volumen

Resultado IIl.1 Dado el proceso (8)-(9) con medicion de
biomasa, un sustrato y volumen, una condicion suficiente de
observabilidad local del sustrato no medido es

Opty

—_— 17
ds, *0, an
o si la expresion (17) no se cumple,

0%u,

a—sg(szin —s2) #0. (18)

Dem: Para el proceso (8)-(9) con las salidas descriptas en
(14) se puede construir la siguiente matriz

dx 1 0 0 0
ds, 0 1 0 0
0(z) =span | . |=span |0 0 0 1
dLex u %x %x 0
s 0s; as,

(19)

Notar que las filas de esta matriz son elementos de la
codistribucion (6). Ademas, puede verse facilmente que (19)
tiene rango completo cuando

op,
a—szx * 0.

(20)
Luego, si para un dado valor del estado la matriz 0(z,) tiene
rango completo, entonces dim H (z,) = 4. Por lo tanto, de
acuerdo al teorema II.1, el proceso resulta localmente
débilmente observable si la ec. (20) se cumple. Dado que se
asume x > 0 (ver ec. (13)), la ec. (20) implica el resultado
7).

La demostracion del resultado (18) sigue el mismo
argumento con dLg,Lex como dltima fila de (19). La
expresion de este diferencial puede encontrarse en el apéndice.

Los términos individuales p; suelen ser representados con
las expresiones cinéticas utilizadas en cultivos con un sustrato
limitante. En particular, cuando p, es un término Monod

S2
2 = Hmax Sy + kyy'
la interpretacion fisica de la expresion (17) es que s, es
localmente observable si su concentracion no se encuentra en
exceso. La Fig. 1 presenta el modelo de Monod, donde se
observa como du, /ds, decrece al aumentar la concentracion
de sustrato.

El resultado descripto en (17) es una condicion suficiente.
Para el caso en que la derivada parcial de la tasa de
crecimiento con respecto al sustrato no medido es cero, puede
considerarse la ec. (18). Por ejemplo, la inhibicion debido al
sustrato suele representarse con el modelo de Haldane

_ HoS2
He = S3/kiz + 52+ kg

u (2D

(22)
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Figura 1. A) Modelo de Monod (ec. (21)). B) primera y segunda derivada de
la expresion (21) con respecto a s.

En este modelo, la tasa maxima ocurre a s; = / kg K. Si
bien es claro que la ec. (17) se anula en este punto, la

a2 >
% < 0. De este modo,
2

se satisface la condicion de observabilidad en este importante
valor de sustrato.

expresion (18) se cumple porque

B. Medicion de biomasa y volumen

Resultado II1.2 Dado el bioproceso (8)-(9) con medicion de
biomasa 'y volumen, wuna condicion suficiente para
observabilidad local de los sustratos es que

Ou, 0%u oy, 0%u

6_52?21(5“" —s1) + 6_51?2252 # 0, (23)
1 2

ozsi laszderivadas parciales 0u;/0s; se anulan,

0°u,0°u

65121 ?;slsz # 0. (24)

Dem: En este caso solo se miden dos estados y entonces se
consideran dos derivadas Lie del espacio H

dx
dv
0(z) = span dLyx
dLglfo
1 0 0 0
0 0 0 1
= span w e o |
051 a5,
g1 Qg2 As3 Qg

(25)
donde a,; es la i-ésima componente de dLgqLsx. La matriz
(25) tiene rango completo cuando la submatriz
B

ds, 0s,
QA2 A43

es no singular. Si la matriz O(z,) tiene rango completo,

entonces dim#H (zy) = 4. De (26) la condicién a analizar

(26)

a a -,
resulta fa% — fa“ # 0. La expresion (23) se
1 2

A . . :
1 i
—~ i
r." i
= 0.5 |
= / i
|
O 1 L L L 1
0 1 2 3 B 5
B 0.5 T T T T T T
i i d/ds mu(s)
: : d%/ds? mu(s)
% )
s; S
Vi I
\i |
0 \ ¥
i\ I -
I I
i I
| ” |
I i
i I
| I
i i
-0.5 L - L L L
0 1 2 3 L 5
8i (g/L)

Figura 2. A) Modelo Haldane (ec. (22)). B) primera y segunda derivada de la
expresion (22) con respecto a s.

obtiene de evaluar esta condicion. El resultado (24) se
determina con el mismo procedimiento pero utilizando
dLgiLsx 'y dLgyLex como las dos dltimas filas de (25). La
expresion de estos diferenciales se muestra en el apéndice.

La observabilidad de los sustratos fue analizada para
combinaciones de modelos Monod y Haldane haciendo uso
del resultado III.2. Notar que los dos términos de (23)
consisten en productos de la primer y segunda derivada de y;.
En la Fig. 1 se aprecia que para el modelo de Monod % >0y
%py l
asl?
y MU, la expresion (23) es negativa para todo (sq,s,) € M.
Luego los sustratos son localmente observables. Si un término
corresponde al modelo de Hadane, el argumento previo es
valido en los intervalos (0,5;] y [Sip, S¢iyin), donde s;, es el
valor de sustrato para el cual la segunda derivada cambia de
valores negativos a positivos. El modelo de Haldane y las
derivadas involucradas en el andlisis se presentan en la Fig. 2.
Notar que en el intervalo (s],s;,), la primera y segunda
derivada de la expresion de Haldane son negativas. Luego,
analizando el signo de cada termino que compone (23) se ve
que la condiciéon puede anularse para ciertos valores del
estado. Por lo tanto, la condicion (23) debe evaluarse
numéricamente en esta region. Si y; y pU, son términos
Haldane, el analisis previo puede extenderse. La Fig. 3
presenta las diferentes regiones consideradas en el analisis del
caso Haldane-Haldane. Si se analiza los signos de (23), se
encuentra que la condicion se satisface para todo (sq,s;) € M
excepto en las regiones denominadas R{,R, y en s* =
(s1,s3). Dentro de las regiones R;,R, la ec. (23) puede
anularse y deberia ser evaluada numéricamente. En s* la tasa
de crecimiento es maxima y la expresion (23) no se cumple.
Sin embargo para este punto particular, la expresion (24) es
positiva garantizando que se satisface la condicion de
observabilidad en ese punto de operacion.

< 0. Por lo tanto, si se considera términos Monod para p,

Observaciéon  IIL.1 Una  condicion  suficiente  de
observabilidad del sustrato en cultivos con un solo sustrato
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limitante puede obtenerse como caso particular del Resultado
1IL.2. De hecho, la tercer columna de (25) puede ser removida
vy la condicion, en términos de la primer derivada parcial de
u, resulta

ou 27

—*0
asi

\s? ! 84

s
Figura 3. Regiones definidas en el plano (s;,s,) para analizar el Resultado
II1.2 en caso de que p, y U, son términos Haldane.

C. Medicion de un sustrato y volumen

Resultado I11.3 Dado el bioproceso (8)-(9) con medicion de
un sustrato y volumen, una condicion suficiente para
observabilidad local de las concentraciones no medidas es

U1x Oty

—— %0, (28)
Y1 05,

0 si du,/0s, se anula,

Xy 0%,

—_— * 0. 29)
Y1 Y2 355

Dem: se considera el modelo (8)-(9) con el vector de salida
(16). Utilizando diferenciales de las salidas y dos derivadas
Lie en la direccion de f se obtiene la siguiente matriz

ds,
dv
0(z) = span dLgs,
dLZs,
0 1 0 0
0 0 0 1\
Hy x Oy
— -t == 0 0
span | Y1 Y1 051 |
\aw e —EX0 )
41 42 yl asz

(30)
En la tercer columna de (30) se ve facilmente que la matriz
tiene rango completo cuando se cumple la ec. (28). Luego, en
esos puntos, la condicidon de observabilidad (7) se cumple y
por el Teo. 2.1 las variables no medidas son localmente
observables. La ec. (29) se obtiene con el mismo analisis pero
empleando dLj3rsl como ultima fila de (30).
El resultado (28) se traduce en consumo del sustrato medido
(es decir ‘%x > 0) y, al igual que en la ec. (17)), se requiere

sensibilidad de u con respecto al sustrato no medido. De
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acuerdo al modelo (8), si el sustrato medido es consumido la
biomasa aparece en la derivada de s;. Mas aun, si se alcanza
una estimacién de la concentracion de microorganismo, se
tiene informacién acerca de s, en la dindmica de biomasa (ver
primera expresion en (8)).

En cuanto al modelo de p,, si se trata de un término Monod
la condicién de observabilidad puede analizarse con ec. (28)
de donde se concluye nuevamente que s, no debe estar en
exceso para que se cumpla la condicion. Si p, es un término
Haldane, la condicién de observabilidad para todo s, # s, se
verifica con la ec. (28) mientras que para el valor de sustrato
al cual la tasa de crecimiento es maxima, S, = s, se satisface
la condicion (29).

Observacion II1.2 En un cultivo con un solo sustrato
limitante, la concentracion de biomasa es localmente
observable si u > 0. Este resultado se obtiene de remover la
tercer columna de (30) y notando que u > 0 es condicion
suficiente para satisfacer (7).

TABLA 1. RESUMEN DE LAS CONDICIONES DE OBSERVABILIDAD
PARA EL CASO ADITIVO.

Salidas ~ Modelo y; Cond. Region
U,: Monod (17) {(s1,52) € M}
(x,s,,v pu,: Haldane (17) {(s1,82) E M, s, # 53}
(18) S; =S5
Monod-Monod (23) {(s1,52) € M}
Monod-Haldane (23) {(s1,52) € M,s;, & (53,52p)}
*) {52 € (s3,52p)}
x, ) Haldane-Haldane (23) {(s1,s2) E M\ (R1 UR, U
(si,s9))}
*) Ry
*) R,
Q4 s =(si,s53)
U,: Monod (28) {(s1,52) € M}
(s3,v)  Hp: Haldane (28) {(s1,52) € M, s, # 53}
29 S =57

(*) Evaluacion numérica de (23).
Ry ={s, ¢ (sf, slp),s; < s, < Spp}
Ry = {55 & (53,52p),51 <51 <1}

IV. DISCUSION

En la secciéon anterior se encontraron condiciones
suficientes para satisfacer la condicion de observabilidad local
débil. Para esto, se consideraron matrices formadas con
diferenciales de elementos del espacio de observacion y se
encontraron un conjunto de expresiones algebraicas
imponiendo la condicién de rango completo. Una desventaja
del procedimiento aplicado es que las derivadas Lie requeridas
involucran derivadas parciales de la tasa de crecimiento
debido a la regla de la cadena y del producto. A pesar de esta
dificultad, las expresiones descriptas en los resultados III.1,
III.2 y 1.3 fueron evaluadas facilmente para dos modelos
cinéticos muy comunes (Monod y Haldane). En particular, la
ec. (23) fue analizada revisando el signo de las derivadas
parciales de y;. En el caso de tener dos términos Haldane, esta
condicién se cumple en un subespacio de M pero por otro lado
existe una region en la cual se requiere evaluacién numérica.

. .. Au; .,
Dado que a maxima tasa de crecimiento a—”f = 0, también se

15
encontraron condiciones suficientes para esos puntos. La
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Tabla I resume las condiciones encontradas para tres
conjuntos de salidas y combinaciones de los modelos
cinéticos.

Si bien el andlisis se restringidé a tasas especificas que
dependen solo de un sustrato (ec. (9a)), el problema de
analizar la observabilidad incluyendo efecto de inhibicién de
un sustrato en el camino metabdlico del otro y coeficientes de
mantenimiento puede realizarse aplicando la misma
metodologia.

V. CONCLUSION

En este trabajo se presentaron condiciones suficientes para
observabilidad local de concentraciones no medidas en un
cultivo semi-continuo multi-sustrato. Las condiciones
encontradas son aplicables para el modelo aditivo y fueron
evaluadas para modelos clasicos. Para procesos con cinética
Monod, los sustratos no medidos son observables si su
concentracion no se encuentra en exceso. Cabe destacar que
esta region es de especial interés ya que cuando los dos
sustratos se encuentran en concentraciones limitantes, la tasa
de crecimiento puede ser controlada manipulando los flujos de
alimentacion. Ademas, se obtuvieron condiciones para
modelos Haldane. Por debajo de la concentracion de sustrato a
la que el crecimiento es maximo, valen los mismos resultados
que para el caso Monod. También se determind la
observabilidad local para el valor de sustrato 6ptimo.

Como trabajo futuro se considera el analisis de
observabilidad en otros tipos de modelos cinéticos (caso
multiplicativo y caso combinado) y el disefio de observadores
para procesos multi-sustrato extendiendo resultados previos en
[15-16].
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APENDICE: DERIVADAS LIE Y DIFERENCIALES DE
LAS SALIDAS
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