
  
 

Abstract— The distinguishability of the non-measured states is 
relevant for the design and implementation of state observers. 
The aim of this study is to examine the observability of a fed-
batch multi-substrate process with additive growth rate. Based 
on the model equations, sufficient conditions to fulfill the 
observability rank condition were determined. Results for three 
sets of outputs were analyzed for Monod and Haldane models.  
 

Keywords— observability, state estimation, fed-batch, 
bioprocess. 

I.  INTRODUCCION 
N la actualidad, variables físicas como la temperatura, pH,  
y compuestos gaseosos están disponibles para monitoreo 

de los bioprocesos. Sin embargo, existen situaciones en las 
que algunas variables importantes no pueden medirse 
directamente. En estos casos, una alternativa interesante para 
la implementación de estrategias de control y monitoreo es el 
uso de observadores de estado [1]. El análisis de 
observabilidad trata con la cuestión de si los estados no 
medidos pueden ser reconstruidos a partir de la medición de 
las salidas y de las entradas del proceso. 
  La observabilidad de sistemas no lineales es en general una 
tarea difícil dado que esta propiedad puede resultar 
dependiente de las entradas, es decir que, para algunas 
entradas, el sistema puede resultar no observable. El problema 
de observabilidad ha sido extensivamente estudiado y se han 
propuesto diferentes herramientas. En particular, el análisis 
del subespacio generado por los diferenciales de las salidas y 
sucesivas derivadas Lie en la dirección de los campos 
vectoriales del sistema provee resultados acerca de la 
distinguibilidad del estado. 
   Para analizar la observabilidad en procesos 
biotecnológicos, Williamson consideró un sistema de 
ecuaciones bilineales y obtuvo condiciones necesarias y 
suficientes para la observabilidad del estado [2]. Si bien esas 
condiciones son útiles para cultivos continuos, el resultado no 
es directamente aplicable a tasas de crecimiento no lineales. 
Luego esos resultados no pueden extenderse a cultivos semi-
continuos. En [3], Alvarez y Alvarez analizaron el rango del 
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espacio de observación y determinaron que un cultivo 
continuo es ‘localmente débilmente observable’ para todas las 
combinaciones de entradas y salidas. Para cultivos semi-
continuos con el flujo de alimentación como entrada, 
encontraron resultaron similares a los obtenidos para cultivos 
continuos con tasa de dilución como entrada. En [4], Gauthier 
et al. presentaron condiciones necesarias y suficientes para 
observabilidad uniforme de sistemas afines en el control. Su 
resultado se basa en calcular un difeomorfismo a una forma no 
lineal particular. Además, propusieron un observador para un 
cultivo semi-continuo con cinética Contois. Dochain y Chen 
establecieron una condición necesaria para la observabilidad 
del sistema linealizado en procesos bioquímicos isotérmicos. 
El resultado es que el número de sustancias medidas más el 
rango de la matriz de coeficientes estequiométricos debe ser 
mayor o igual al número de estados. No se obtiene una 
condición suficiente porque solo se determina una cota 
superior para el rango de la matriz de observabilidad [5]. El 
análisis de observabilidad bajo incertidumbre en las entradas 
se consideró en [6]. En ese trabajo, se obtuvieron condiciones 
suficientes para detectabilidad y observabilidad global. 
Recientemente, esas ideas fueron aplicadas a cultivos 
continuos de fitoplancton [7].  
 Si bien se han reportado diferentes estudios de 
observabilidad para cultivos con un sustrato limitante, el 
problema de observabilidad en cultivos multi-sustrato ha 
recibido menos atención. En estos procesos, el crecimiento 
microbiano puede ser afectado por dos o más sustratos 
limitantes. Además, de acuerdo a como resulte la utilización 
de los nutrientes, pueden observarse diferentes tipos de 
crecimiento. Ciertos microorganismos exhiben crecimiento 
aditivo, donde la tasa de crecimiento total en los sustratos es la 
suma de las tasas de crecimiento individuales. En otros casos 
se observa efecto multiplicativo, donde la tasa de crecimiento 
total es el producto de las tasas de crecimiento individuales 
[8]. 
 Este trabajo aborda el problema de observabilidad en un 
cultivo semi-continuo alimentado con dos sustratos. En 
particular se determinan condiciones suficientes para 
satisfacer la propiedad de ‘observabilidad local débil’ con 
diferentes salidas. En general, las condiciones resultan 
dependientes de la tasa de crecimiento, la cual es una función 
no lineal de los estados. Se presentan resultados para el caso 
aditivo con cinéticas Monod y Haldane. Se encontró que la 
condición de rango se satisface para el caso Monod. En caso 
de cinéticas Haldane, existe una región donde las condiciones 
provistas requieren una evaluación numérica. Si bien este 
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resultado no se generaliza a un número arbitrario de sustratos, 
los resultados son útiles en un amplio rango de bioprocesos en 
los cuales la cinética de crecimiento depende de dos nutrientes 
en concentraciones no saturadas. Los resultados tienen 
implicancia en el diseño de observadores para control y 
monitoreo de los procesos. 

II.  DEFINICIONES DE OBSERVABILIDAD Y MODELO 
DEL PROCESO 

A.  Definiciones 
Dada una función a valores reales ߶: ܴ௡ → ܴ, el diferencial 

(gradiente) se define como ݀߶ = ቂ డథడ௫భ , … , డథడ௫೙ቃ. La derivada 
Lie de una función ℎ௜ en la dirección del campo vectorial ࢌ se 
define ܮ௙ℎ௜ = < ݀ℎ௜, ࢌ > donde <⋅,⋅> representa el producto 
escalar y ݀ℎ௜ es el diferencial de ℎ௜. Derivadas de orden 
superior se calculan con la expresión ܮ௙௝ ℎ௜ = < ,௙௝ିଵℎ௜ܮ݀ ࢌ > 
con ܮ௙଴ℎ௜ = ℎ௜.  

Considérese el sistema no lineal descripto por ࢠሶ = ,ࢠ)ࢌ ࢟ ,(࢛ =  (1) ,(ࢠ)ࢎ
(2) 

donde ࢠ ∈ ܯ ⊂ ܴ௡ es el vector de estados de dimensión 
dim(z) = n, ࢌ un campo vectorial suave, y ࢎ: ܴ௡ → ܴ௣un 
mapa de salida suave. Además las entradas del sistema se 
consideran en un subconjunto (ݐ)࢛ ∈ ௘ܷ ⊂ ܴ௠. Los 
siguientes conceptos se definen en el trabajo de Hermann y 
Krener [9]. 
 
Definición II.1 (Estados indistinguibles). Dos puntos ࢠ଴ y  ࢠଵ 
son indistinguibles (denotado ࢠ଴ࢠܫଵ) si para cada entrada 
admisible, se tiene la igualdad ݐ)ݕ, ,଴ݖ (ݑ = ,ݐ)ݕ ,ଵݖ  Los .(ݑ
puntos se dicen U-indistinguibles (denotado  ࢠ଴ܫ௎ࢠଵ) si para 
cada entrada, cuyas trayectorias desde  ࢠ଴ y  ࢠଵ ambas 
pertenecen a un entorno U no distinguen los puntos ࢠ଴ y  ࢠଵ. 
 
 El conjunto de puntos indistinguibles y U-indistinguibles de ࢠ଴ se denotan ܫ(ࢠ଴) = ᇱࢠ} ∈ (଴ࢠ)௎ܫ ଴} eࢠܫᇱࢠ| ܯ ᇱࢠ}= ∈  .଴}, respectivamenteࢠ௎ܫᇱࢠ| ܯ

 
Definición II.2 (Observabilidad). El sistema se dice 
observable en  ࢠ଴ si existe una entrada ݑ(⋅) tal que ܫ(ࢠ଴) (ࢠ)ܫ y observable si ,{଴ࢠ }= = ࢠ para todo {ࢠ } ∈  .ܯ
 
 Notar que la definición no implica que toda entrada sea 
capaz de distinguir dos estados. Con el objetivo de distinguir 
un valor de estado de los de su entorno se considera la 
siguiente definición. 
 
Definición II.3 (Observabilidad local débil). El sistema se 
dice localmente débilmente observable en ࢠ଴ si existe un 
entorno abierto U de ࢠ଴ tal que para todo entorno abierto V 
de ࢠ଴ contenido en U se tenga ܫ௏(ࢠ଴) = {ࢠ଴}.   
 
 Intuitivamente, si esta propiedad se cumple, entonces cada 
estado puede ser distinguido instantáneamente de sus vecinos. 
Una ventaja de este concepto sobre otras definiciones es que 
puede analizarse calculando derivadas Lie en la dirección de 
los campos del sistema. Para esto, sea H el menor subespacio 

lineal de funciones suave que contiene a las salidas ℎଵ, … , ℎ௣ y 
cerrado bajo derivadas Lie por los campos del sistema (1) 
ܪ  = ௙ೠೖܮ൛݊ܽ݌ݏ ௙ೠభℎ௜ห1ܮ … ≤ ݅ ≤ ,݌ ݇ ≥ 0, ,ଵݑ … , ௞ݑ ∈ ௘ܷ},   

(3) 
donde ௨݂௝ = ,⋅)ࢌ  ௝). A H se lo llama espacio de observaciónݑ
e intuitivamente contiene a las salidas del sistema y la 
magnitud de las derivadas sobre todas las posibles trayectorias 
del sistema. 
 Sea ℋ la codistribución generada por diferenciales de 
elementos de H: ℋ = :߶݀}݊ܽ݌ݏ ߶ ∈ .{ܪ     (4) 

 
Puede mostrarse que para un sistema afín en el control ࢠሶ = (ࢠ)ࢌ + ෍ ௜,௠ݑ(ࢠ)௜ࢍ

௜ୀଵ  

  
(5) 

 ℋ resulta en  ℋ = ௚ೕೖܮ݀}݊ܽ݌ݏ … ௚ೕೖℎ௜|1ܮ ≤ ݅ ≤ ,݌ 0 ≤ ௟݆ ≤ ݉},   (6) 
  

con ࢍ଴ =  .[10] ࢌ
 
Definición II.4 (Condición de rango de observabilidad). Se 
dice que un sistema satisface la condición de rango de 
observabilidad en  ࢠ଴ si dim ℋ( (଴ࢠ = ݊. (7) 
 
Teorema II.1 (Teo. 3.1 en [9]). Si el sistema satisface la 
condición de rango de observabilidad en ࢠ଴, entonces es 
localmente débilmente observable en ࢠ଴. 
 
 De acuerdo al  teorema anterior,  la propiedad  de 
observabilidad del sistema (5) puede analizarse calculando la 
dimensión del subespacio definido en (6). Luego si el sistema 
satisface (7), un valor de estado puede ser distinguido de los 
estados de su entorno. Más aún, cuando no hay estados 
indistinguibles pueden diseñarse observadores con 
convergencia en tiempo finito [7]. En la sección siguiente se 
describe el modelo del proceso multi-sustrato. Este modelo 
será utilizado para determinar condiciones que satisfagan el 
Teorema (II.1). 
 

B.  Modelo del proceso 
El modelo del proceso corresponde a un cultivo semi 

continuo de microorganismos creciendo en dos sustratos en un 
tanque bien agitado. A partir del balance de masas se obtiene 
el siguiente modelo [11] ݔሶ = ݔߤ − ݒݔ ଵܨ − ݒݔ ሶଵݏ ଶܨ = ݔଵߪ− + ௌభ೔೙ି௦భ௩ ଵܨ − ௦భ௩ ሶଶݏ  ,ଶܨ − ݔଶߪ− = ௦మ௩ ଵܨ + ௌమ೔೙ି௦మ௩ ሶݒ ,ଶܨ = ଵܨ + ,ଶܨ (8) 

donde ݏ ,ݔଵ y ݏଶ son las concentraciones de biomasa y 
sustratos. ݒ es el volumen de cultivo y ܨଵ,  ଶ son las entradasܨ
de alimentación. ߤ es la tasa de crecimiento específica 
mientras que ߪ௜  representa la tasa específica de consumo del 
sustrato ݅. 
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 De acuerdo a como se consuman los sustratos pueden 
encontrarse diferentes comportamientos. Para el caso aditivo, 
las tasas cinéticas en el modelo (8) son  
,ଵݏ)ߤ  (ଶݏ = (ଵݏ)ଵߤ  + ௜ߪ (9a)   ,(ଶݏ)ଶߤ  =  ௜, (9b)ݕ௜ߤ

con ݕ௜ > 0 rendimientos. La tasa de crecimiento definida en la 
expresión anterior ha sido considerada para modelizar el 
comportamiento de microorganismos creciendo en diferentes 
sustratos [12]-[14], y los términos individuales ߤ௜ son 
usualmente aquellos utilizados para representar la dependencia 
en cultivo con un solo sustrato limitante. 
 Notar que el proceso (8) puede ordenarse en la forma afín 
(5) con ்ࢠ = ,ݔ) ,ଵݏ ,ଶݏ ௜ݑ y (ݒ =  ௜. En este caso, los camposܨ
vectoriales resultan  ࢌ = ቌ 0ݔଶߪ−ݔଵߪ−ݔߤ ቍ , (10) 

ଵࢍ = ۈۉ
ۇ − ௫௩ௌభ೔೙ି௦భ௩− ௦మ௩1 ۋی

ۊ
ଶࢍ  ,(11)    = ۈۉ

ۇ − ௫௩− ௦భ௩ௌమ೔೙ି௦మ௩1 ۋی
ۊ

   (12) 

 
En la siguiente sección se consideran los estados en el espacio ܯ en el cual las variables de estado tienen sentido físico 
ܯ  = ݔ|ࢠ} > 0,0 ≤ ௜ݏ < ௜ܵ(௜௡), ଴ܸ ≤ ݒ ≤ ௙ܸ},  (13) 
donde ଵܵ௜௡, ܵଶ௜௡ son las concentraciones de sustrato en las 
entradas y ଴ܸ, ௙ܸ el volumen inicial y final, respectivamente. 
Además se asume que los caudales aplicados son positivos y 
acotados.  

III.  CONDICIONES DE OBSERVABILIDAD  
 
El objetivo de este trabajo es obtener condiciones suficientes 
para la observabilidad de los estados no medidos a partir de 
las salidas disponibles. Con el objetivo de incluir casos de 
interés práctico, se definen los siguientes conjuntos de salidas: 
 
C.1 Medición de biomasa, volumen y un sustrato (ℎଵ  ℎଶ   ℎଷ) =  (14) (ݒ  ଵݏ  ݔ)
 
C.2 Medición de biomasa y volumen (ℎଵ  ℎଶ) =  (15)  (ݒ   ݔ)
 
C.3 Medición de un sustrato y volumen (ℎଵ  ℎଶ) =  (16) (ݒ  ଵݏ )
 

De acuerdo al teorema II.1, una condición suficiente para 
observabilidad local débil es que la codistribución (6) tenga 
rango completo. Para cada vector de salida, se analizó un 
subconjunto de los diferenciales que generan (6) y se 
obtuvieron condiciones suficientes de observabilidad. Los 
resultados obtenidos para cada caso se presentan en las 
siguientes secciones. 

A.  Medición de biomasa, un sustrato y volumen 

Resultado III.1 Dado el proceso (8)-(9) con medición de 
biomasa, un sustrato y volumen, una condición suficiente de 
observabilidad local del sustrato no medido es ߲ߤଶ߲ݏଶ ≠ 0, (17) 

o si la expresión (17) no se cumple, ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ (ܵଶ௜௡ − (ଶݏ ≠ 0. (18) 

Dem: Para el proceso (8)-(9) con las salidas descriptas en 
(14) se puede construir la siguiente matriz 

(ࢠ)ܱ = ൮ ݊ܽ݌ݏ ൲ݔ௙ܮ݀ݒଵ݀ݏ݀ݔ݀ = ۈۉ ݊ܽ݌ݏ
1ۇ 0 0 00 1 0 00 0 0 ߤ1 ଵݏଵ߲ߤ߲ ݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ ݔ ۋی0

ۊ
 

(19) 

Notar que las filas de esta matriz son elementos de la 
codistribución (6). Además, puede verse fácilmente que (19) 
tiene rango completo cuando ߲ߤଶ߲ݏଶ ݔ ≠ 0. (20) 

Luego, si para un dado valor del estado la matriz ܱ(ࢠ଴) tiene 
rango completo, entonces ݀݅݉ ℋ( (଴ࢠ = 4. Por lo tanto, de 
acuerdo al teorema II.1, el proceso resulta localmente 
débilmente observable si la ec. (20) se cumple. Dado que se 
asume ݔ > 0 (ver ec. (13)), la ec. (20) implica el resultado 
(17). 
 La demostración del resultado (18) sigue el mismo 
argumento con ݀ܮ௚ଶܮ௙ݔ como última fila de (19). La 
expresión de este diferencial puede encontrarse en el apéndice. 

Los términos individuales ߤ௜ suelen ser representados con 
las expresiones cinéticas utilizadas en cultivos con un sustrato 
limitante. En particular, cuando ߤଶ es un término Monod ߤଶ = ௠௔௫ߤ ଶݏଶݏ + ݇௦ଶ, (21) 

la interpretación física de la expresión (17) es que ݏଶ es 
localmente observable si su concentración no se encuentra en 
exceso. La Fig. 1 presenta el modelo de Monod, donde se 
observa como ߲ߤଶ /߲ݏଶ decrece al aumentar la concentración 
de sustrato. 
 El resultado descripto en (17) es una condición suficiente. 
Para el caso en que la derivada parcial de la tasa de 
crecimiento con respecto al sustrato no medido es cero, puede 
considerarse la ec. (18). Por ejemplo, la inhibición debido al 
sustrato suele representarse con el modelo de Haldane ߤଶ = ଶଶ/݇ூଶݏଶݏ௢ߤ + ଶݏ + ݇௦ଶ. (22) 
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Figura 1.  A) Modelo de Monod (ec. (21)). B) primera y segunda derivada de 
la expresión (21) con respecto a ݏ. 

En este modelo, la tasa máxima ocurre a ݏଶ∗ = ඥ݇௦ଶ݇ூଶ. Si 
bien es claro que la ec. (17) se anula en este punto, la 
expresión (18) se cumple porque డమఓమ(௦మ∗)డ௦మమ < 0. De este modo, 
se satisface la condición de observabilidad en este importante 
valor de sustrato. 
 

B.  Medición de biomasa y volumen 
Resultado III.2 Dado el bioproceso (8)-(9) con medición de 
biomasa y volumen, una condición suficiente para 
observabilidad local de los sustratos es que ߲ߤଶ߲ݏଶ ߲ଶߤଵ߲ݏଵଶ ( ଵܵ௜௡ − (ଵݏ + ଵݏଵ߲ߤ߲ ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ ଶݏ ≠ 0, (23) 

o si las derivadas parciales ߲ߤ௜/߲ݏ௜ se anulan, ߲ଶߤଵ߲ݏଵଶ ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ ଶݏଵݏ ≠ 0. (24) 

 
 Dem: En este caso solo se miden dos estados y entonces se 
consideran dos derivadas Lie del espacio ܪ 

(ࢠ)ܱ = ൮ ݊ܽ݌ݏ  ൲ݔ௙ܮ௚ଵܮ݀ݔ௙ܮ݀ݒ݀ݔ݀

= ۇۉ ݊ܽ݌ݏ
1 0 0 00 0 0 ߤ1 డఓభడ௦భ ݔ డఓమడ௦మ ݔ 0ܽସଵ ܽସଶ ܽସଷ ܽସସۊی,  

(25) 
donde ܽସ௜ es la i-ésima componente de ݀ܮ௚ଵܮ௙ݔ. La matriz 
(25) tiene rango completo cuando la submatriz ൭߲ߤଵ߲ݏଵ ݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ ସଶܽݔ ܽସଷ ൱ (26) 

es no singular. Si la matriz ܱ(ܢ଴) tiene rango completo, 
entonces dim ℋ( (଴ܢ = 4. De (26) la condición a analizar 
resulta பஜభபୱభ aସଷ − பஜమபୱమ aସଶ ≠ 0. La expresión (23) se  

Figura 2.  A) Modelo Haldane (ec. (22)). B) primera y segunda derivada de la 
expresión (22) con respecto a ݏ. 

obtiene de evaluar esta condición. El resultado (24) se 
determina con el mismo procedimiento pero utilizando ݀ܮ௚ଵܮ௙ݔ y ݀ܮ௚ଶܮ௙ݔ como las dos últimas filas de (25). La 
expresión de estos diferenciales se muestra en el apéndice. 
  

La observabilidad de los sustratos fue analizada para 
combinaciones de modelos Monod y Haldane haciendo uso 
del resultado III.2. Notar que los dos términos de (23) 
consisten en productos de la primer y segunda derivada de ߤ௜. 
En la Fig. 1 se aprecia que para el modelo de Monod డఓ೔డ௦೔ > 0 y డమఓ೔డ௦೔మ < 0. Por lo tanto, si se considera términos Monod para ߤଵ 

y  ߤଶ, la expresión (23) es negativa para todo (ݏଵ, (ଶݏ ∈  .ܯ
Luego los sustratos son localmente observables. Si un término 
corresponde al modelo de Hadane, el argumento previo es 
válido en los intervalos (0, ,௜௣ݏ௜∗ሿ y ሾݏ (ܵ௜)௜௡), donde ݏ௜௣ es el 
valor de sustrato para el cual la segunda derivada cambia de 
valores negativos a positivos. El modelo de Haldane y las 
derivadas involucradas en el análisis se presentan en la Fig. 2. 
Notar que en el intervalo (ݏ௜∗,  ௜௣), la primera y segundaݏ
derivada de la expresión de Haldane son negativas. Luego, 
analizando el signo de cada termino que compone (23) se ve 
que la condición puede anularse para ciertos valores del 
estado. Por lo tanto, la condición (23) debe evaluarse 
numéricamente en esta región. Si ߤଵ y  ߤଶ son términos 
Haldane, el análisis previo puede extenderse. La Fig. 3 
presenta las diferentes regiones consideradas en el análisis del 
caso Haldane-Haldane. Si se analiza los signos de (23), se 
encuentra que la condición se satisface para todo (ݏଵ, (ଶݏ ∈  ܯ
excepto en las regiones denominadas ܴଵ, ܴଶ y en ݏ∗ ,∗ଵݏ)= ,ଶ∗). Dentro de las regiones ܴଵݏ ܴଶ la ec. (23) puede 
anularse y debería ser evaluada numéricamente. En ݏ∗ la tasa 
de crecimiento es máxima y la expresión (23) no se cumple. 
Sin embargo para este punto particular, la expresión (24) es 
positiva garantizando que se satisface la condición de 
observabilidad en ese punto de operación. 
 
Observación III.1 Una condición suficiente de 
observabilidad del sustrato en cultivos con un solo sustrato 
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limitante puede obtenerse como caso particular del Resultado 
III.2. De hecho, la tercer columna de (25) puede ser removida  
y la condición, en términos de la primer derivada parcial de ߤ, resulta ߲ݏ߲ߤ ≠ 0 

(27) 

 

 
Figura 3.  Regiones definidas en el plano (ݏଵ,  ଶ) para analizar el Resultadoݏ
III.2 en caso de que ߤଵ y ߤଶ son términos Haldane. 
 

C.  Medición de un sustrato y volumen 
Resultado III.3 Dado el bioproceso (8)-(9) con medición de 
un sustrato y volumen, una condición suficiente para 
observabilidad local de las concentraciones no medidas es ߤଵݕݔଵ ଶݏଶ߲ߤ߲ ≠ 0, (28) 

o si ߲ߤଶ/߲ݏଶ se anula, ߤଵݕݔଵ ଶݕଶߤ  ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ ≠ 0. (29) 

 
 Dem: se considera el modelo (8)-(9) con el vector de salida 
(16). Utilizando diferenciales de las salidas y dos derivadas 
Lie en la dirección de ࢌ se obtiene la siguiente matriz 

(ܢ)ܱ = ൮ ݊ܽ݌ݏ dsଵdvdL୤sଵdL୤ଶsଵ
൲

=  ݊ܽ݌ݏ
ۈۉ
ۇۈ

0 1 0 00 0 0 1−  μଵݕଵ − ଵݕݔ ∂μଵ∂sଵ 0 0aସଵ aସଶ − ଵݕݔଵߤ ଶݏଶ߲ߤ߲ ۋی0
 .ۊۋ

(30) 
En la tercer columna de (30) se ve fácilmente que la matriz 
tiene rango completo cuando se cumple la ec. (28). Luego, en 
esos puntos, la condición de observabilidad (7) se cumple y 
por el Teo. 2.1 las variables no medidas son localmente 
observables. La ec. (29) se obtiene con el mismo análisis pero 
empleando ݀ܮ௙ଷݏଵ como última fila de (30). 

El resultado (28) se traduce en consumo del sustrato medido 
(es decir ఓభ௫௬భ > 0) y, al igual que en la ec. (17)), se requiere 
sensibilidad de ߤ con respecto al sustrato no medido. De 

acuerdo al modelo (8), si el sustrato medido es consumido la 
biomasa aparece en la derivada de ݏଵ. Más aún, si se alcanza 
una estimación de la concentración de microorganismo, se 
tiene información acerca de ݏଶ en la dinámica de biomasa (ver 
primera expresión en (8)).  
 En cuanto al modelo de ߤଶ, si se trata de un término Monod 
la condición de observabilidad puede analizarse con ec. (28) 
de donde se concluye nuevamente que ݏଶ no debe estar en 
exceso para que se cumpla la condición. Si ߤଶ es un término 
Haldane, la condición de observabilidad para todo ݏଶ ≠  ଶ∗ seݏ
verifica con la ec. (28) mientras que para el valor de sustrato 
al cual la tasa de crecimiento es máxima, ݏଶ =  ଶ∗, se satisfaceݏ
la condición (29). 
 
Observación III.2 En un cultivo con un solo sustrato 
limitante, la concentración de biomasa es localmente 
observable si ߤ > 0. Este resultado se obtiene de remover la 
tercer columna de (30) y notando que ߤ > 0 es condición 
suficiente para satisfacer (7). 
 
TABLA I. RESUMEN DE LAS CONDICIONES DE OBSERVABILIDAD 
PARA EL CASO ADITIVO. 
 
Salidas Modelo ߤ௜ Cond. Región (ݔ, ,ଵݏ ݒ ,ଵݏ)} ଶ: Monod (17)ߤ (ଶݏ ∈ ,ଵݏ)} ଶ: Haldane (17)ߤ{ܯ (ଶݏ ∈ ,ܯ ଶݏ ≠  {∗ଶݏ

ଶݏ (18)  =   ∗ଶݏ

,ݔ)  (ݒ

Monod-Monod (23) {(ݏଵ, (ଶݏ ∈ {ܯ
Monod-Haldane (23) {(ݏଵ, (ଶݏ ∈ ,ܯ ଶݏ ∉ ,∗ଶݏ)  {(ଶ௣ݏ
ଶݏ} (*)  ∈ ൫ݏଶ∗,   {ଶ௣൯ݏ
Haldane-Haldane (23) {(ݏଵ, (ଶݏ ∈ ܯ \ ൫ܴଵ ∪ ܴଶ ,∗ଵݏ)∪   {ଶ∗)൯ݏ
 (*) ܴଵ  
 (*) ܴଶ  
∗ݏ (24)  = ,∗ଵݏ) ,ଵݏ) (∗ଶݏ (ݒ ,ଵݏ)} ଶ: Monod (28)ߤ (ଶݏ ∈ ,ଵݏ)} ଶ: Haldane (28)ߤ{ܯ (ଶݏ ∈ ,ܯ ଶݏ ≠  {∗ଶݏ
ଶݏ (29)  =   ∗ଶݏ

(*) Evaluación numérica de (23). ܴଵ = ଵݏ} ∉ ൫ݏଵ∗, ,ଵ௣൯ݏ ∗ଶݏ < ଶݏ < ଶ௣}  ܴଶݏ = ଶݏ} ∉ ൫ݏଶ∗, ,ଶ௣൯ݏ ∗ଵݏ < ଵݏ <   {ଵ௣ݏ

IV.  DISCUSIÓN 
En la sección anterior se encontraron condiciones 

suficientes para satisfacer la condición de observabilidad local 
débil. Para esto, se consideraron matrices formadas con 
diferenciales de elementos del espacio de observación y se 
encontraron un conjunto de expresiones algebraicas 
imponiendo la condición de rango completo. Una desventaja 
del procedimiento aplicado es que las derivadas Lie requeridas 
involucran derivadas parciales de la tasa de crecimiento 
debido a la regla de la cadena y del producto. A pesar de esta 
dificultad, las expresiones descriptas en los resultados III.1, 
III.2 y III.3 fueron evaluadas fácilmente para dos modelos 
cinéticos muy comunes (Monod y Haldane). En particular, la 
ec. (23) fue analizada revisando el signo de las derivadas 
parciales de ߤ௜. En el caso de tener dos términos Haldane, esta 
condición se cumple en un subespacio de ܯ pero por otro lado 
existe una región en la cual se requiere evaluación numérica. 
Dado que a máxima tasa de crecimiento డఓ೔డ௦೔ = 0, también se 
encontraron condiciones suficientes para esos puntos. La 
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Tabla I resume las condiciones encontradas para tres 
conjuntos de salidas y combinaciones de los modelos 
cinéticos.  

 Si bien el análisis se restringió a tasas específicas que 
dependen solo de un sustrato (ec. (9a)), el problema de 
analizar la observabilidad incluyendo efecto de inhibición de 
un sustrato en el camino metabólico del otro y coeficientes de 
mantenimiento puede realizarse aplicando la misma 
metodología. 

V.  CONCLUSIÓN 
En este trabajo se presentaron condiciones suficientes para  

observabilidad local de concentraciones no medidas en un 
cultivo semi-continuo multi-sustrato. Las condiciones 
encontradas son aplicables para el modelo aditivo y fueron 
evaluadas para modelos clásicos. Para procesos con cinética 
Monod, los sustratos no medidos son observables si su 
concentración no se encuentra en exceso. Cabe destacar que 
esta región es de especial interés ya que cuando los dos  
sustratos se encuentran en concentraciones limitantes, la tasa 
de crecimiento puede ser controlada manipulando los flujos de 
alimentación. Además, se obtuvieron condiciones para 
modelos Haldane. Por debajo de la concentración de sustrato a 
la que el crecimiento es máximo, valen los mismos resultados 
que para el caso Monod. También se determinó la 
observabilidad local para el valor de sustrato óptimo. 

Como trabajo futuro se considera el análisis de 
observabilidad en otros tipos de modelos cinéticos (caso 
multiplicativo y caso combinado) y el diseño de observadores 
para procesos multi-sustrato extendiendo resultados previos en 
[15-16]. 
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APÉNDICE: DERIVADAS LIE Y DIFERENCIALES DE 

LAS SALIDAS 
 

Salida: biomasa 
ݔ௙ܮ  = ݔ௙ܮ݀ (31) ݔߤ =  ൬ߤ ଵݏଵ߲ߤ߲ ݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ ݔ 0൰ (32) ܮ௚௜ܮ௙ݔ =  − ݒݔߤ + ݒݔ ௜ݏ௜߲ߤ߲ ൫ܵ(௜)௜௡ − ௜൯ݏ − ݒݔ ௝ݏ௝߲ߤ߲  ௝  (33)ݏ

para ݅, ݆ ∈ {1,2} ݅ ≠ ݆. 

ݔ௙ܮ௚ଵܮ݀ =  
ۈۉ
ۈۈۈۈ
ۇۈ − ݒߤ + ଵݏଵ߲ߤ߲ ( ଵܵ௜௡ − ݒ(ଵݏ − ݒ ଶݏ ଶݏଶ߲ߤ߲   −2 ݒݔ ଵݏଵ߲ߤ߲ + ݒݔ ߲ଶߤଵ߲ݏଵଶ ( ଵܵ௜௡ − (ଵݏ

−2 ݒݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ − ݒݔ  ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ ଶݒݔߤଶݏ − ଶݒݔ ଵݏଵ߲ߤ߲ ( ଵܵ௜௡ − (ଵݏ + ଶݒݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ ۋیଶݏ
ۋۋۋۋ
ۊۋ

்

 

  (34)  

ݔ௙ܮ௚ଶܮ݀ =  
ۈۉ
ۈۈۈۈ
ۇۈ − ݒߤ + ଶݏଶ߲ߤ߲ (ܵଶ௜௡ − ݒ(ଶݏ − ݒ ଵݏ ଵ−2ݏଵ߲ߤ߲ ݒݔ ଵݏଵ߲ߤ߲ − ݒݔ  ߲ଶߤଵ߲ݏଵଶ ଵ−2ݏ ݒݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ + ݒݔ ߲ଶߤଶ߲ݏଶଶ (ܵଶ௜௡ − ଶݒݔߤ(ଶݏ − ଶݒݔ ଶݏଶ߲ߤ߲ (ܵଶ௜௡ − (ଶݏ + ଶݒݔ ଵݏଵ߲ߤ߲ ۋیଵݏ

ۋۋۋۋ
ۊۋ

்

 

   (35) 
Salida: sustrato 1 

ଵݏ௙ܮ  = − ଵݕଵߤ  (36) ݔ

 
dܮ௙ݏଵ = ቀ− ఓభ௬భ − ௫௬భ డఓభడ௦భ 0 0ቁ (37) 
 

dܮ௙ଶݏଵ = ቀ డడ௫ ௙ଶܮ) (ଵݏ డడ௦భ ௙ଶܮ) (ଵݏ − ఓభ௫௬భ డఓమడ௦మ 0ቁ (38) 
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