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RESUMEN: Se usa el modelo de regién pastosa de Solomon-Wwitexiades (Letters Heat Mass Transfer, 9 (1982%-
324) y el método dado en Tarzia (Int. J. Heat MeEsmisfer, 26 (1983), 1151-1157; Int. Comm. Heat Masmsfer, 14
(1987), 219-228) para la determinacion de un crefie térmico desconocido de un material semi-tafia través de un
proceso de cambio de fase con una sobre-condi@amectiva en el borde fijo. Se encuentran formyas los seis
coeficientes desconocidos y la condicion necegasigiciente para la existencia de la solucion.

Palabras clave: eambio de fase, fusién, condicidon convectiva, deiteagion de coeficientes térmicos desconocidos y
Problema de Lamé-Clapeyron-Stefan.

INTRODUCCION

Se considera un material semi-infinito que se emttaanicialmente en la fase sélida a la tempeeate fusion 0 C (sin
pérdida de generalidad). En el tiemps 0 un flujo de calor entrante se impone en el bordexi=0 y la fusién comienza,
en la cual tres regiones distintas pueden semdistias (por una descripcion completa puede varsgSelomon et al.,
1982)):

H1) sélida a temperatura O C, ocupando la regiér(t), >0 ;
H2) liquida a temperaturd(x,t) >0, ocupando la regiol <x <s(t), t >0 (con s(t) <r(t));
H3) region pastosa (mushy region) a temperafiifs,t) =0 , ocupando la regién(f) < x <r(t),t >0 . Se considera que la

regidn pastosa es isotérmica sobre la cual seaeatios hipétesis sobre su estructura:
H3i) el material contiene una fraccion fija/ (con 0 <&£<1) del calor latente total , que se traduce en la siguiente

condicién sobre la frontera libre=s(t) dada por:
KT, (s(t), 1) = pI[(1 = £)3(t) + £7(H)], >0 €
H3ii) su ancho es inversamente proporcional aligrdad de temperatura, es decir:

=T,(s(5), H)(r(H) = s(t) =y >0, t>0(con y>0). @
Con el nombre de coeficiente térmico se denotar@ndenlos seis coeficientes térmicos elegidos ehirep,/, &,y . Se
supone que uno de los seis coeficientes térmictes fdse liquida del dado material semi-infinitadesconocido.

Los problemas de cambio de fase son de una grasriamgia en ciencia y tecnologia (Alexiades y Salbyl993; Carslaw
y Jaeger, 1959; Crank, 1984; Gupta, 2003; Lunardi#®,1). Una coleccion de soluciones explicitas marasos problemas
de frontera libre con procesos de transferenciaadter y/o difusion de masa se han presentado tecemte en (Tarzia,
2011).

Siguiendo la metodologia utilizada en (Tarzia, 198283; 1987) se determinara un coeficiente térmdiegconocido de un
material semi-infinito a través de un proceso dalia de fase con una sobre-condicion convectival drorde fijo x =0.
Se encuentran férmulas explicitas para los seiicem®es térmicos desconocidos, la interfase tefaperatura de la fase
liquida, como asimismo la condicidn necesaria yicRifte para la existencia de la correspondienteicEm. La
determinacion experimental-numérica de coeficietéamicos sin zona pastosa ha sido presentadarder(és et al., 1996).

DETERMINACION DE LA TEMPERATURA, INTERFACE Y UN COEFICIENTE TERMICOD ESCONOCIDO

El problema consiste en la determinacion de uniceafe térmico a través de un proceso de cambfasie(fusion) con una
sobre-condicion sobre el borde fijo, es decir: etrew las fronteras libres =s(t) y x =r(t), la temperaturdl =T(x,t) y

un coeficiente térmico desconocido er{tlec,p,/é,y,a} de manera que se satisfagan las siguientes conécio
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ocT, —kT, =0, 0<x<s(t), t>0(a=k/pc) (€]

T(s(t),t)=0, t>0 “4)
—kT(s(t),t) = pl[(1 - £)s(t) + €7(£)], >0 ®)
“T(s(t), )(r(t) =s(t)) =y, t>0 (6)
s(0)=r(0)=0 @)
MLO.0)==TE 120 (,>0). ®
KT (0,t) = —%(T(O, t)=B), t>0 (withh,>0,B>0). 9)

La condiciones (8) y (9) representan el flujo dimrcantrante y la condicidon convectiva respectivataeobre el borde fijo
x=0. Tanto el flujo de calor como el coeficiente desferencia de calor son inversamente proporcifearaiz cuadrada
del tiempo (Tarzia, 1981; Zubair y Chaudhry, 1994).

Se determinara la solucién del problema divididseis casos diferentes, a saber:

Caso # Coeficiente desconociddg
1 l
2 14
3 £
4
5 P
6 c

Tabla 1: Los seis casos de determinacion de cepfi&s térmicos desconocidos.

Con el objetivo de determinar la solucién del protdese definen las ecuaciones (10) y (11) auxilidegs por:

ey _cq, (1 B
x| x+————erf(x) | = —+—|, x>0 10
e (1 B} () NZ—T[,% %j (10
2G| —+—
hO 0
N | ey 2o g
(x)+ ¥ -2 lerf(x)=0, x>0 (11)
hy g

.z 7 .. 2
donde la funcién reaf) esta definida pog(x) = xe* .
La solucion de los seis casos de coeficientes ¢ésrdesconocidos se determinan segun el resuiguerse:

Propiedad. Si h,y g, son dos coeficientes positivos que se determinxgergnentalmente entonces la solucion de la
determinacion de los seis coeficientes térmicosatexcidos esta dada por:
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T(x,t) = g of (ziJa_tJ

knn erf(&)| 1- afd | O<x<s(t), t>0, (12)
s(t) = 2&/at, t>0, (13)
rt)=2udat, t>0, (14)
_ Yk e

/1—{+2%\/Ee : (15)

Ademas, el coeficienté , que caracteriza la interfase=s(t) , y los coeficientes térmicos desconocidos cornedigntes a
los seis casos vienen expresados por las formukaseresumen en la siguiente Tabla 2:

. - Parametroé como la
Caso Formulas para los coeficientes L. - .
# desconocidos (inica solucién de la Restricciones sobre los datos
ecuacion
P S k (1. B
= —_— k (1.B
1 &k E=erf™ —[—+—D — = +— <1
e (el V"
k(1,8
v\ by g,
2q,a —zz{ Qo -& } ,1[ k(1. B
2 y=———e" | —=e" =¢ §=ef NN 9o 1
0 ‘70 £<
&k oiNa pNE; NENTE
glef | |+
m\ hy g,
k(uB]q
m\ny, g
NG el g e - —1( k {1 BJ}
3 &= | —+=
r ot 8(é) S v P 1yk pla /< .
'3 +7ezf2 o 8
8(4) 20,0
k=————erf’(§)
4 (1 BJ ST CT:) N I —
pe|—+—
hy 4,
T
5 Py @ Ec. (10
kC(l +BJ C. ( ) """""""""
hy 4,
T
c=————erf’(§) eyt pk
6 ok 1.B Ec. (11) o >1
hy g, 0

Tabla 2 Resumen de la determinaciéon de un coefecigmmico desconocido a través de un problemaadwio de fase de
Lameé-Clapeyron-Stefan con una sobre-condicién seldverde fijo (6 casos)

rueba. Teniendo en cuenta que es solucion de la ecuacion del calor ar eger, se propone
Prueba. Teniend x2\/ﬂ lucién de | i6n del calor (3) (Carslala 1959

como solucién del problema a la siguiente expresion

X

T(x,t)=C, +C, erf[zﬁ

j, 0<x<s(t), t>0, (16)
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con los coeficientesC, y C, a determinar. De la condicion (8) se deduce laesipn del coeficiente:

¢, =~ (16)

y de la condicién (4) se deducen la expresion (E8n la frontera libres(t) , con el coeficiente a determinar, y la
expresion del coeficiente:

C = @ erf(é) . 17)

Teniendo en cuenta los coeficientes (16) y (17eshice la expresion (12) para la temperatura @eskaliquida. Por otro
lado, de la condicion (9) y teniendo en cuentetaperatura (12) se deduce la ecuacion:

L*ﬁ{%erf({) =ho+3, (18)

De la condicion (6) se deduce la expresion (153 pay por ende la expresion (15) para la interfage .

De la condicion (5) y teniendo en cuenta (15) skide la ecuacion:

90 = & + ké‘y & 19
pia " ({ 2qa J 49

Resumiendo, el coeficienté y el coeficiente térmico desconocido deben satsfal sistema de dos ecuaciones no lineales
con dos incAgnitas (18) y (19). La solucién de dislstema para los seis diferentes casos se resuta€labla 2.

CONCLUSIONES

Se determiné un coeficiente térmico desconocidardeaterial semi-infinito a través de un proceseambio de fase con
una zona pastosa y una sobre-condicion en el bigpde =0. Se encontraron formulas explicitas para los cmédicientes

térmicos desconocidos, las interfases de la zostogmy la temperatura de la fase liquida, commisisio la condicion

necesaria y suficiente sobre los datos para léeexim de la correspondiente solucién

NOMENCLATURA

B >0: temperatura externa en el borde f§e=0,
¢ >0: calor especifico,
h, > 0: coeficiente que caracteriza la transferenciaatier @n el borde fijox=0.

k >0: conductividad térmica,
¢>0: calor latente por unidad de masa,
g, > 0: coeficiente que caracteriza el flujo de caloekborde fijox=0,

r=r(t) (>s(t)) : interfase solida-zona pastosa,
s =s(t) >0 : interfase liquida-zona pastosa,

T : temperatura de la fase liquida,
x : variable espacial,

Letras griegas:
a= LS : conductividad térmica,
oC

¥ >0 :uno de los dos coeficientes que caracterizanna pastosza,
£0(0,1) : uno de los dos coeficientes que caracterizania pastosa,
U (> €): coeficiente que caracteriza la interfage) ,

p : densidad de masa,

&>0: coeficiente que caracteriza la interfage) .
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ABSTRACT

We use the Solomon-Wilson-Alexiades’ mushy zone eh@ldetters Heat Mass Transfer, 9 (1982), 319-32%) the method
given in Tarzia (Int. Heat Mass Transfer, 26 (198361-1157; Int. Comm. Heat Mass Transfer, 14 (),.9819-228) for the
determination of one unknown thermal coefficienteofsemi-infinite material through a phase-changecgss with an
overspecified convective boundary condition onfthed face. We also find formulas for the six untmocoefficients, and
the necessary and sufficient condition for thetexrise of the solution.

Keywords: fusion, phase-change, convective boundary comditietermination of unknown thermal coefficientada
Lamé-Clapeyron-Stefan problem.
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