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Prélogo

El ingreso y permanencia en la Universidad enfrenta al estudiante a cambios sustanciales en su
vida. Los logros de cada estudiante dependeran, en buena medida, de su esfuerzo y dedicacion.

El Curso de Nivelacién de Matematica tiene como objetivo acompanar al alumno a iniciar
este camino, no solo en cuanto a los contenidos académicos sino en su adaptaciéon a la vida uni-
versitaria. Los docentes brindaremos el apoyo necesario para transitar esta etapa sabiendo que
tanto docentes como alumnos debemos participar seria, critica y activamente en esta propuesta.

El material que compone estas notas ha sido elaborado por docentes del Departamento de
Matematica para dar a todos los estudiantes la posibilidad de revisar conceptos y habilidades
de esta ciencia adquiridos en el nivel medio, y los cuales se consideran basicos para poder
cursar, sin mayores dificultades, las primeras materias vinculadas a la Matematica en la carrera
elegida.

Pretendemos también que estas notas sean un primer paso hacia la formalidad matematica.
Es por esto que, sin ser muy rigurosos con las definiciones y demostraciones, presentaremos los
diferentes conceptos combinando el lenguaje coloquial, al que los alumnos estdan habituados,
con el lenguaje formal y simbdlico de la matematica.
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Consideraciones generales

A lo largo de cada una de las unidades realizamos tanto una revisiéon tedrica de los conceptos
seleccionados y sus propiedades, como también algunas preguntas que invitan a reflexionar sobre
los contenidos desarrollados. Cada unidad finaliza con una serie de actividades y problemas
para aplicar y repensar lo estudiado. Una vez desarrolladas todas las unidades tedérico-practicas,
presentamos un apéndice destinado a aquellos que deseen profundizar sobre algunos de los
conceptos presentados. Finalizamos estas notas con las respuestas a todas las preguntas y
actividades planteadas.

Mencionamos a continuacion algunos conceptos y observaciones generales que irdn surgiendo
de forma particular en las distintas unidades de estas notas.

Demostraciones y contraejemplos

En matematica, cada vez que enunciamos una nueva propiedad de los conceptos que esta-
mos estudiando debemos demostrarla (probarla), la demostracion es la que le da validez a la
propiedad. Para demostrar que una afirmacion es verdadera no alcanza con mostrar algunos
ejemplos que la cumplan, hay que probarla para todos los casos posibles buscando alguna
estrategia de demostracién. En estas notas daremos las demostraciones de algunas de las
propiedades que enunciemos, aquellas que ademas nos permitan mostrar de manera sencilla las
formas mas habituales de demostracion en matematica.

Dos formas de probar una afirmacién son las siguientes. Una opcion es realizar una de-
mostracién directa, a partir de algo conocido (hipétesis) y aplicando propiedades que son
verdaderas (es decir, que ya fueron demostradas) llegar a verificar la nueva propiedad. Esta es-
trategia es la que se usa en la Unidad 1 cuando, luego de definir la distancia entre dos niimeros
reales, se demuestra una de sus propiedades. Otra forma muy comin de demostracién, es la
que se conoce como demostracién por el absurdo. En este caso se supone que la afirmacién
que queremos probar es falsa y luego, aplicando propiedades ya conocidas, obtenemos una afir-
macion absurda. De esta forma se concluye que la afirmacién inicial no podia ser falsa. Un
ejemplo de demostracién por el absurdo se presenta en la Unidad 2, en la seccién en que se
estudian las inecuaciones. Alli esta técnica es utilizada para demostrar una propiedad de las
desigualdades.

Por otro lado, cuando una afirmacién es falsa, es suficiente mostrar un ejemplo para la cual
no se verifique. A estos ejemplos que permiten refutar una afirmacion se los llama contra-
ejemplos. No siempre es posible encontrar un contraejemplo, pero en la mayoria de los casos
que se estudian en estas notas se podra recurrir a esta estrategia. En la Unidad 1, luego de
presentar las reglas de signo para la multiplicacién, se utilizan estas ideas para mostrar que no
existe una regla de signo para la suma.

Resolucién de problemas y unidades de medida

En general al modelar problemas los distintos valores involucrados (coeficientes y variables)
tienen asociadas unidades de medida. En estas notas no vamos a estudiar este aspecto de
manera rigurosa, solo indicaremos en algunos casos las unidades de medida al inicio del problema
y al momento de dar las respuestas a las preguntas planteadas.

También, al trabajar con figuras geométricas en el plano cartesiano (como por ejemplo, el



triangulo que determinan tres puntos dados no alineados) podemos estar interesados en calcular
su area o su perimetro para lo cual necesitamos una unidad de medida. Dado que en el plano
cartesiano no tenemos una unidad de medida particular, cuando la necesitemos vamos a usar
una unidad de medida genérica la cual indicamos u.m.

Bibliografia y textos de apoyo

Los siguientes libros pueden ser ttiles como material de consulta de las distintas unidades.
Estos ejemplares se encuentran en la Biblioteca Central de la Universidad Nacional del Sur.
Algunos ejemplos y ejercicios de estas notas estan inspirados en otros que aparecen en esta
bibliografia.

o STEWART, J. y REDLIN, L. (2007). Precdlculo: matemdticas para el cdlculo (5ta ed.).
Meéxico D. F., México: Cengage Learning.

o LARSON, R. (2012). Precdlculo (8va ed.). México D. F., México: Cengage Learning.

o FAIRES, J. D. y DEFRANZA, J. (2001). Precdlculo (2da ed.) México D. F., México:
Thomson Learning.

Ademas, sugerimos consultar también las notas y ejercicios de los cursos de nivelacién de
anos anteriores, asi como sus examenes parciales y finales. Varias de las actividades propues-
tas en estas notas fueron tomadas de la “Guia de Ejercicios” del Curso de Nivelacién 2015.
Este material se encuentra publicado en la pagina web del Departamento de Matematica
(www.matematica.uns.edu.ar) en la seccién Ingresantes del Ment Principal.

Notacion

A continuacién presentamos algunos de los simbolos matematicos usados a lo largo de estas
notas, indicando su significado. La definicién, interpretacion y uso de cada uno de ellos se
explicard mas detalladamente a medida que los mismos sean utilizados a lo largo del texto.

Conjuntos numéricos

N  conjunto de los niimeros naturales

Z  conjunto de los ntimeros enteros

@  conjunto de los nimeros racionales

I conjunto de los nimeros irracionales

R conjunto de los nimeros reales
R*  conjunto de los nimeros reales positivos
R~  conjunto de los niimeros reales negativos

R?  plano cartesiano; conjunto de los pares ordenados (z,y), donde x,y son nimeros reales.

1



Relaciones entre conjuntos numeéricos y sus elementos

mayor que
mayor o igual que
menor que

menor o igual que
pertenece

no pertenece

union

D CH™ M /AN ANV V

interseccion
tal que

() conjunto vacio

Operaciones y funciones

~ aproximado
| | seguin el contexto, estas barras pueden indicar:
|a| valor absoluto del nimero a
|AB| medida del segmento AB
d(a,b) distancia entre a y b

A discriminante de la ecuacion cuadratica
f:A— B funcién f definida de A en B, se lee “f de A en B”
f(a) funcién f evaluada en el elemento a, se lee “f en a”
Dom (f)  dominio de la funcién f
Im (f) imagen de la funcién f
fog composicion entre las funciones f y g, se lee “f compuesta con g”

Otros simbolos
(a,b)  dependiendo el contexto, esta notacién puede indicar un intervalo
o un punto en el plano, se aclara debidamente en cada situacion
—>  implica
<= si, y solo si
u.m

unidad de medida

11



Férmulas geométricas

A continuacién recordamos las formulas de area y perimetro de algunas figuras geométricas,

que luego utilizaremos a lo largo de estas notas.

Figura geométrica Area (A) y
perimetro (P)
hi A=b-h,
Rectangulo |
[ — N P =2b+ 2h.
b
b
g BHb)-h
Trapecio 2
P=B+b+a+ec
b-h
A= —,
Tridngulo 2
P=a+b+c
b
2
Circunferencia - A=mr,
Circulo P

v



1 Los numeros reales

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad estudiaremos los siguientes conceptos vinculados al conjunto de los nimeros
reales que indicamos con el simbolo R.

1. Las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién, potenciacién y radicacién, y las
propiedades que las caracterizan.

2. La representacién de R en la recta numérica y la nociéon de valor absoluto.
3. La relacién de orden entre elementos de R.

4. Los subconjuntos del conjunto de los nimeros reales: los nimeros naturales (N), los
enteros (Z), los racionales (Q) y los irracionales (I), y algunas de sus caracteristicas.

5. La racionalizacion de algunos cocientes en los cuales aparecen raices cuadradas en el
\_ denominador. Yy,

1.1 Operaciones elementales. Propiedades

Con la letra R representamos al conjunto de los ntimeros reales. Para indicar que a es un
nimero real, esto es, que a pertenece al conjunto de los niimeros reales, escribimos a € R.

Sobre el conjunto R se definen dos operaciones elementales: la suma (+) y la multipli-
cacién o producto (-). La suma y el producto de dos numeros reales es un nimero real.
Ademas se verifican las siguientes propiedades:

(1) Asociativa. Si a, by c € R, entonces
(a+b)+c=a+(b+c) v (a-b)-c=a-(b-c).

(2) Conmutativa. Si ay b € R, entonces

a+b=b+a y a-b=b-a.

3) Distributiva. Si a, b y C € ]R, entonces
(
a—+ -c=a-c+0-cC y c-(a—+ =c-a-+c-o.

(4) Elemento neutro. Existen dos niimeros reales distintos, el 0y el 1, tales que para cualquier
a € R se verifica
a+0=a (neutro aditivo),

a-1=a (neutro multiplicativo).

(5) Elemento opuesto. Para cada a € R existe un tnico numero real llamado opuesto
(simétrico) de a, y lo escribimos —a, de forma que la suma de estos niimeros es el neutro
aditivo. Esto es,

a+ (—a) =0 (opuesto).



2 Unidad 1. Los nuiimeros reales

(6) Elemento inverso. Para cada nuimero real a # 0 existe un tnico nimero real llamado
inverso de a, que expresamos a~ !, de forma que el producto de estos ntimeros es el
neutro multiplicativo. Esto es,

a-a ' =1 (inverso).

Observacién 1.1.1. Una particularidad del neutro aditivo 0 es que cualquiera sea a € R se
verifica a - 0 = 0. Mas aun, el producto de dos niimeros reales es nulo si, y solo si, uno de ellos
es 0. Simbdlicamente:

a-b=0 <= a=0 06 b=0.

Si bien definimos solo la suma y la multiplicacién de dos niimeros reales, también podemos
hablar de resta (—) y divisién o cociente (:). La resta no es otra cosa que sumar el opuesto
de un nimero. De forma similar, la divisién es la multiplicacion por un inverso. De esta forma,

a—b=a+(-b) y a:b=a-b"",

y esta ultima operacion es valida siempre que b # 0. A menudo escribimos

a
a:b=—,
b
de forma que para el caso particular a = 1 resulta
1
- = 1:0b
b

= 1-b7! (definicién de divisién)
= bt (1 es elemento neutro multiplicativo).

Asi, por ejemplo,

1 2
BA-3-544(3) =24y VEi5=vRstova oY

Para cualquier par de nimero reales a, b, con a # 0y b # 0, tenemos
(a-b)t=alt-bt y (a:0)" =b:a.

Otra propiedad muy utilizada es
a-c a

b-c b
valida para cualquier terna de nimeros reales a,b,c, siempre que b # 0 y ¢ # 0. Esto es
consecuencia inmediata del hecho de que = - 1 = x, para todo x € R. En efecto,

a-c a ¢ a a
bc bc b b
Esta propiedad es la que permite, por ejemplo, simplificar fracciones. Asi
14 2.7 2
21 3.7 3

También esta propiedad es la que usamos al racionalizar expresiones como las que estudiaremos
en la Seccién 1.5.

En la Seccién 1.3 presentamos mas detalles y ejemplos de operaciones con fracciones,
y algunas otras propiedades de los niimeros reales seran introducidas en la Seccién 2.3 al
estudiar la resolucién de ecuaciones. Ademas, en el Apéndice pueden encontrarse propiedades
que completan las aqui presentadas y son de utilidad en la resolucién de operaciones combinadas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 1. Los nuimeros reales 3

1.2 La recta numérica. Valor absoluto

Representamos graficamente el conjunto R en una recta numérica. A cada ntmero real le
corresponde un unico punto sobre la recta y a cada punto en la recta numérica se le asocia un
unico nimero real. Ademds los nimeros reales estdn ordenados. Los simbolos < (menor), >
(mayor), < (menor o igual) y > (mayor o igual) describen el orden entre los elementos de R.
Para cualquier par de nimeros a,b € R se verifica una, y solo una, de las siguientes relaciones

a="b, a<b, a>b.
En el siguiente grafico se muestra la ubicaciéon de algunos ntimeros reales en la recta.

-3,8 -2 -4 0,75 B 7

NN L/

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Vemos, por ejemplo, en este grafico que

23

-3,8< V2 y ™

Presentaremos algunas propiedades de las desigualdades cuando estudiemos inecuaciones en la
Secciéon 2.5.

El orden en R nos permite distinguir entre el conjunto de nimeros positivos (mayores que
0), que indicamos R, y el conjunto de ntimeros negativos (menores que 0), que indicamos
R~. Simbdlicamente,

Rt ={aeR:a>0}, y R ={aeR:a<0}.

El primero de estos conjuntos se lee
“R7T es el conjunto de los nimeros a en R tales que a es mayor que cero”.

Por ejemplo,
—3,8€R™, —V2eR™, 0,75eR" y 7eR".

Observacion 1.2.1. Notemos que si a € R es positivo (es decir, a > 0) entonces su opuesto —a
es negativo (esto es, —a < 0). De la misma forma, si a < 0, entonces —a > 0. Simbdlicamente,
acRt — —acR,
aeR™ = —a€eR".

Ejemplo 1.2.2

Representamos en la recta numérica el conjunto de todos los ntimeros reales menores que
%. Esto es,

4
A:{aER:a<3} 0

wie~L

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



4 Unidad 1. Los nuiimeros reales

Usamos el paréntesis en el extremo % para indicar que ese nimero no pertenece al conjunto
A. Ahora, representamos el conjunto de los nimeros reales negativos mayores o iguales
que —3.

B={peR :b> -3 ; )

-3 0

Usamos un corchete en el extremo —3 para indicar que este ntimero pertenece al conjunto
B y un paréntesis en el extremo 0 ya que 0 ¢ B. Observemos que este conjunto también
puede escribirse de la forma

B={beR:-3<b<0}.

Por tltimo, representamos el conjunto de todos los nimeros reales mayores que —2 y

2
menores o iguales que 1.

5 ( ]

Qn este caso combinamos paréntesis y corchetes para indicar que —g ¢CyleC.

Profundizaremos sobre estas representaciones de subconjuntos de R en la Seccion 2.5
cuando estudiemos inecuaciones.

A partir de la distincién entre niimeros reales positivos y negativos tenemos las siguientes
reglas de signo para la multiplicacién (y divisién).

De esta forma calculamos, por ejemplo,
(—=30): 6 = —5, —— - (=7) = —.

Podriamos preguntarnos si existe una regla de signo para la suma. Es facil observar que
la suma de dos nimeros positivos es siempre un ntmero positivo, y la suma de dos nimeros
negativos es siempre un nimero negativo. Esto es,

a>0y b>0 = a+b>0,
a<0yb<0 = a+b<0.

Ahora, jpodemos afirmar que la suma de un nimero positivo y un niimero negativo es siempre
un numero negativo? La respuesta es no. En otras palabras, la afirmacion es falsa. Como
mencionamos en las Consideraciones generales, para mostrar que una afirmacion es falsa
alcanza con encontrar un contraejemplo. En este caso tomemos un valor de a > 0, por
ejemplo, a = 3 y un valor de b < 0, por ejemplo, b = —1. Con estos valores obtenemos

—3 iti
(positivo) —  a+b=3+(—1) =2 (positivo).
b= —1 (negativo)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 1. Los nuimeros reales 5

Mostramos asi, con un contraejemplo, que la suma de un niimero positivo y uno negativo no es
siempre un nimero negativo. De la misma forma podemos mostrar que la suma de un ntimero
positivo y uno negativo no siempre es un nimero positivo. Podemos considerar, por ejemplo,
un valor de @ > 0, en particular a = 3, y un valor b < 0, por ejemplo b = —9, de forma que

=3 iti
(positivo) —  a+b=3+(—9) = —6 (negativo).
b= —9 (negativo)

De estas observaciones concluimos que no existe una regla de signo para la suma.

Otro concepto relacionado con los niimeros reales es el de valor absoluto. El valor absoluto

de un numero real se asocia con la distancia de dicho ntimero al 0. Al valor absoluto de ¢ € R
lo escribimos |a|. Asi,

12,7 =2,7 ytambién |—2,7|=2,7.

Graficamente se observa que la distancia de ambos nimeros a 0 es la misma.

—2.7 0 2.7
La definiciéon formal de valor absoluto estda dada por

g = a, si a=0,
—a, si a<O.

Para cualquier a,b € R se verifican las siguientes propiedades:
(1) lal =0,
(2) la- b =a]-[b],
(3) |- al = lal.
Ademas, el inico niumero real cuyo valor absoluto es cero, es el cero. Simbdlicamente se escribe
la|]=0 <= a=0,
y se lee: El valor absoluto de a es igual a cero si, y solo si a es cero.

Ejemplo 1.2.3

Veamos cémo representar en la recta numérica todos los niimeros reales cuyo valor absoluto

es menor que 2. Al conjunto de estos nimeros, que vamos a llamar A, lo podemos escribir
como

A={aeR:|a| <2}
Los ntiimeros a que estan en A deben cumplir dos condiciones:

¢ Ser menores que 2. Es decir, a < 2.

© Ser mayores que —2. En decir, a > —2.

Asi encontramos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



6 Unidad 1. Los numeros reales

L A\
\ Y

-9 0 2

Ahora representamos el conjunto B de los niimeros reales cuyo valor absoluto es mayor o
igual que 2. Simbdlicamente, B = {b € R : |b] > 2}. Los elementos de B deben cumplir
dos condiciones:

o Ser mayores que 2. Es decir, b > 2.

¢ Ser menores que —2. En decir, b < —2.

En la recta numérica, este conjunto es

] . [
] . L

\ -2 0 2

La representacién de conjuntos numeéricos en la recta volvera a estudiarse en la Seccion 2.5
cuando representemos graficamente las soluciones de inecuaciones. Veremos también en dicha
seccion, como expresar estos conjuntos usando notacion de intervalos.

A partir de la nocién de valor absoluto introducimos la nociéon de distancia. Si a,b € R,
definimos la distancia entre a y b de la forma

d(a,b) = |b— al.
Asi, por ejemplo, la distancia entre —3 y 2 es
d(—=3,2) =|2—(-3)| = 5.
Propiedad de la distancia. Para cualquier a,b € R, se verifica
d(a,b) = d(b,a).

Esta propiedad es sencilla de demostrar, y lo haremos usando las propiedades ya enunciadas.
Esta estrategia de demostracion se describié en las Consideraciones generales. A partir de
las propiedades (2) y (3) anteriores resulta

&) ®3)
d(a,b) = [b—a| =[(=1)- (e =b)| = | =1] - |a =b] = |a = b] = d(b, a).

Para pensar 1

Supongamos que x,y,z € R son tales que la distancia de z a y es positiva, y es igual a la
distancia de x a z. ;Qué se puede decir de la distancia entre y y 27

1.3 Subconjuntos de R

Dentro del conjunto de los nimeros reales podemos distinguir algunos subconjuntos particu-
lares.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 1. Los nuimeros reales 7

1. Nimeros enteros (Z)
El conjunto de los niimeros enteros esta formado por los nimeros naturales (N), también
llamados enteros positivos (ZT), los enteros negativos (Z~) y el elemento neutro.
Simbdlicamente

Z=7 U{0}UZ".

2. Nimeros racionales (Q)
Los ntumeros racionales se forman a partir del cociente entre dos niimeros enteros.
Simbodlicamente

QZ{%ER:m,nGZ,n#O}.

Notemos que el cociente entre dos ntimeros enteros puede ser exacto (es decir, al dividir
el resto es cero), como por ejemplo
12
=
y entonces el niimero es también entero, o bien el cociente es una expresién decimal no
entera (el resto de dividir el numerador por el denominador es distinto de cero). A su
vez, estas expresiones decimales pueden ser

—2,

o finitas: 3 1
- =0,75 —— =-1,375
4 Y ) 8 Y Y
¢ periédicas puras:
~ 2 —
Z:2,Z’>Z’)3...:2,3, —3:2,090909...:2,09,
3 11
¢ periodicas mixtas:
7 - 35 -
- =1,1666...=1,16 — =1,02777...=1,027
6 J J 9 36 9 Y Y
21 —
i —0,47727272 ... = —0,4772.

3. Nimeros irracionales (I)
Los numeros reales que no se pueden expresar como cociente de dos nimeros enteros
forman el conjunto de niimeros irracionales. La expresion decimal de un ntimero irracional
no es finita ni periédica. Por ejemplo, 7w, v/2, v/3 y 2+ 37 son ntmeros irracionales.

Tenemos asi el siguiente esquema
N : Naturales
Z : Enteros<¢ 0: Cero
Z~ : Enteros negativos

Q : Racionales Distintas expresiones decimales:

R : Reales Finitas

Racionales no enteros o
Periddicas Puras

Periodicas Mixtas

I : Irracionales

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



8 Unidad 1. Los numeros reales

Ejemplo 1.3.1
Hallemos en cada uno de los siguientes casos los ntimeros que verifican las condiciones
indicadas.

1. Todos los niimeros enteros mayores que —5 y menores o iguales que —1.

2. Cinco numeros racionales mayores que % y menores que 2.

3. Tres numeros enteros negativos cuyo valor absoluto sea mayor que g

Para responder a estas consignas puede ser ttil representar la situacién en una recta
numeérica.

SRR

1‘ _ _ _ —1. + 4 4 4 4 +
43 -2 -1 -5 -4 -3 -2 -1 0

— -

>
o
—> - O|ut
—> . Aot
— " W

3. —5,-16,—32. : :

[ Para pensar 2 \
1.

JEs cierto que el tinico nimero racional entre 2,1 y 2,3 es 2,27
2. ;Es posible indicar todos los niimeros racionales mayores que 1 y menores que 2s7

3. ;Cuantos ntimeros enteros tienen valor absoluto menor o igual que 47 ;Y cudntos natu-

\ rales cumplen esa condicién? )

Algo mas sobre nimeros racionales

Un mismo nimero racional tiene muchas formas de representarse. A estas distintas representa-
ciones se las llama fracciones equivalentes. Asi,

9 3 6 30

157 57 107 50
son fracciones equivalentes porque todas representan al mismo nimero racional. La propiedad
que nos asegura que todas estas expresiones corresponden al mismo nimero es la presentada al
final de la Seccién 1.1: dividiendo o multiplicando numerador y denominador por un mismo
nimero obtenemos fracciones equivalentes. Usando esta propiedad encontramos
9 53

15 5

%

6 3 30
)

3
5107

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 1. Los nuimeros reales 9

y vemos asi que estas son todas fracciones equivalentes. Usando esta propiedad simplificamos
fracciones,

[\]

24 5 12

30 15

36 .5 1

31254
45 1 5

4
57

Para sumar (o restar) fracciones debemos buscar un denominador comin. Recordamos esta
operacion con algunos ejemplos:

2 2 6 4
o - —2="_-=_=
3 3 3 3
7 3 14 3 14+3 17
<>——‘—7:— — = = —,
2 4 4 4 4 4
2+3_4+}5_4+w_19
5 2 10 10 10 10

La multiplicacién de fracciones se resuelve multiplicando numeradores entre si y denomi-
nadores entre si. Adema&s debemos tener en cuenta que en algunos casos podemos simplificar
expresiones. Por ejemplo,

4 2 4.2 8
e =

3 7 3.7 21

5 5.3 5-3 5
o Z.3=°2_°“""°_°

6 6-1 2.3 2

La divisién entre fracciones la resolvemos multiplicando por el inverso multiplicativo. Esto es,
4 11 4 2 4.2 8
®5'2 75 11 5-11 55
5 9 15 2 15-2  3-5-2 5
82 8 9 8.9 Z.4-3-3 12
Recordemos, a partir de ejemplos, cémo se resuelven algunas operaciones combinadas entre
niumeros racionales, y la manera correcta de simplificar las expresiones obtenidas.

Ejemplo 1.3.2

Resolvamos paso a paso algunas operaciones entre niimeros racionales.

-1
. _o9_ 3_2.<4> _ _2_{3_2.55}_2_{3_5}
7 5 \25 7 B 2-2 7 2
o, 6-35_ 29 .42 1
N 14 14 14 14
1+1 —3+1 )
_1+3—1 — 3 3 ?
S [ s R
24 = !
3 3 3
2 2 2 9
2Tl
3°3 3 7 7 7 7

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



10 Unidad 1. Los numeros reales

15
3 4 _15.40 153 33 3 33 9
40 473 4 40 4 8.3 4-8 32

3

Notemos que en el segundo paso de este ultimo ejemplo habria sido un error simplificar el
denominador 4 con el numerador 40, y también seria erréneo simplificar el numerador 15
Q)n el denominador 3.

A continuacion resolvemos algunos célculos entre niimeros reales e indicamos el subconjunto
de R al cual pertenece cada resultado.

Ejemplo 1.3.3

El resultado del siguiente calculo,

4 1 6 3
_4—1.‘_2’:_.‘_ S ——
5 4 5 10 0.3,

es un numero real que también es racional. Se trata de una expresién decimal finita.

En el siguiente calculo obtenemos

14 ( 6 )1 14 7
— | = =—— == -4
3 (=7) 36

es un numero real que también es racional y entero. Mas aun, es un entero negativo.

Ahora, si resolvemos

31 — E_l _1:\‘72_21:\9/_5:_\3/5
21 7 8 8 27

encontramos un numero real e irracional.

Por 1ltimo, el resultado del calculo

23 — (2\/5)1_1)1:2f—(2\/§—1):1,

@ un nimero real que también es racional, entero y natural.

Gara pensar 3 \

.Son vélidas las siguientes igualdades para cualquier par de nimeros reales a,b distintos de
cero?

SHISAS
|

y (i)

0 5=7

SUESTES]
SIS F)

\Nota: Esta actividad esté relacionada con el ejercicio 8 de las actividades de esta unidad. J

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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[ Para pensar 4 \

Mostrar que las igualdades

: a a
(i) b+c_6+

a

|

. y (ii) e

1
b
no son validas en general. Para cada una de ellas, encontrar tres nimeros a, b y ¢ que las

verifiquen. jEs posible encontrar otros?

Nota: Esta actividad esta vinculada con lo propuesto en el ejercicio 9 de las actividades de esta
unidad.

1.4 Potenciacion y radicacion. Propiedades

Sia € Ryn €N, definimos la potencia n-ésima de a como

at=a-a- ... a.
—_———
n veces a

El ntimero a se llama base de la potencia y n es el exponente.

Sia,beRym,n €N, tenemos las siguientes propiedades de la potenciacion
(P1) a™™™ =a™ - a",
(

(P3) (a-b)™=a™-b",
(P4) (a:b)"=a™:0b", si b#0.

Sia # 0, extendemos la definicién de potencia para n = 0 y para potencias enteras negativas
a = 1,

1 n
a " = (a_l)":(> = —, paratodo ne€N.

3

Observacién 1.4.1 (Signo de las potencias). Como consecuencia de la regla de signo para la
multiplicacion, podemos dar una regla para la potenciacion.

Si a > 0 entonces a™ > 0 para todo n natural.
Si a < 0 entonces hay dos posibilidades: a™ < 0 si n es impar 6 a” > 0 si n es par.

Por ejemplo,

©20=2.2.2.2=16 (base positiva —  resultado positivo)
o (-1 = (-1) (1) (-1 (-1)- (-1 - (-1) =1
positivo positivo positivo
o (=3)7=(=8) (=3)(-3) = —27
—_——
positivo

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



12 Unidad 1. Los nuiimeros reales

Ejemplo 1.4.2

Aplicando propiedades podemos simplificar la siguiente expresién
(-4 TP (=2-7)7F TP (1) .270 .78

(10-2)3.5% ~ (2.5)6.54 —~  276.5°6.54
7273 . 273+6 771 . 23 23 . 52

\ :_WZ_ 5—2 = 7

Para a € R y n € N, definimos la raiz n-ésima (principal) de a como el nimero real
positivo b que verifica

Ya=b si b =a.
El valor n se llama indice de la raiz.

Si @ = 0 tenemos /0 = 0 para todo n € N, ya que 0" = 0 para n € N. Si a < 0 solo existira
una raiz real n-ésima para valores de n impares. Sin es par, resulta que b" es positivo para todo
b # 0 (ver la Observacién 1.4.1) y por lo tanto, no existiréan raices reales con indice par de
nimeros negativos. Veamos a partir de algunos ejemplos las distintas situaciones presentadas.

o Sin es impar la raiz real de a existe y tiene el mismo signo que a. Por ejemplo,

V27 =3 pues 3%=27,
V=32=-2 pues (—2)°=-32.

o Sinespary a es positivo, la raiz existe y es positiva. Por ejemplo, v/9 = 3 ya que 3% = 9.

o Sin es pary a es negativo no existen raices reales de a. Por ejemplo, no tenemos solucién
real para v/—16 ya que no existe b € R tal que b* = —16.

Observacion 1.4.3. De la definicién de raiz n-ésima resulta que, si n es par, v/a" = |a|. Por
ejemplo, paraa = -3y n = 2,

V= Vi=3=|-3

Sia,b € Rt ym,n,s €N, entonces se verifican las siguientes propiedades de la radi-
cacién para reales positivos

(R1) Va b= Vai/b
(R2) /a™ = (y/a)"
(R3) {/va= ¥/a

(R4) "ams = fam

Si a < 0, las propiedades anteriores son validas solo si consideramos indices n y s impares.
Esta restriccion de indices permite asegurar que cada una de las raices existira.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Ejemplo 1.4.4

Combinando las propiedades (R1) y (R4) podemos calcular
; (2) : (2) _a (2) ? (ra) \[
5) ) 5)
NGRS () "
~V\5/) 5 5 25'

Notemos que no podemos proceder igual si en lugar de % tenemos —%. En tal caso, el primer
factor no tendria solucién real y en el segundo factor no se puede aplicar la propiedad en
forma directa pero se puede calcular la raiz. Esto es,

9
o <—§> no tiene solucién en R,
2 2 2
A = e (Y =) = 2
\ 5 5 5 5

Para pensar 5

;Existe algiin z € R que verifique 22 = 5?7 Si existe, jes el tinico? ;Y existe algiin z € R que
verifique 22 = —5?

En los siguientes ejemplos resolvemos, paso a paso, operaciones combinadas.

\3/12—2 / 2 3
o {272+ \/—++\/_ _Z_Z+3_§

1 ) 1
o \‘%(—2)—2 - — = \4/4 T C/_16 — 1no es posible resolver este calculo en R.

A partir de las definiciones de potenciacién y radicacion presentadas definimos la potencia
de exponente racional, para a € Ry m,n € N, como

La segunda igualdad nos indica que la potencia de exponente ™ existira si la raiz n-ésima esta
bien definida. Asi, si n es par, la base a debe ser positiva o cero para que esta operacién esté
bien definida en R. Si n es impar la operacion esta bien definida para cualquier valor de a € R.

Ademas, podemos extender la definiciéon anterior para exponentes racionales negativos. Si
a# 0y m,n € N, entonces
1
Tm -
0

a

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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14 Unidad 1. Los nuiimeros reales

Las propiedades de la potenciaciéon (P1), (P2), (P3) y (P4) son validas para potencias
de exponente racional siempre y cuando todos los términos existan. Como sucedié con las
propiedades de raices, si la base es negativa las propiedades son validas si agregamos algunas
restricciones sobre los exponentes. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.4.5

Si las bases son positivas, entonces todas las propiedades de potencia son validas para
cualquier exponente racional.

ol
[N

31+: .5

. 313 52.31 ' ' 5

—~
w
L
~—
|
=
é‘
(@)
w
w
L
i
SIS N
~—
w
N
ot
N|w
I
w
]
[
=
ot
NJjw
&
I
w
(S
I
[N
I
\

Si alguna base es negativa, podemos usar propiedades siempre que el denominador del
exponente racional sea impar.

W=

U CDF (7P (=) = DR 12 (1= (R = () = YT

/ Para pensar 6 \

i Son validas las igualdades
Va+b=vVa+Vb y (a+0b)>=d>+10

para cualquier par de ntimeros reales a,b? ;Existen pares de nimeros a,b € R que verifiquen
alguna de estas igualdades?

Nota: Esta actividad esta relacionada con lo propuesto en el ejercicio 5 de las actividades

Q)lanteadas al final de esta unidad. )

1.5 Racionalizacion

En ciertas expresiones en las que intervienen raices es conveniente transformar el numerador o
el denominador en un niimero entero.

Dos férmulas, que estudiaremos con mas detalle en la siguiente unidad, son de utilidad en
estos casos. Ambas se verifican aplicando la propiedad distributiva.

1. Cuadrado de un binomio.

(a+0)°=(a+0b)-(a+b)=a*+2ab+ b

2. Diferencia de cuadrados.
(a+b)(a—0b)=a®—b.

Veamos cémo racionalizar expresiones por medio de los siguientes ejemplos.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 1. Los numeros reales 15

Ejemplo 1.5.1

Consideremos dos casos en el que tenemos solo una raiz en el denominador. En el primer
caso la raiz es cuadrada, es por eso que multiplicamos numerador y denominador por esta
misma raiz.

2—-v13  (2—-V13)-v3 2V3-V13-3  2v/3-39
V3 V33 3 3
Es importante recordar que al multiplicar por un mismo niimero el numerador y el deno-

minador de una expresion racional, esta expresiéon no cambia. Vimos esta propiedad al
final de la Seccién 1.1.

En el segundo caso la raiz es cibica. Si bien en las actividades solo se racionalizaran
raices cuadradas, presentamos este ejemplo a modo ilustrativo dado que la estrategia es
similar a la presentada en el caso anterior. Para que una raiz cubica se simplifique debemos
multiplicar numerador y denominador por el cuadrado de dicha raiz.

5475 (5+V5)-(V2) 5 VA+ 5V
- 2 (v >

Ejemplo 1.5.2

Veamos ahora dos casos en los que tenemos en el denominador una suma (o resta) con
raices. La estrategia es la misma en ambos casos: obtener una diferencia de cuadrados en
el denominador.

3v2-1  (3v2-1)-(vV2+2)

Y Vi T (V-9 (vae)
3(vV2)2—V2+2-3v2 -2
(V2)? — 22
_ 645v2-2
B 2—4
4452 5
- T:—z—i\/i
N V3—-v2  (V3-Vv2)- (V3-V2)

V3+v2 (VB V2) - (V3—V2)
(V3)® —2v3-v2 4 (v2)?
(V3)2 = (vV2)?
3—2v6+2
3—2

\ = 5-26.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Actividades

(
2. (a

1. Expresar los siguientes conjuntos usando notacién de conjunto y representarlos en una

recta numérica.

(a) El conjunto de todos los niimeros reales menores o iguales que 4.

(b) El conjunto de todos los ntimeros reales negativos mayores o iguales que —§
¢) El conjunto de todos los niimeros reales mayores que —3 y menores que 3.
) Resolver las operaciones indicadas en cada caso
i. a=6,b=2 — Ja+b =....... la —b] = ..o
la] + |b] = oo la] — |b] = oo
2 5
ll a=§,b=§ — |a+b|: ............ |a—b|: ............
la| + 6] = oo la| = [b] = oo
12
iii a:2,b:—€ — Ja+bl= ... la —b] = ...
la| + 0] = oo la| = [b] = oo

(b) Observando los resultados encontrados en el inciso anterior, ;podemos decir que para
cualquier par de nimeros reales a, b valen las igualdades

la+0bf =lal+ b y |a—b]=lal— b7

3. Indicar a qué conjunto/s pertenece cada uno de los siguientes nimeros.

() 5 () V7. () V=8,
(b) /36, (f) —2,01, (i) =117,
)
)

) @)~ o (-2)

4. Para cada afirmacion, indicar si es verdadera (V) o falsa (F) y justificar.

(a) Todo ntimero real es racional. (h) El inverso de un nimero natural nunca
(b) Todo niimero natural es entero. es un numero natural.

(c) Todo ntimero entero es racional. (i) El inverso de cualquier racional dis-
(d) Todo ntimero real es irracional. tinto de cero es un racional.

(e) Existen nimeros naturales que no son (j) El opuesto de cualquier niimero entero

racionales. slempre es negativo.

(f) Existen niimeros racionales que no son (k) El opuesto de cualquier nimero natu-
enteros. ral es un entero negativo.

(g) El inverso de cualquier nimero entero (1) Los ndmeros reales opuestos tienen el
es un nuimero entero. mismo valor absoluto.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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5. Escribir, en cada caso, todos los nimeros enteros
(a) mayores que —101 y menores que —97,

(b 25

) mayores o iguales que —17 y menores que -5
(c) menores o iguales que 2 y mayores o iguales que —/5,
(d) cuyo valor absoluto es menor o igual que 5,

(e) cuyo valor absoluto es menor que 7.

6. Representar en una recta numérica los siguientes conjuntos. Expresar con palabras de
qué conjunto se trata.

(a) A={aeN:a>3}. (C)C:{C€Z;,0|<z}'
(b)B:{beR*:ng}. (d)D:{reR:|r\>;}.

7. Las expresiones indicadas a continuacién no son verdaderas. Marcar los errores cometi-
dos y hallar el resultado correcto.

(a) 2—3-(4-248) =—1-16 = —16,
(b>-22+4—1_ 44—i<_17_( 17)__ 1
—235—2-1  —8—-1 47 2 2’

1 9 21 3\ 21 7
—H——| 1+ ==|-——7|:{1+-|=—:-=60.
(©) ‘ 21V T 16 ‘ 2 ( ‘+'4> 3470

8. Sean a, b, ¢ tres niimeros reales no nulos. Indicar en cada caso a qué es igual la expresion
de la izquierda.

QI olole
OIS >
e o e

9. Mostrar con un ejemplo que las siguientes igualdades son falsas en general, para nimeros
a,b,ceR.

(a) (a+0b)*=a+1? (d) Va+b=Ya+ Vb,

(b) a—b=0b—a, 1 11
<C>G—(b+6):a—b+0, (e) a+bza+5’ a,b# 0.

10. Simplificar cada una de las siguientes expresiones.

; | @) i ) 3 ;l (©) 175 | 6:1

4_1:g S
3 2

27

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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11. Resolver utilizando la definicién y las propiedades de la potenciacion y radicacion.

(a) 271 - 273 . 974, . AN
2 0 (2) <5(—4)3¢(—4)5' - ) ,
oy ety

(c) (771:77%) 772, (h) (7 3;-7—2: (; 2>§,
(

(d) V2-v2-v2,
5 .
(@ (VV5-V5) )
4
1 2 4 1 7 ( )
LA )
(f) ((3) :V3 ) ; (\8/5\?/3)6
12. Sean a,b € R, simplificar las siguientes expresiones aplicando propiedades.
a? - b)i - /b5 a-Va®-b
@ A (h) S
az -

Vo va- b3
13. Mostrar la validez de las siguientes igualdades sin utilizar calculadora.
21319
(a) ( \/§> +H(\/§) } } — 2,

\/5999 + 5999 + 5999 + 5999 + 5999
(b) \3/51.493 +51.493 +51.493+51.493+51.493 -

96

14. Calcular el valor exacto sin utilizar calculadora.

(a) =6-3—(=5)-[-9:(=3)],

(b) (—126+4) :4_(2__45-2+2),

(c) (3%)° = [(=2)"]" + (-5%).

(f) 3(_515+3—3>—2: 1—1

15. Efectuar las siguientes operaciones e indicar a qué conjuntos numéricos pertenece el re-
sultado.

@) V2 _BE8V2 (@) (~vE-va) -

(b) —ﬁ—5—2-<3—ﬁ>, (e) (\/S—x/é)-(ﬁJrﬁ)-;,

>
() 2+ (1+2v3) — (V5 —2), () (VB+v2) = (V8- v2)",

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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16. Haciendo uso de las férmulas elementales de la geometria, calcular en forma exacta el

17.

area y el perimetro de las siguientes figuras.

A
(a) ABC es un triangulo isésceles, B
|AC| = 12V/3 cm,
|AB| = |BC| = 10/3 cm. A C
A B
(b) ABCD es un rectangulo, I
|AB| = 4v/2 cm, L
|BD| = 5v/2 cm. -
D C

(c¢) Los puntos A, B,C' estan sobre la
circunferencia de radio r = 3

Racionalizar las siguientes expresiones y, cuando sea posible, operar algebraicamente hasta
obtener una expresion mas simple.

2v8 - v2 ©

Jis —2
2\/_?/1\/57 (f) 3‘3/_\6/;5\2/57

12

1\ Vi—V5 VT+45

@ (v2+5) ® G Vi—vE
1 () 2¢§—1_ V12

1+v3  1-V3

(a)

(b)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.






2 Expresiones algebraicas. Ecuaciones. Inecuaciones

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad vamos a estudiar distintas expresiones algebraicas y algunas operaciones
definidas entre ellas. Los principales conceptos que desarrollaremos son los siguientes.

1. Definicién de expresién algebraica y operaciones (suma y multiplicacién).
2. Factorizacién y simplificacion de expresiones algebraicas.

3. Resolucion de distintos tipos de ecuaciones e inecuaciones.

\_ 4. Planteo y resolucién de problemas usando ecuaciones e inecuaciones. )

2.1 Expresiones algebraicas. Operaciones

Las expresiones matematicas en las cuales se combinan nimeros, letras y operaciones se de-
nominan expresiones algebraicas. Una expresion algebraica permite expresar una relacion
o una operacién entre distintos valores numéricos pero de manera general. Las férmulas, las
ecuaciones y los polinomios se presentan a partir de expresiones algebraicas. Por ejemplo,

2ab* — 3a + b*

es una expresion algebraica. Los nimeros 2, —3 y 1 son los coeficientes de los términos ab?,
a y b?, que forman la parte literal de la expresién.

Llamamos términos semejantes a aquellos términos que tienen las mismas letras con las
mismas potencias (es decir, la misma parte literal). Asi, 4ry® y —2y3x son términos semejantes,
mientras que —2ab? y 3a?b no lo son.

La suma de dos expresiones algebraicas se realiza sumando los coeficientes de los términos
semejantes. Asi, por ejemplo,

o 2a?b + ab + 3ba — 6a*b = —4a*b + 4ab,
o l—ay+2xz—3+4vz —2y = -2 — 22y + 622.

La multiplicacién de expresiones algebraicas se realiza aplicando la propiedad distribu-
tiva, haciendo uso de las propiedades de la potenciacion y por tltimo sumando los términos
semejantes. Asi, por ejemplo,

3
2

9 5 3

o (b—3ab) - (2a+ §> = 2ab + ~b — 6a*b — éab = —éab—l— §b— 6a*b,

2
o (2% 4+ 2y) - (y — 32?%) = 2%y — 3z + 2y% — 62%y = —dr’y — 3t + 242
2.2 Factorizacién

Factorizar una expresion algebraica consiste en expresarla como producto de nuevas expresiones
mas simples. En esta unidad vamos a estudiar solo algunos casos de factorizacién. En la

21
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siguiente unidad, al estudiar polinomios, veremos otros casos de factorizacion.

1. Factor comin.

En la expresién ab® + 2a*b? — 3ab?, el factor ab® aparece en todos los términos, por lo que

podemos expresar
ab?® + 2a*b* — 3ab® = ab® - (1 + 2a — 3b).

En el siguiente ejemplo, el factor comtin es 2a%b
2a°b — 6a*b*c + 8a’b?c = 2a%b - (a — 3b>c + 4abc).
2. Trinomio cuadrado perfecto <— Cuadrado de un binomio.
La forma general de un trinomio cuadrado perfecto es
a® + 2ab + b* = (a + b)*.
Verificamos que estas expresiones son equivalentes aplicando propiedad distributiva
(a+b)?=(a+b) (a+b) =a*+ab+ba+b*=a®+2ab+V*.

Por ejemplo, podemos factorizar los siguientes trinomios,
o 4x? — 122 +9 = (22 — 3)%,
o 2522yt + 10xy?z + 2% = (bay® + 2)2

Sin embargo, el trinomio m? — 2mn + 9n? no es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Diferencia de cuadrados <— Suma por diferencia.

La forma general de una diferencia de cuadrados es
a>—b*=(a+b) (a—1b).
Veamos que efectivamente estas expresiones son iguales
(a+0b)-(a—b)=a* —ab++ba—b* =a® — b
Por ejemplo, podemos factorizar

2507 — y?2t = (5 + y2?) - (b — y2?).

[ Para pensar 7 \

1. ;Qué término se podria agregar (sumar o restar) al binomio 9p? — 12pq para que sea un
trinomio cuadrado perfecto? ;Y para el caso del binomio y? + 16247

2. ;Es posible factorizar la expresién a?> — 2 como suma por diferencia? ;Y la expresién
a— 2, para a > 07

Nota: Estas preguntas se relacionan con los ejercicios 3 y 4 de las actividades propuestas al
Qinal de la unidad.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Expresiones algebraicas racionales. Simplificacion

Las operaciones con expresiones algebraicas racionales son similares a las operaciones entre frac-
ciones. De esta forma, para sumar dos de estas expresiones debemos factorizar el denominador
y encontrar un denominador comun.

Ejemplo 2.2.1

Resolvamos la siguiente suma.

a? n a+9 o a? n a+9 B
a?+3a  a?+4+6a+9 ala+3)  (a+3)?
ala+3)+a+9—(a+3)?
(a+3)?
a?+3a+a+9— (a*+6a+9)
(a+3)?
A tda+ 94 —6a-9 2

(a+ 3)2 (e +3)%
\

1

También la multiplicacion y division de expresiones algebraicas racionales es similar al caso
de las fracciones. Para simplificar expresiones debemos, en primer lugar, factorizar numeradores
y denominadores.

Ejemplo 2.2.2

Veamos cémo simplificar la siguiente expresion.

a® + 6ab + 9b®  a®b + 3ab? (a+3b)2 ab- (a+3b)

a?—(3b)2 " 6b—2a L—g  2-(3b—aq)
a+3b ab
e 2:(3b—a)

(a4-30) - (9ab%) ab
(3b—a) - (3b+a) 2-(3b—a)
92 oAb
B 2 D

\

2.3 Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que aparece un valor
desconocido llamado incognita. Resolver una ecuacion significa encontrar, si existe, el valor
de esta incognita, es decir, un valor real que hace verdadera la igualdad. Las ecuaciones pueden

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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no tener solucién, o bien tener una, varias o infinitas soluciones.

Para resolver ecuaciones usamos algunas propiedades de los nimeros reales. Dos de ellas
son

(1) Propiedad uniforme de la suma. Sean a, by ¢ € R, entonces

a=1"b <= at+c=0b+ec.

(2) Propiedad uniforme de la multiplicacion. Sean a, b, ¢ € R, ¢ # 0. Entonces

a="b < a-c=b-c.

Asi, por ejemplo,

¢ La primera propiedad nos permite resolver

/—/aH /'/b\ /—/GIR /'/C‘\ : /-/C‘\
r+7=2 = xz+T7+(-7=2 +(-7) = z=-5

¢ La propiedad de monotonia del producto nos permite resolver

a b a c b c
AN A= A~ S e A
6r =10 =— @z  -677="10 -6 —= z=—="_.

Estos procedimientos no son mas que la justificacion formal de lo que habitualmente se hace al
resolver ecuaciones. En lenguaje coloquial dirfamos: "despejamos la incognita pasando términos
o factores de un miembro al otro”.

Ejemplo 2.3.1

Veamos tres ejemplos que ilustran las distintas situaciones con que podemos encontrarnos.

1. Resolviendo la siguiente ecuacion obtenemos

2(1—(13\/3:4—3) = r+3

1

2 = g\/x+3+\/x+3
4

2 = g\/l’"—?)

3

9

3

—_ — €T
4 )

encontramos asi que esta ecuacién tiene una tinica solucién en R.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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2. Al operar algebraicamente sobre la siguiente igualdad

1
2<I—2>+$ = 7—2(4—x)

(]

1 5
2x—3+§x = 7—10—1—533
5 5

51‘—3 = —3+§a:,

encontramos que esta ecuacién es valida para cualquier valor de x € R, asi la
solucion es el conjunto R. Esto se conoce con el nombre de identidad.

3. La siguiente es una ecuaciéon que no tiene solucion en R.

(p+3)?2—=3p = 3p
pP?+6p+9—3p = 3p
p? = —9.

\ Esta ecuacién no tiene solucién en R dado que si p € R entonces se tiene p* > 0.

Una vez resuelta una ecuaciéon podemos verificar si la solucién encontrada es la correcta.
Para esto, al reemplazar con el valor hallado en cada miembro de la ecuacion debe resultar una

identidad.
Ejemplo 2.3.2

Tenemos que z = —% es solucion de la ecuacién del primero de los ejemplos anteriores.

Para saber si la solucion es correcta reemplazamos este valor en ambos miembros de la
ecuacion. Por un lado

1 [ 3 1 3y 3
2(1—=4/-2 =2(1-2.2) =2
( 6 4+3> ( 6 2) 2

[ 3 3

\Luego la solucion encontrada es correcta.

Mientras que por otro lado

/ Para pensar 8 \

Resolvemos la ecuacion
(Vr+3? -6y = 5
r 67T +9 =637 = 5

x = -4,

Qf encontramos que x = —4 es la solucién. ;Es esto correcto? J

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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2.4 Algunas ecuaciones particulares

La ecuacién cuadratica

Una ecuacién cuadratica es una ecuacién de la forma
ar’ +bx+c=0, abceR, a#0.

El valor A = b* — 4ac se llama discriminante de la ecuacién cuadratica, y nos indica la
cantidad de soluciones que tiene esta ecuacion en el conjunto de los niimeros reales.

o Si A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
o Si A =0, la ecuacién tiene una unica solucion real.

o Si A <0, la ecuacién no tiene solucién en los reales.

Existe una férmula resolvente para esta ecuacién, valida siempre y cuando A > 0. Las
soluciones de la ecuacién ax? + bz + ¢ = 0 estdn dadas por

_ —b+Vb? —dac —b — Vb2 — 4ac
N 2a ’ '

To =
2a

T

Observemos que si A = 0, resulta que 1 = x5, y asi es que en este caso encontramos una tnica
solucion real.

Si existen soluciones x1, s de la ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, entonces podemos
) b
expresar el miembro de la izquierda en forma factorizada

az® + bz +c = a(z — 1) (x — 22).

Ejemplo 2.4.1

Consideremos la ecuacién 3z + 3z — 6 = 0. En este caso a = 3,b = 3,¢c = —6, y el
discriminante es

A=3*-4-3.(—6)=81>0.

Luego esta ecuacién tiene dos soluciones reales distintas dadas por

—34++/81 —3—4/81
— — 17 T =

I = = = —2.
2-3 2-3

Asi, podemos también dar una factorizacién de la expresién 322 + 3z — 6,

\ 322 + 31— 6 =3(z — 1)(z — (—=2)) = 3(z — 1)(z + 2).

Observacién 2.4.2. Las soluciones de la ecuacion cuadratica y la forma factorizada de la
expresion algebraica correspondiente, nos seran de utilidad en la siguiente unidad, cuando se
estudie la factorizacién de polinomios de segundo grado, y también en la Unidad 7 donde

estudiaremos en detalle la funcién cuadratica.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Ejemplo 2.4.3

La ecuacién
2t — 1122 4+18=0

puede resolverse usando lo visto para ecuaciones cuadraticas. Si llamamos 22 = u resulta

que 2t = (22)? = u? y asf la ecuacién planteada se transforma en

u?—11lu+18 = 0.

Esta es una ecuacién cuadratica con incégnita u. Resolvemos esta ecuacion con la férmula
presentada anteriormente. Para este caso,

a=1,b=-11,c=18 = A= (=112 —-4-1-18=49>0,
y encontramos dos soluciones

11 + V49
== =9

_ 11-+/49

=2
2

U Uz

Para hallar las soluciones « de la ecuacién inicial, recordemos que llamamos 22 = u y asf

w=9 —= =9 — r1 =3, Tyg=—3
Uy =2 — =2 = 333:\/5, 33’4:—\/5.

Encontramos asi cuatro soluciones 1 = 3, xo = —3, x3 = \/§, z, = —/2 de la ecuacién
inicial.

Ecuaciones como del ejemplo anterior reciben el nombre de ecuaciones bicuadraticas.
La estrategia de sustituir la incognita por una nueva expresion suele ser muy util en diversos
casos. Veremos mas ejemplos en la Unidad 3 al estudiar raices de polinomios, y en la Unidad
8, cuando resolvamos ecuaciones trigonométricas.

Resolucion de ecuaciones factorizadas

Un caso de interés es aquel en el que tenemos una expresion factorizada e igualada a cero. Este
tipo de ecuaciones se resuelve teniendo en cuenta la Observacién 1.1.1.

Ejemplo 2.4.4

Veamos cémo resolver la ecuacién (z — 3)(2 — 3z + 22) = 0. Por la Observacién 1.1.1
sabemos que

(r—-3)2-3z+2*)=0 <= 2-3=0 6 2-3x+2°=0.

La primera de estas ecuaciones tiene por solucién xr; = 3. La segunda es una ecuacion
cuadrética con discriminante A = (=3)> —4-1-2 = 1 > 0, es decir que existen dos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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soluciones reales,

34Vl 3-V1
2 2
De esta forma, la ecuacion inicial tiene tres soluciones, 1 = 3, x5 = 2,23 = 1.

) 2 xTs3 =1.

Ecuaciones con valor absoluto

Para resolver ecuaciones en las que la incégnita se encuentra dentro de una expresion con valor
absoluto, debemos tener presente la definicién de valor absoluto dada en la unidad anterior.
Por ejemplo, si queremos resolver

[ =5

debemos recordar que existen dos nimeros distintos cuyo valor absoluto es 5:

.731:5 y $2:—5.

En forma general resulta que, para cualquier niimero real a mayor que cero, tenemos
z]=a <= x=a 6 z=-—a
Notemos que si a = 0, la expresion anterior se reduce a una sola opcién
lz] =0 <= 2=0.

Ahora, dentro del valor absoluto puede haber una expresién mas compleja que una simple

x. Aun en ese caso podemos aplicar el razonamiento anterior. Por ejemplo,
3z — 11| =4 <= 3z—11=4 6 3x—11=—4,

y luego debemos resolver separadamente dos ecuaciones ya conocidas.

Ejemplo 2.4.5

Veamos cémo resolver 2
2——=|1—-4x| =0.
7 | 7|

Tenemos que

2 2|1 A =0 < 2|1 dz| = —2
7 o= 7 =
= |1—-4z| =7
& 1—-4x=7 6 1—4x=-T.

De la primera ecuacién resulta

6 3
x = T 1 X

mientras que al analizar la segunda encontramos

1—dyp =7 << x=2.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Tenemos entonces dos soluciones: z; = —%, T9 = 2. Podemos verificar si las soluciones
encontradas son correctas. Para x; = —% resulta

2 3 2 2
2-Zl—4(-2)|=2-Z|146/=2-Z.7=0.
7‘ ( 2)‘ ~11+6 - T=0

Para x5 = 2 encontramos

2 2 2
2-Z[1-4-2/=2-2|-7=2-2.7=0.
\_ = | == -

Recordemos que |z| es un nimero real mayor o igual que cero, simbdlicamente |z| > 0,
Vx € R. Por esta razén, ecuaciones de la forma

no tienen solucion.

Ecuaciones con expresiones algebraicas racionales

A continuacion estudiamos el caso en que las expresiones algebraicas involucradas son
racionales.

Ejemplo 2.4.6

Resolvamos la siguiente ecuacion

24+ x—12 1
(x — 3)? x—3

Comencemos observando que x # 3, pues el denominador no puede anularse, luego
escribamos ambas fracciones en un mismo miembro y sumemos

2+ x—12 1

(z —3)? r—3 0
?4+r—-12—(x—-3) 0
(z —3)? 7

P’ +r—12—x+3 0
(z —3)? '

Esta igualdad se verifica si, y solo si el numerador es igual a cero, esto es

2 -9=0 <= (z+3)(z-3)=0 <= 1=3 6 x=-3.

Qlicialmente indicamos que x # 3, por lo que la tnica solucién resulta ser z = —3.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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[ Para pensar 9 \

1. ;(Es posible encontrar un valor de m para que x = —2 sea soluciéon de la ecuacién
22— (m+ 1Dz +m=1?

2. (Es posible encontrar un valor de p para que z* — (p — 2) = 1 no tenga solucién en R?

Nota: Estas preguntas se vinculan con lo planteado en el ejercicio 10 de las actividades pro-

Questas al final de esta unidad. )

Planteo y resolucion de problemas

Ejemplo 2.4.7

Ana, Marcos y Ariel compraron un regalo para su madre. Ana paga las dos quintas partes
del costo del regalo, Marcos aporta la tercera parte de lo que resta pagar y Ariel colabora
con los $ 108 faltantes. ;Cuédnto aporté Ana? ;Cudnto costo el regalo?

Si llamamos x al precio del regalo, tenemos la ecuacién

_ 2 +1 2 + 108
z=rto|To 2 .

Resolvemos para obtener el valor de x

2 1 3
e Z.%y = 1
T 5x 3 5:(3 08
2
gx = 108
z = 270.

De esta manera resulta que el regalo costé $270. Ana aportd % del total de $270, es

Qecir, $108.

2.5 Inecuaciones

Las inecuaciones son desigualdades entre expresiones algebraicas en las que aparece un valor
desconocido. La solucién de una inecuacién es un subconjunto de R. Si existen valores reales
que verifican la inecuacién, entonces podemos expresar su solucién en forma de intervalo (o
de unién de intervalos). Si ningin valor real verifica la inecuacién, entonces el subconjunto
solucién es el conjunto vacio, que indicamos ().

En la siguiente tabla presentamos los distintos tipos de intervalos, su representacién en una
recta numérica y su notacion de conjunto. Un primer ejemplo relacionado con estos conceptos
fue presentado en la Unidad 1, en el Ejemplo 1.2.2.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Unidad 2. Expresiones algebraicas. Ecuaciones. Inecuaciones 31

Intervalo | Notacién de intervalo | Notacién de conjuntos Grafica
Abiertos (a,b) {z:a<z<b} ﬁ
(—00,a) {z 2 <a} ﬂ*
(a, +00) {z:2>a} 4(a_
Cerrados [a, 0] {z:a<z<b} ﬁ
(—00,d] {r:2<a) —i
[a, +00) {z:2>a} 4[a_
Semiabiertos [a,b) {r:a<z<b} ﬂ
(a,b] {r:a<z<b} ﬁ

En algunos casos la solucién de una inecuacion es un tinico punto. En tales situaciones no
utilizamos la notacién de intervalos para indicar la solucién. Por ejemplo, la tinica solucion de
22 <0esx=0.

Al momento de resolver una inecuacién debemos tener presente las siguientes propiedades
de las desigualdades. Las mismas son validas para <,>, <y >, pero por claridad solo las
enunciamos en el caso de la desigualdad <.

(1) Transitividad. Si a, by ¢ € R, entonces

a<b y b<ec = a < c.

(2) Monotonia de la suma. Si a, by c € R, entonces

a<b =’ atec<b+e.

(3) Monotonia del producto. Si a, b, ¢ € Ry ¢ > 0 entonces

a<b <= a-c<b-c.

(4) Elemento opuesto. Si a 'y b € R, entonces

a<b “— —a > —b.

La cuarta propiedad es muy importante y vamos a demostrarla en forma directa.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Demostracion de la propiedad /

Sean a,b € R, y supongamos a < b. De esta hipdtesis, y por la monotonia de la suma,
resulta que a — b < 0. Simbdlicamente

a<b = a+(-b)<b+(-b) = a—-b<0.
Nuevamente utilizando la monotonia de la suma, obtenemos que
a—-b<0 = a—-b+(—-a)<0+(—a) = -b< —a.

Probamos asi que para todo a,b € R, a < b = —a > —b. Usando estas mismas estrategias se
prueba que para todo a,b € R, —a > —b => a < by con esto queda demostrada la propiedad.

Como consecuencia de las propiedades (3) y (4) tenemos que si a, b, ¢ € Ry ¢ < 0, entonces

a<b “— a-c>b-c.

Mas propiedades de las desigualdades pueden encontrarse en el Apéndice.

Veamos a continuacién, a partir de ejemplos, como resolver distintos tipos de inecuaciones.
Ejemplo 2.5.1

Resolvamos la siguiente inecuacién, indicando su solucién en forma de intervalo, usando
notacién de conjunto y representando los valores encontrados en una recta numeérica.

2r—(x+4) < 5-(r+1)—1
r—4 < br+4
—4dr < 8
x > —2

En notacion de intervalo, la solucién de esta inecuacién es el intervalo abierto infinito
S = (—2,400). En notacién de conjunto tenemos & = {x € R : © > —2} y su repre-
sentacion en la recta numérica es

¢ ‘
-2 0

Tenemos asi un conjunto infinito de valores que verifican esta desigualdad. Por ejemplo,
r = —1 es una soluciéon ya que si reemplazamos con este valor en cada miembro de la
inecuacién inicial encontramos

2.(-1)—(-144)=-2-3=-5 vy  5.(=1+1)—1=—1,

es decir que se verifica la desigualdad planteada, porque —5 < —1. Sin embargo x = —5
no es una solucién de esta inecuacién pues al reemplazar en cada miembro resulta

2.(=5)—(=5+4)=—104+1=-9 y  5-(=Hh+1)—1=—21,

Qesto no verifica la desigualdad planteada, porque —9 £ —21.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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-

Ejemplo 2.5.2

Analicemos a continuacion dos situaciones particulares: inecuaciones sin solucién e inecua-
ciones para las que cualquier niimero real es solucién.

1. Consideremos la inecuacién

5—8x < 3(1—uz)—>bzx
0—8r < 3-8
5 < 3.

Esta desigualdad es absurda, es decir que la inecuacién no tiene solucion, luego el
conjunto solucién es S = ().

. Sea la inecuacion

2 —-4) < 1-2(1—-2x)
20 —8 < —1+4+2x
-8 < -1.

Esta desigualdad es verdadera para cualquier z € R y asi tenemos que el conjunto
solucion es S = R.

Para pensar 10

1. Sea z € R, 2 > 0. ;Cual es el signo de 271?

2. Sean z,y € R, tales que z > y > 0. ;Es correcto afirmar que z=! > y~1? ;Y que

x2 > 4?7

Inecuaciones con valor absoluto

Las inecuaciones en las que aparece el valor absoluto pueden expresarse como un par de ine-
cuaciones del tipo ya visto. Un primer ejemplo relacionado con este concepto fue presentado
en la Unidad 1, en Ejemplo 1.2.3.

En general, si a € R™ tenemos

lz] < a = —a<zr<a
( ‘ )
< r>—a y r<a Ly v
—a 0 a
|z| > a = r>a 6 x<-—a ) ; ¢
—a 0 a

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:

“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Ejemplo 2.5.3

Veamos, paso a paso, como resolver la siguiente inecuacion.

2’ 5‘+1 |
x_i P
21 27
50 1
olp — 2l <
‘x 21 92
-3 <3
TNy
1 5 1
<<=
1STT 9Ny
9 11
1SS

Podemos expresar la solucién de esta inecuacién en forma de intervalo cerrado finito o bien

sobre una recta numérica

11
4
]
1

(o

5 {9 11} { | }

4 4 1 2 3

-

Ejemplo 2.5.4

Veamos a continuacién el otro caso posible de una inecuacion con valor absoluto.

1 2
S_Z—a < -1
532l
2 7
—— |2 — < ——
312l 6
7 2 7 7
———— N—_— —

Entonces, resolvemos (1) y encontramos

2 > 7 <~ > L <~ < L
z> 7 x 1 T <
Y luego resolvemos (2)
P B
4 4 4

Asi, la solucién de la inecuacion se expresa como la unién de dos intervalos abiertos infinitos

1 15 i 7
4 4
SZ(—OO,)U(,—FOO) ‘ ) " } | (
4 4 -1 0 1 2 3 4

\§

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Para pensar 11
1. {Qué valores de y € R son solucién de 1 — |2y| > 37

2. ;Qué valores de y € R verifican la inecuacién |y + 2| +5 > 17

Inecuaciones y reglas de signo

Otro tipo de inecuaciones que estudiaremos es aquel en que factorizamos la expresion algebraica
y hacemos uso de las reglas de signo.

Ejemplo 2.5.5

Veamos cémo resolver la inecuacion
1 1 2+
- < 7’
3—x 2z 2x(3—x)
y representar su solucion en forma de intervalo.

Comenzamos agrupando todos los términos en un mismo miembro de la desigualdad.

1 1 2+
S e 0
3—x 2z 2x(3—x)
2 —(3—2)— (2+2x) 0
2x(3 — )
20 — 5
— < 0.
2x(3 — x)

Debe ser x # 0y x # 3, y tenemos tres factores: 2z —5, 2x y 3 —x, para los cuales vamos
a realizar un estudio de signo. Tenemos

2 5>0 — > > - /+Ti_++7i_++ signo de
_ 9 ' ' ‘ an ‘
' ' 2 -1 0 1 2 3 4 20 — 5
>0 s >0 ___‘__—(++-|-‘+++‘+++‘+++‘+++ signo de
Xz €T } | ' ; ,
-1 0 1 2 3 4 9
3 >0 — <3 +++‘+++‘+++J‘r++f++}___‘___ signo de
- x f f f f !
-1 0 1 2 3 4 3 _
————————————— signo de
+++*+++I ‘ ‘ X—|-X ‘ ng > 4
—1 0 1 2 3 4 m
Luego
2xr — 5 5
— < () = eS=(0=)uU(3, '

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Planteo y resolucion de problemas

Ejemplo 2.5.6

Calculemos los valores de r para los que el area del circulo es menor que el area del triangulo
de la siguiente figura.

C
. N .
A B
La inecuacién que corresponde a este problema es
7rr2<2r'227r = m?-2mr<0 = 7r(r—2)<0.

Para que este producto sea negativo, dado que r» > 0, debe ser
r—2<0 = r<2

Luego, para que el area del circulo sea menor que la del tridngulo se debe verificar que

Qe (0,2).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Actividades

1. Factorizar, si es posible, las siguientes expresiones.

(a) 169a°b3c + 13ab3cd, (d) 2m5n3 _ ;m?’n + ém3np3 + 2m4n,
(b)x3y2+l$2+ﬂ4 10 4954 2 65 2 o3
/32 NG V2) (e) ixyz—i—gxyz—@xyz—gxyz.

(¢) 5a®b? — 10a°b? 4 5a*b* + 15a5b°,

2. Los siguientes trinomios pueden expresarse como cuadrado de un binomio. Encontrar
dicha expresion.

2 ¢ 4 y?
(a) 2°+ 102 + 25, (¢) = —pa+p (e) 42+ a'y + 5,
1
(b) m? — 2mn + n?, (d) 2y* + 2% + 2v/27y?, (f) 4a° + Eys — 2%yt

3. Completar cada uno de los siguientes binomios (sumando o restando un término) para
que resulte un trinomio cuadrado perfecto.

2 9
(a) z* + 4xy, (c) 45952 — 15z, (e) sz + 22y,
(b) 9a* — 6ab, (d) 16 + 4z, (f) a® — 6v/2ab.

4. Factorizar las siguientes diferencias de cuadrados.

(a) 22 — 9, (c) 4a? — 30, () (w—y)* —a?,
4
2 _ 2 6 _ 8,4 (f) dp_ U
(b) y* —25m?, (d) 144m® — 121 2°y*, 9 95

5. Operar algebraicamente, factorizar y simplificar al maximo las siguientes expresiones.

2 SB—|—3 q2 q2
(a) r+2 x2+4+4xr+4’ (€) <p+q+p—Q>‘<1_p2>’
(b> 6 - 23y ) (f) (ab)_z

20+6  y*—9 (a+b)_2-(b*2—a*2)7
(©) bx? — b bx? + 1 2 4
c — )

?+2x+1  2?+4a’ (8) (x+x_2).<1—|—$2_4>,
@) ( a  a ).a—an m) m? — n? mn

g+1 qg—1 3a? 7 mn+n2 m2—2nm+n?

6. Comprobar las siguientes igualdades.

(et 4y ! —2 —oy—1
(2) ——— = (" —y™) 7
322 +1 3z +1 (3z—1)?

2?4241 2
212 922 —1 2z )

4q3 o+ 1

(b)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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b
7. (a) Verificar la validez de la igualdad —————F—= = —y/a —+Va+0b.

Vai-vath

(b) Usando el resultado anterior, operar algebraicamente y simplificar la expresién

b 1
(a+m(¢f—Va+m_%¢a+b

8. Resolver las siguientes ecuaciones.

2 (1-2) 2
() 5—2(z+3) = — (4 1+ 2), () — 35— —w=1-3z,
5 V2 5
© VFTT=4 0 2(va-3e) =2+ 3o

9. Determinar si los valores de x indicados son soluciones de la ecuacién respectiva.
(a) 2*+322—2—-3=0; x=2, r=—1,
(b) x+ Va? +1=2z+1; r=—1, T = -2,
z+1
c

10. Encontrar, si existen, las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas.

= 0; r=—1.

(a) 22 +3—2%=0, (c) 322 =12(x — 1),

1
(b) 222 —x+6 =0, (d) 2x2+§x+1:x(x—2).

11. Determinar el conjunto solucién de cada una de las siguientes ecuaciones y verificar el
resultado obtenido.

(a) §x4 + 42% — ) 0, (e) (:Jc2 — §x + 1) (\/§x — 2\/5) =0,

3 2 27" 2
(b) 2z* + 6 = 822, (f) (22 —25)(z+ 1)z =0,
(c) (a?—2)?=9, (g) (z*+1)(z—12) =0,
(d) 3(z*+8) (z+5) =0, (h) vz +9+18 =18,

12. Encontrar, si existen, las soluciones de las siguientes ecuaciones con valor absoluto.

7= 1
(a) [22—7| =5, (d) 3\/_—%‘\@3:—1—1‘:\/5,

4 ) 2
(b)3’2—6x—9:0, (e) 5|1 —22]+6=0
1 2 2
() 3—2]x+6|=8, (f) —2‘3x—2'+3:3,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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13. Resolver las siguientes ecuaciones.

x N 2
r—3 x4+3 a2-9
5$—3_5+$+SL’—3
4—22 241 2—2a’
(c) 3172—4x+1:x2—3m_17

r—1 r—1

(a)
(b)

Y

14. Encontrar un valor de k£ de forma que
(a) x = —3 sea solucién de 5z + 3k =1,
(b) z = v/2 sea solucién de 222 + kx = 6,

(c) z = —1 sea solucién de 3ka? + x = k.

3

15. Plantear y resolver los siguientes problemas.

2 12 4+ 2z
d —
et T =25
x? —4
(©) 22 —dr+4
() (z4+1)(z+3) 2°-1
r+1 -1

(a) Después de un 20% de descuento, un proyector se vendié en 9.600 pesos. ;Cuél es

el precio original del articulo?

(b) En 5 anos Alberto tendra 3 veces la edad que tenia hace 7 anos. ;Cudntos anos tiene

Alberto?

(c¢) Cuatro socios de una empresa se reparten la ganancia de una operacién comercial de
la siguiente manera: a Eduardo le corresponde la tercera parte de lo ganado, a Jorge
las dos quintas partes de lo ganado y los $2.420 restantes se los reparten Miguel y
Roberto en partes iguales. ;Cudl fue la ganancia que dejo la operacion comercial?

. Cuanto recibi6 cada uno?

16. Plantear cada uno de los siguientes problemas, resolver y verificar la validez de la respuesta

obtenida.

(a) Hallar dos niimeros naturales consecutivos tales que su producto sea 9.506.

(b) Hallar la medida del lado de un cuadrado sabiendo que al disminuir en 6 m uno de
sus lados, se obtiene un rectdngulo cuya drea es 91 m?.

(c) Calcular las dimensiones de un rectdngulo sabiendo que su base es tres centimetros
mayor que su altura y su drea 78,75 cm?.

(d) Calcular la medida en cm. de las bases y
la altura del siguiente trapecio sabiendo

que su area es de 34 cm?.

=== 2$+4 ———————— >

17. Resolver las siguientes inecuaciones, graficar el conjunto solucién y expresarlo usando la

notacién de intervalo.

() =

34 -2

3 8
x_9< T + B

z,

(d) (x —1)>=7> (z —2)%

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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18. Resolver las siguientes inecuaciones con valor absoluto, representar la solucién en la recta
numérica y expresarla en forma de intervalos.
2—-3
@ =2 <2, @ 1-|1-3|<-
(b) 3|2z — 5| —1 <38, (d)1—2|x—3|<5.
19. Resolver las siguientes inecuaciones haciendo uso de las reglas de signos y expresar la
solucién en forma de intervalo.
— _ T+ 2 2
(a) 2z —1)(x—3) >0, (d) > 1, (&) 1 .z
o 22)( +1)<0 2—x T+ 2 x4+ 2
r—2x") x4+ =) <0,
2 (¢) #* <, W 252
(c) T4z © 2, (f) z* — (3x)* > 0,
20. Plantear y resolver los siguientes problemas.
(a) Hallar los valores de x para los cuales el area x x
del cuadrado es mayor que la del rectangulo. - 59 o

(b) Se quiere alquilar un auto para un viaje y las opciones con que se cuenta son
i. un costo fijo de $ 100 al que se agrega $ 20 por km recorrido,
ii. un cargo inicial de $ 400 mas $ 17 por km recorrido.
. Cuéntos kilémetros hay que recorrer para que la opcién ii) resulte la mas conve-
niente?

(¢) El Indice de Masa Corporal (IMC) es la razén entre la masa corporal y el cuadrado
de la estatura de una persona. Diversos estudios realizados han concluido que el
grupo mas saludable corresponde a un IMC comprendido entre 20 % y 25 %

Si una persona mide 1,5 metros, para ser considerada saludable su masa corporal en
kg debera estar comprendida entre

i. 30y 37,5, iii. 40 y 50, v. 45y 55.
ii. 30 v 56, 25, iv. 45y 56,25,

Indicar la respuesta correcta.

(d) El perimetro de un cuadrado es inferior a 30 cm. Si aumentamos cada lado en 2,5
cm su perimetro supera los 30 cm. jEntre qué valores se encuentra la medida de su
lado?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



3 Polinomios

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad estudiaremos un caso particular de expresiones algebraicas: los polinomios. Los
conceptos sobre los que trabajaremos son los siguientes.

1. Definicién y elementos caracteristicos.
2. Operaciones (suma, resta, multiplicacién y divisién).

3. El método de Ruffini para dividir un polinomio P(xz) por otro de la forma

Q(z) =z —a.

4. Célculo de raices de un polinomio.

\_ 5. El concepto de divisibilidad para polinomios. )

3.1 Definicién y elementos de un polinomio

Un polinomio con coeficientes reales es una expresion algebraica de la forma
P(2) = apa™ + ap12™ '+ .. 4 a17 + ag,

donde los valores ag,a,...,a, son nimeros reales, n es un numero natural o cero y x se
denomina indeterminada.

Si a, # 0, podemos distinguir los siguientes elementos de un polinomio:
o ap,...,a, son los coeficientes del polinomio,

o a, es el coeficiente principal,

o agp es el término independiente,

o n se llama grado del polinomio.
Observacién 3.1.1. Vamos a considerar, por convencion, que el polinomio nulo P(x) = 0, no
tiene grado.

Si el coeficiente principal es a,, = 1, el polinomio se llama mdnico.

Un polinomio es completo si todos los coeficientes ag, aq, ..., a, son distintos de cero, es
decir que en el polinomio aparecen todos los términos desde el de mayor grado hasta el término
independiente. Ademas, si los grados de los términos estan ordenados en forma decreciente o
creciente se dice que el polinomio estd ordenado.

Dos polinomios P(x) y Q(x) son iguales si los coeficientes correspondientes a términos
semejantes son iguales. Por ejemplo,

P(x)=3x—22"+6 y Q(z)=—22"+ 37 +6,

son polinomios iguales.

41
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Ejemplo 3.1.2

Consideremos el polinomio Q(z) = 2 — v/22° + 5.

El coeficiente principal de Q(z) es az = —v/2 y el término independiente es ay = 2. El
polinomio Q(z) tiene grado 3 y no es ménico porque az # 1.

El polinomio no tiene término de grado 2 entonces no es completo. Podemos escribirlo
en forma ordenada decreciente de la siguiente manera

\ Qz) = —V22° + 5z + 2.

Dado un polinomio P(x) = a,2" + ap_12" ' + ... + a1z + ap, y ¢ € R, llamamos valor
numérico de P(x) en ¢ al nimero

P(C) = ancn + a/nflcni1 + ...+ a1c+ ag.

Ejemplo 3.1.3

Sea Q(x) el polinomio del ejemplo anterior. El valor numérico de Q(z) en —1 es

Q(-1) =2-V2(-1)* +5(-1) =2+ V2 -5 = V2 -3.

3.2 Operaciones entre polinomios

Dado que los polinomios son expresiones algebraicas, las operaciones de suma y multipli-
cacion definidas en la unidad anterior siguen siendo validas.

o La suma de dos polinomios se realiza sumando (o restando) los coeficientes de términos
semejantes.

¢ La multiplicacién entre dos polinomios se realiza aplicando la propiedad distributiva: se
multiplica cada término de un polinomio por los términos del otro y luego se agrupan
(sumando o restando) los términos semejantes.

En todos los casos puede ser ttil escribir los polinomios con los que vamos a trabajar en
forma ordenada decreciente o creciente. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1

Calculemos la suma y la multiplicaciéon de los polinomios

3 1
P(x) = 1 3P +2 y Qr) = —§ZL’2 + 1.

3 1 1 3 7 7
p SRR SN A SITE R SR (S I SN SR S o S
() +Q(z) =2" — 3z ty Tt r+ -3 ) ot = g2t + g

Observemos que antes de realizar la suma escribimos a P(x) en forma ordenada decreciente.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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La multiplicacién de ambos polinomios es
4 2, 3 L,
P(z)-Q(z) = (2" =3z —1—1 —5% +1

1 1 3 1 3

_ 4_72 4_ 2( _~,..2) 2 “f _ =2 <

—:c<2x)+x 3:6(295) 3£C+4< 2x>—|—4
+

1 3 3 3
= —§x6+x4+§x4—3x2—§x2 1
B 1 4 5,4 27, 3
\ = 2:L‘ —I—Qx 8£L‘ —|—4.

La divisién entera de dos polinomios, que escribimos P(x)/Q(x), se realiza mediante
un procedimiento similar al de la divisién de nimeros enteros. Al dividir el polinomio P(x)
(dividendo) por el polinomio Q(z) (divisor) obtenemos un polinomio C(z) (cociente) y un
polinomio R(z) (resto). Tenemos entonces la siguiente relacion

P(z) = Q(z) - C(z) + R(x).

Es importante destacar que el grado del resto R(x) es siempre menor al grado del divisor Q(x)

6 R(x) = 0.

Veamos por medio de un ejemplo cémo resolver una divisiéon de polinomios.
Ejemplo 3.2.2
Dividir el polinomio P(z) = 8x* — 62 + z por Q(x) = 22% — 3.

1. Escribimos ambos polinomios en forma decreciente. Si los polinomios no son comple-
tos agregamos los términos faltantes multiplicados por cero.

8xt+ 023 — 622+ +0 ’2x2+0x—3

2. Calculamos el cociente entre el término principal de P(z) y el del divisor Q(z). Esto
es 8z /22® = 4. Multiplicamos este cociente por el divisor y lo restamos de P(x).

8zt 40z  —622 +x 40 ]2x2+0x—3

-8zt 40x3 +1222 472
622 +x +0

3. Calculamos ahora el cociente entre el término de mayor grado de la resta y el divisor
Q(x). En nuestro ejemplo tenemos 622/2z* = 3. Multiplicamos el divisor por este
cociente y lo restamos al polinomio que obtuvimos en el paso anterior.

8r*t +0x3 —622 +x +0 222 + 0z — 3

—8z* 4023 41222 422 + 3
6z 4z +0
—622 +0x +9
x +9

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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El célculo termina porque el grado del polinomio que resulta luego de la resta es
menor que el grado del divisor.

El cociente de la divisién es C(z) = 4z* + 3 y el resto es R(z) = 2 + 9. Tenemos entonces

\ P(z) = (22° = 3)(42* +3) + 2 + 9.

Para pensar 12
Al dividir el polinomio P(z) por Q(x) = 2x?—3 se obtiene el polinomio cociente C(z) = x2—z+1
y el resto resulta R(x) = 3z — 2. ;Cudl es la expresién del polinomio P(z)?

Nota: Esta actividad esta vinculada a lo propuesto en el ejercicio 9 de las actividades incluidas
al final de la unidad.

Método de Ruftini

El método de Ruffini nos permite realizar, de forma sencilla, divisiones de polinomios en el caso
particular en el que el divisor es de la forma Q(z) = x — ¢, ¢ € R. Veamos en un ejemplo como
utilizamos este método.

Ejemplo 3.2.3

A continuacién mostramos paso a paso cémo hallar el cociente y el resto de dividir el
polinomio P(z) = 223 — 72* + 5 por Q(x) = x — 3 aplicando el método de Ruffini.

Para comenzar escribimos el polinomio P(z) en forma decreciente y si el polinomio no
es completo agregamos los términos faltantes multiplicados por cero, asi resulta

P(z) = 22° — 72* + 0z + 5.

Como el divisor es Q(z) = = — 3, tenemos el valor ¢ = 3.

Realizamos la divisién con la ayuda de una tabla en la que colocamos en la primer fila
los coeficientes del polinomio P(z) y a la izquierda de la linea vertical colocamos el valor de
c. A continuacién describimos los calculos que se realizan para completar la tabla y hallar
asi el cociente y el resto de la division.

1. El primer coeficiente de P(z), que en este caso es 2 se 2 =705
reescribe en la tercer fila, luego se multiplica por ¢ y el 3 6
resultado se coloca debajo del segundo coeficiente de P(z). ‘ 2

2. Sumamos el segundo coeficiente con el valor que agre—
gamos en el paso anterior y colocamos el resultado de- 2 =7 0 5
bajo de ambos en la tercer fila. Luego multiplicamos este 3 6 —3
ultimo valor por ¢ y colocamos el resultado en la segunda ‘ 2 _1

fila debajo del tercer coeficiente de P(z).
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2 =7 0 5
3 6 —

3 -9
2 -1 3[4

El ultimo valor en la tercer fila de la tabla es el resto de la divisién, en este caso

3. Siguiendo los célculos de esta manera completamos la
tabla.

es R(x) = —4. Los demads valores son los coeficientes del polinomio cociente ordenados en
forma decreciente. Asf en este ejemplo resulta C'(z) = 22%—x—3. Finalmente encontramos
\ P(x) =Q(z)-C(z) + R(z) = (x — 3) - (22° —x — 3) — 4.

Observemos que en el caso particular en que el divisor es de la forma z—c, el cociente siempre
tiene un grado menos que el polinomio que estamos dividiendo y el resto es una constante, es
decir, el resto es el polinomio nulo o un polinomio de grado cero.

Al presentar este método escribimos en forma genérica que el divisor tiene la forma
Q(zr) = x — ¢, con ¢ € R. Es importante tener en cuenta que el niimero ¢ puede ser nega-
tivo, como ocurre en los siguientes ejemplos

o Qx)=0+2 = c= -2,
o Q(r) =2 +3V7T = c=-3/T.

En estos casos el método descripto se aplica de la misma manera. Un ejemplo de esta situacién
se resuelve en la siguiente secciéon (Ejemplo 3.3.3).

3.3 Raices de un polinomio. Factorizacion

Un valor ¢ € R es una raiz de un polinomio P(z) si el valor numérico de P(x) en ¢ es cero,
es decir, si P(c) = 0. Podemos pensar entonces a la raiz ¢ como una solucién de la ecuacién
P(z) = 0y utilizar las herramientas de la unidad anterior para hallar las raices de un polinomio.

Si ¢ es raiz del polinomio P(z), el mismo se puede expresar en la forma
P(x)=(x —c)-C(z).

El polinomio C'(x) tendra un grado menos que P(z) y lo podemos calcular realizando la divisién
de P(x) por x — c. Para esto podemos utilizar, por ejemplo, el método de Ruffini.

Se dice que una raiz ¢ tiene multiplicidad m, con m € N, (o bien que ¢ es una raiz de
orden m) si existe un polinomio no nulo Q(x) tal que

Pla)=(@—-o"Q) v Ql#0,
es decir, ¢ no es raiz de Q(z).
Ejemplo 3.3.1

El valor ¢ = 0 es rafz de P(z) = 62° + 22° — 27, pues P(0) = 0.

3

Notemos que x° es un factor comun en todos los términos del polinomio, por lo que
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podemos expresarlo de la forma
P(z) =2°- (6 +22° — 2%) = 2 - Q(x).

Dado que el polinomio Q(x) = 6+2x3 —z? no tiene a ¢ = 0 como raiz, esto es Q(0) = 6 # 0,
entonces concluimos que ¢ = 0 es una raiz de P de multiplicidad 3 (también se dice raiz de

Qrden 3 o raiz triple).

Conocer las raices de un polinomio nos permite expresarlo en forma factorizada, esto es,
como un producto de polinomios de menor grado. De esta observacion es posible concluir que
un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales distintas. Tener un polinomio escrito
en forma factorizada nos facilita la tarea de encontrar sus raices.

Ejemplo 3.3.2
Si tenemos un polinomio expresado en la forma factorizada
P(z) = 2(z — 2)(z — 3)*(z + 3),
inmediatamente podemos concluir que las raices de P(x) son x1 = 2, xo = 3, 3 = —3.

Esto es asi dado que encontrar las raices de P(zx) equivale a resolver P(z) =0,y

r—2=0 = =2,
Px)=0 < 2z-2)(z-30@@+3)=0 <+ (z-3)P%=0 < z=3,
r+3=0 — r=-3.

Maés atn, x; = 2 y x3 = —3 son raices simples (raices de orden 1), mientras que x5 = 3 es

Qu’z triple.

Es importante observar que no todo polinomio tiene raices reales, pues no siempre una
ecuacion de la forma P(z) = 0 tiene solucién en R. Por ejemplo,

¢ el polinomio P(z) = z*+5 no tiene ninguna raiz real, pues la ecuacién P(z) = 0 no tiene
soluciones reales,

o el polinomio Q(z) = x?+2z+ 3 no tiene raices reales dado que la ecuaciéon z*+2z+3 = 0
tiene discriminante A =22 —4-1-3 = —8 < 0 y por lo tanto no tiene solucién en R.

En estos casos en que no existen raices reales, la forma en que esta dado el polinomio ya es su
forma factorizada.

Ejemplo 3.3.3

Calculemos las raices del polinomio P(z) = 22* — 32® — 922 — x + 3 sabiendo que ¢ = —1
es raiz de P(z).

Que ¢ = —1 sea raiz de P(z) quiere decir que P(x) es divisible por Q(z) = = + 1.
Podemos entonces hacer la divisién de P(z) por Q(x) = x + 1, utilizando el método de
Ruffini presentado en la seccion anterior. En este caso tenemos ¢ = —1 y resulta
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2 -3 -9 -1 3
-1 -2 5

4 -3
2 -5 —4 3&

Entonces podemos expresar P(x) = (x + 1)(22% — 52% — 4z + 3). Seguimos factorizando
ahora el polinomio 223 — 522 — 42 + 3.

El enunciado del ejercicio nos indica que ¢ = —1 es una raiz, pero nada dice acerca de
su multiplicidad, por lo que una opcion es volver a aplicar la regla de Ruffini con ¢ = —1
para ver si la raiz tiene orden mayor que uno (es decir, si la raiz se repite). Aplicamos
nuevamente la regla

2 -5 -4 3

-1 -2 7T =3
2 -7 3] 0
y encontramos que ¢ = —1 es una raiz por lo menos de orden 2. Hasta aqui tenemos

P(z) = (z + 1)*(22° — 7w + 3).

Si volvemos a aplicar la regla de Ruffini, ahora al polinomio 22% — 72 + 3 y
2 =7 3
-2 9
2 -9 12
Dado que el resto no es cero, entonces 2x? — 7z + 3 no es divisible por Q(z) = = + 1. En
otras palabras, —1 es una raiz de multiplicidad 2.

—1

Ahora, para hallar més raices de P(x), si es que existen, debemos resolver la ecuacién
Plz)=0 = (z+1)2Q22°—T0+3)=0.

Es decir que debemos resolver la ecuacién cuadratica 222 — 7z + 3 = 0. En la unidad
anterior presentamos la férmula para calcular las soluciones de este tipo de ecuaciones. En
este caso el discriminante es A = 72 —4-2-3 = 25 > 0, es decir, que existen dos soluciones

T-V25 2 1

3 = — = — = —,
2.9 4 Yo 8T 90 12

T+v25 12
02:7:—:

Asi, las raices de P(z) son ¢; = —1 (raiz doble), ¢; = 3 (raiz simple) y ¢; = 1 (raiz simple).

Ya que conocemos las raices del polinomio con su orden de multiplicidad y sabiendo
que su coeficiente principal es az = 2, podemos expresarlo de forma factorizada

\ P(z) = 2(z +1)(z = 3) (x - ;> |
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Ejemplo 3.3.4

Encontremos un polinomio de grado minimo con coeficientes reales que tenga como raiz
simple a ¢; = 2 y como raiz doble a ¢y = —5.

Dado que P(z) tiene una raiz simple y una doble, tiene como minimo grado 3. Como
c1 es raiz simple, P(x) tiene un factor de la forma (z — 2), y como ¢y es raiz doble, el
polinomio tiene un factor de la forma (z + 5)?. Luego, tenemos que

P(z) = a(z — 2)(x + 5)?, a €R, a#0.

Notemos que no existe un tnico polinomio que cumpla con las condiciones impuestas.

Ahora, si agregamos por ejemplo la condicién de que P(0) = 50, entonces resulta que

50 = P(0) = a(—2)25 = =500 => a=—1,

Qasi, el tinico polinomio que cumple todas las condiciones es P(z) = —(x — 2)(z + 5)*.

Los polinomios de grado 4 de la forma P(x) = az* + bx? + ¢, a # 0, pueden estudiarse
usando la formula resolvente vista para ecuaciones cuadraticas. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.3.5

Calculemos las raices reales del polinomio P(z) = x* — 2? — 2.

Para hallar las raices de P(x) debemos resolver la ecuacién bicuadratica z* — 2% —2 = 0.
Como hicimos en el Ejemplo 2.4.3, sustituimos la incégnita z con la expresién 22 = u y
encontramos, para la incégnita u, la ecuacion cuadratica

u* —u—2=0.
El discriminante es A =12 —4-1-(—2) =9 > 0 por lo que existen dos soluciones

—(—1 9
<>2+f:2 M L)

up =

Es decir que podemos expresar u? —u—2 = (u—2)(u+1). Volviendo a la variable x resulta
P(x) = (2% = 2)(2* + 1).

El primer factor es una diferencia de cuadrados que puede factorizarse, mientras que

el segundo factor es un polinomio que no posee raices reales y por lo tanto no puede
factorizarse. Finalmente,

P(z) = (z — V2)(z + V2) (22 + 1),

Qlas raices reales de P(x) son 1 = \/5, Ty = —v/2, ambas son raices simples.
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[Para pensar 13 \

1. Si a es raiz del polinomio P(x) y Q(z) es otro polinomio cualquiera, entonces a es raiz
del polinomio T'(z) = P(x) - Q(x). {Por qué?

2. Si un polinomio P(z) tiene término independiente nulo, entonces podemos indicar en
\ forma inmediata una de sus raices. ;Cual? )

Divisibilidad de polinomios. Teorema del resto

Si al dividir un polinomio P(z) por un polinomio no nulo Q(z) resulta el resto igual a cero,
decimos que el polinomio P(x) es divisible por el polinomio Q(z).

Ejemplo 3.3.6

1. En el caso del ejemplo 3.2.2 el polinomio P(x) = 8z* — 622 + x no es divisible por
Q(z) = 22* — 3 ya que el resto de la divisién no es cero.

2. Vimos que el polinomio del ejemplo 3.3.3 se puede expresar en la forma

1
P(z)=2(z+1) (m — 2) (x —3).
De acuerdo a esta expresién, P(x) es divisible por ejemplo por los polinomios

Qo) =241, Q)=s—5, Qule)=2-3,

Qi(r) =2(x + 1) (x — ;) , Qs(x) = (x+1)(x —3).

En cada caso podemos obtener facilmente el polinomio cociente. En general, si el resto
de dividir P(z) por Q(z) es cero, el cociente esta determinado por C(x) = P(x)/Q(z).
De esta forma, el cociente de dividir P(z) por Qs(x) es

:216%47(:5—5)%7:2(36_1)'
(A1) (x—3]

2
Escribimos la divisién en forma racional (en forma de fraccién) pues asi es facil ver
\ el resultado: basta con simplificar la expresion.

01(13)

En el caso en que el divisor sea un polinomio de la forma x — ¢, podemos calcular el resto
sin realizar la division usando el siguiente teorema.

Teorema 3.3.7: Teorema del Resto

El resto de dividir un polinomio P(z) por x — ¢ es igual al valor numérico del
polinomio P(z) en ¢, es decir, P(c).
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Demostracién: Si dividimos un polinomio P(z) por x — ¢ tenemos la siguiente expresién
P(z) = (z —c¢)-C(z) + R(z).

Como el divisor es un polinomio de grado uno, el resto R(z) es un polinomio de grado 0 6
R(z) = 0. Asi, el resto es un numero real R(x) = r, y se obtiene calculando el valor numérico
del polinomio en = = ¢

O

Entonces, utilizando el teorema anterior, si el resto de la division es igual a cero, es decir
P(c) = 0 (o, equivalentemente ¢ es raiz de P(x)), podemos asegurar que el polinomio P(z) es
divisible por z — c.

Ejemplo 3.3.8

Hallemos el resto de dividir el polinomio P(x) = 2° — Tz? — 35z por = + 2 sin realizar la
division.
En este caso el valor de ¢ es —2, calculamos entonces

P(—=2) = (-2)° — 7(—2)* — 35(—2) = —32 — 28 + 70 = 10.

Luego, utilizando el Teorema del resto podemos asegurar que el resto de dividir P(x) por
Q+ 2 es 10. Asi, podemos asegurar que el polinomio P(z) no es divisible por = + 2.

Ejemplo 3.3.9

Determinemos el valor de b para que el polinomio P(z) = —2x* + bz? + 5bx sea divisible
por xz + 1.
Utilizando el Teorema del resto podemos asegurar que si P(—1) = 0 el polinomio

P(z) serd divisible por x 4+ 1. Debemos hallar entonces un valor de b tal que se verifique
P(—1) = 0. Reemplazando tenemos

P(—1) = =2(=1)* +b(=1)2 +5b(=1) = =2+ b—5b, = —2—4b=0,

1
\yasi b= 3 es el valor buscado.

Para pensar 14

Si el resto de dividir un polinomio P (z) por Q(z) = x—a es 3 y el resto de dividir un polinomio
Py(x) por el mismo Q(z) es —b, jes posible saber cuél es el resto de dividir P(x) = Pi(z) -
Py(z) por este mismo polinomio Q(x)? ;Qué se puede asegurar respecto del resto de dividir
T(z) = Pi(x) + Py(x) por el polinomio Q(z)?
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Actividades

1. Indicar cudles de las siguientes expresiones son polinomios con coeficientes reales.

1 7r
(a) £, (d) 2m2® — 2o +1, (g) 27 + 371,

1
(b) 822 — /52 — 1, (e) 7—;, (h) 3v/x — 4z + a3,
(c) ™! —z+2, (f) —3, (i) 67! — 22 + 3a3.

2. Completar la siguiente tabla.

Coeficiente | Término .
Polinomio Grado principal independiente Forma decreciente
P(z) = 3+ 52° + 623
Pz)=2-z
P(x) =8
P(z)=a*+2"4+ 92
P(x) =z + 1+ 422
P(z) = 328

3. Determinar los valores reales a,b y ¢ para que se verifique P(x) = Q(x).
(@) Plx)=23+522—1 y Q(z)=(a+1)x3+ b2’ +c.
(b) P(z)=—-a®+22° -2 y Q(x)=—(a+0b)a’+22%+bx* -2 +c
4. Determinar los valores de a y b € R para que el polinomio
Q(z) = (3a — 6)2* + (4a — b — 9),
sea igual al polinomio nulo.
5. Dados los siguientes polinomios, hallar el valor numérico para x =2y x = —1.
(a) P(z) = —32% +4x + 3,
(b) Q(x) = x* — 323 + 2,
(c) R(x) = —bzx — 4a? — 2.

6. Hallar el valor de m en los siguientes polinomios para que se cumplan las condiciones
indicadas en cada caso.

(a) P(z) =23 +222 —mz y P(-1)=3,

(b) Q(z) = 2t — ;3:2 -m y Q1) =2,

(¢) R(x) = —22+3vbz—m y R(V/5)=0.
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7. Dados los polinomios
P(z) =2° —32° + 21, Q(x) = —22* +52% R(z) = 42% — 32* +2° — 72 + 30,
efectuar las siguientes operaciones indicando el grado del polinomio resultante.
(a) P(r) —Q(x), (d) P(z) - Q(x),

(b) P(z) +3Q(x) + 522, (e) Q(z)?,
(¢) =3 R(x) — P(x), (f) Q(x)*+ x P(x) + R(x).

8. Calcular, en cada caso, el cociente C'(z) y el resto R(x) de dividir el polinomio P(x) por
Q(z) y expresar cada polinomio como P(x) = Q(x) - C(z) + R(z). Cuando sea posible,
aplicar la Regla de Ruffini.

(@) P(z)=2*+32-32+8 y Q@)=2—2>+2—1,
(b

(c

) =6z"—22%—zt+2 y Qx)=2-1,
)

d) P
)

(z)

(z)

P(z)= -2z -32> y Q(z)=1x+3,
(2)=32"—a*+52—-2 vy Qx)=z2*+r—4

Hallar el dividendo P(z) de una divisién, sabiendo que el resto es R(z) = 322 + z,
el cociente es C(x) = 23 — x y el divisor es Q(z) = * — 323 + 1.

(
9. (a

(b) Hallar el divisor Q(x) de una divisién de polinomios, sabiendo que el dividendo es
P(z) = —2°432?+2x—1, el cociente es C'(z) = —z*+x+3 y el resto es R(z) = x—4.

10. Determinar cuales de los niimeros indicados son raices del polinomio dado.

1

(a) P(x) =322 +52—2 ylosvalores v=-2, z=-1 y =g,
1
(b) P(z)=—-22°+2>—x—1 ylosvalores z=2, z=-1y r=—3.

11. Hallar, si existen, las raices reales de los siguientes polinomios, indicando, en cada caso,
el orden de multiplicidad. Dar una expresién factorizada de cada polinomio.

(a) P(z) =22° + z* + 22, sabiendo que —1 es raiz,

(b) P(z) =25+ 22° + =,
(¢) P(z) = 8a* — 42® — 102 + 9z — 2, sabiendo que 1 es rafz,
(d) P(z) = (2* — 1822 + 81)(2° + 4a?),
(e) P(z) = (z* —25)(a® + 22 + 2),

P(z) =

x) = 3z* — 923 + 922 — 3z, sabiendo que 1 es una raiz.

(f)

12. Indicar, en cada caso, un polinomio de grado minimo con coeficientes reales tal que

(a) tiene por raices 1 =0, xo = %, T3 = % y x4 = —1; x4 es raiz de multiplicidad dos,

(b) tiene por raices z; = % y T = 4, ambas de multiplicidad dos,
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()

1
su coeficiente principal es —3 y sus raices son x1 = 0, x5 = 5 T3 =2 y x4 = —\/5,

tiene por raices r, = 2, 15 = —3 y es divisible por x? + 4.

sea divisible por 22 — 1 y cuyo valor numérico en z = 2 y z = 3 sea cero. ;El
polinomio hallado es el tnico que verifica estas condiciones?

sea divisible por 22 + 3, tenga a x = 1 como raiz triple y cuyo valor numérico en
x = —1 sea 8. ;jEs tnico?

13. Determinar, sin efectuar la division, si P(x) es divisible por Q(z).

(a)

Pla)=a*—8 v Q)=z-2,

1
r)=12*—-22"4+z+1 y Q(:c):x—i—i.

14. Determinar el valor de k para que P(z) resulte divisible por Q(z).

(a)
(b)
15. (a)

Plx)=2*+ka*+k+4 y Qz)=x-1,

P(x) = ka* — 42 + 16kz — 16 vy Q(x) =z + 2.

Calcular el valor de m para que el resto de la divisién de P(z) = 4z* + ma® + 322
por Q(x) = x — 3 sea 324.

Hallar la tinica raiz real de P(z) = 22 — 1822 + 2 — 9, sabiendo que P(z) es divisible
por Q(z) = 22% + 1.

Encontrar los valores de a tales que al dividir 2% + 5z — 2 por x — a el resto es igual
a —8.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.






4 Funciones de variable real

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad vamos a trabajar con los siguientes conceptos relacionados con funciones.

1. Definicién, dominio e imagen.
2. Representacion grafica de funciones de variable real.
3. Funciones definidas por partes.

4. Operaciones entre funciones: suma, resta, multiplicacion, divisién y composicién.

\_ 5. Funciones polinémicas. )

4.1 Funciones. Dominio e imagen

Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f de A en B, que indicamos f : A — B, es una
correspondencia que a cada elemento de A le asigna uno y solo un elemento de B.

El conjunto A se llama dominio de la funcion, y el conjunto formado por los elementos de
B que se relacionan con algin elemento de A se llama imagen de la funcion.

Ejemplo 4.1.1

Los siguientes diagramas de Venn representan tres correspondencias distintas entre dos
conjuntos A y B.

A B A B A B

S V> \\A
14 H X

RS

(a) (b) ()
1. En el esquema (a) la relacién es una funcion f : A — B con dominio
Dom (f) = A = {1,2,3,4} e imagen Im (f) = {a,b,c}. Observemos que la ima-
gen de esta funciéon no coincide con el conjunto B.

2. En el esquema (b) no tenemos una funcién f : A — B ya que hay un elemento en
A, el numero 5, al que no le corresponde ningin elemento de B. Sin embargo, si
tomamos un nuevo conjunto A = {1,2,3,4} C A, la relacion f : A — B es una
funcién con dominio Dom (f) = A e imagen Im (f) = {a, b, c}.

3. El esquema (c) no es una funcién porque al elemento 1 € A le corresponden dos
\ elementos en B.

25
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4.2 Funciones de una variable real

Se llama funcién real de una variable real a cualquier aplicacién f : D — R, D C R,
que hace corresponder a cada x € D uno y solo un valor f(z) € R. Estas funciones suelen
representarse de la forma y = f(x) donde x se llama variable independiente e y se llama
variable dependiente.

Por lo general expresamos estas funciones mediante una férmula. Asi, el dominio de una
funcién f es el conjunto D C R formado por todos los valores x € R en los que la funcién
f estd definida, es decir, los valores para los que dicha féormula tiene sentido. Por ejemplo, el
dominio de f(z) = /z es D = Dom (f) = Rt U{0} dado que las raices de indice par no estén
definidas para ntimeros negativos.

La imagen de una funcién f es el conjunto definido por Im (f) = {f(z) e R: x € D}.

Para conocer el valor de una funcién f en un punto xy € Dom (f), reemplazamos dicho
valor en la féormula que la define. Por ejemplo,

si f(r)=1-2" entonces f(—2)=1-(-2)>=-3.

Representacion grafica. Intersecciones con los ejes cartesianos

Podemos representar graficamente a una funcién de variable real f en un plano cartesiano,
al que indicamos con el simbolo R2. Sobre el eje horizontal, llamado eje de las abscisas, o
simplemente eje x, representamos los valores del dominio de la funcién, mientras que en el eje
vertical, llamado eje de las ordenadas, o bien eje y, representamos los valores de la imagen.
Asi, sobre este plano cartesiano dibujamos los distintos pares ordenados (z, f(z)) € R?.

Ejemplo 4.2.1

En los siguientes ejemplos analizamos el dominio, la imagen y la representacion grafica de
distintas funciones reales.

1. La funcién dada por f(z) = 2z — 1 estd Y,
definida para cualquier ntimero real, es de- (3,1(3))
cir que Dom (f) = R. También Im (f) = R.
Y su representacién grafica es una recta. El
valor de f en x = 3 es

f(3)=2-3—-1=5,

Asi encontramos que el par ordenado (3,5) 1
pertenece al grafico de f. _
Este tipo de funciones, llamadas funciones 0 1 xr

lineales, se estudiaran con mas detalle en la
unidad siguiente.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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2. La funcién g(z) = v/6 — 2x — 1 estd definida
para valores de x € R que cumplan la \ (0, £(0))

condicién 6 — 2x > 0, esto es x < 3. Es 1
decir que el dominio de g es Dom(g) = (3,0)

(—00,3]. Su imagen, podemos verlo a par-
tir del gréfico, es Im (g) = [—1, +00).

Y
3. La funcién h(z) = —= estd bien definida
siempre que el denominador no se anule.
Esto es x # V7 N —/7. Tenemos en-
tonces
1
Dom (h) = R — {—V/7,V/7}.
0] 1 X
Y a partir del grafico se observa que / \
Im (h) = (—o0, —1] U (0, +00).

\

Un punto de interés, al momento de estudiar la representacion grafica de una funcion real,
es conocer sus intersecciones con los ejes cartesianos.

o Sobre el eje de las ordenadas, los puntos tienen la forma (0,y), y € R. Es decir que para
encontrar la interseccion con el eje y reemplazamos con el valor x = 0 en la formula
que define la funcién. Asi, el punto de interseccién con este eje es P = (0, £(0)).

o Sobre el eje de las abscisas, los puntos tienen la forma (z,0), € R. Entonces, para
encontrar la interseccién con el eje = igualamos la expresién de la funcion a 0 y
despejamos el correspondiente valor de x.

Ejemplo 4.2.2

Retomemos la segunda funcién estudiada en el ejemplo 4.2.1, dada por g(x) = /6 — 2z —1.
La interseccién del gréfico con el eje de las ordenadas (eje y) corresponde al par ordenado

P = (0, £(0)) = (0,V6 - 1).

Para encontrar la interseccién entre el grafico de esta funcion y el eje de las abscisas (eje
x) debemos igualar la expresién que define la funcién a 0. Esto es

5
0:\/6—2:5—1<:>\/6—2x:1<:>6—2x:1<:>x:§.

Asi, Q = (5 0) es el punto en que el gréfico intersecta al eje z (ver figura en el ejemplo

27
Qnterior).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Ejemplo 4.2.3

Veamos cudl es el dominio de

flo) = \ 22 fz’:xl—i- 2

y hallemos las intersecciones del gréafico de esta funcién con los ejes cartesianos.

Esta funcién esta definida para valores de x tales que

z+1

—— 20 23 +2#£0.

2 — 37 +2 yoo w2
Para analizar la primera de estas condiciones debemos factorizar el denominador, como
vimos en la Unidad 3, y luego hacer un estudio de signos de la forma presentada en la
Unidad 2. El discriminante de 22 — 3z +2es A = (=3)2—4-1-2=1 > 0 por lo que la
ecuacién 22 — 3z + 2 = 0 tiene dos soluciones

_3+1 o 3-1

Ir1 = 9 27 To = 9 1.

Luego los valores x1 = 2,25 = 1 no pertenecen al dominio de f. Ahora,

r+1 r+1
— >0 < = 0.
x? — 3z + 2 (x —2)(z—1)

————— S v e

2 -1 0 1 2 3

r+120 <~— z>-1 signo de =z +1

———————————— St

rT—2>0 <= x>2 _’2 _’1 O 1 é 3 signo de = — 2
A

r—1>0 <= x>1 ’ ’ ’ t ’ j signode = — 1

-2 -1 0 1 2 3

—————f - signo de

+ l‘—f-l
2210 1 2 3 T
(r—2)(x—1)

Entonces tenemos que Dom (f) = [—1,1) U (2, 4+00).

Para encontrar la interseccion del gréfico de f con el eje y calculamos y = f(0) = %,

y asi el punto de interseccién es P = (0, /1).

Para hallar las intersecciones con el eje x buscamos las soluciones de f(x) = 0. Esto es,

| x+1 x+1
f(z) 3.4 2 0 <— a4 0 <= z-+ 0 <<= =

Quego, el punto de interseccion es Q@ = (—1,0).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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[Para pensar 15 \

Los siguientes gréficos jcorresponden a funciones de la forma f : R — R? ;Por qué?

f‘ Q%
O SR

Nota: Esta actividad se corresponde con el primero de los ejercicios propuestos al final de esta
unidad.

Grafico de una funcion por desplazamientos y reflexiones

A vpartir del gréfico de la funciéon f : D — R podemos determinar los graficos de f(x — h),
flz)+k, f(—z) y —f(x), para cualquier h, k € R.

1. El gréfico de f(x — h) se obtiene desplazando h unidades en forma horizontal el grafico
de f(z). Si h > 0, el desplazamiento es hacia la derecha, y si h < 0 el desplazamiento
es hacia la izquierda. Graficamos dos ejemplos, en linea punteada indicamos la funcién f

original.
Y . Y,
f@) 2
fla+2)
'l /, f(x)
1 ’,' flz —2) 1 ’,'
0 1 x 0 1

Notemos que en estos desplazamientos el dominio de la funcién resultante puede ser
distinto que el de la funcién inicial. Sin embargo la imagen no varia.

2. El grafico de f(x) + k se obtiene desplazando k unidades en forma vertical el grafico de
f(x). El desplazamiento es hacia arriba si k& > 0 y hacia abajo si k < 0. Por ejemplo,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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En este caso, el dominio de las funciones resultantes es el mismo que el de la funcion
inicial. Lo que puede cambiar es la imagen.

3. El grafico de f(—x) se obtiene a partir del gréfico de f(z) por una reflexién respecto del
eje y. Mostramos un ejemplo en la figura abajo a la izquierda. En este caso el dominio
de la funcion resultante puede ser distinto que el de la funcién inicial. Sin embargo la
imagen no varfa. Ver la figura abajo a la izquierda.

El grafico de —f(x) se obtiene a partir del grafico de f(x) por una reflexién respecto
del eje x. Graficamos un ejemplo en la figura abajo a la derecha. Aqui, el dominio de
la funcién resultante coincide con el de la funcién inicial. En cambio la imagen puede
cambiar.

4.3 Funciones definidas por partes

Las funciones definidas por partes se caracterizan por tener distintas expresiones en distintos
intervalos del dominio. Estudiemos este tipo de funciones a partir de un ejemplo.

Ejemplo 4.3.1

Sea

1
Fz) = 51‘—1, six <1, 1 /

x — 3, six > 2. 0 /az / "
En el grifico de la derecha mostramos la repre- /
sentacion grafica de f.

El dominio de esta funcién es Dom (f) = (—o0, 1) U[2,+00) v la imagen es Im (f) = R.

El elemento del dominio z = —2 verifica —2 < 1, por lo tanto si queremos saber el valor
de la funcién en x = —2 reemplazamos en la expresiéon que corresponde a x < 1,
1
f=2)=5(-2)—1=-2.

En cambio, x = 7 > 2, por lo que para encontrar el valor de la funciéon en x = 7 debemos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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reemplazar en la expresion que corresponde a x > 2,

f()=7-3=4.

Para encontrar los valores de x para los cuales f(x) = —1 debemos tener en cuenta las
dos partes en la definicion de la funcion. Esto es

1

r—1l=-1 <— =
flz)=-1<—= 2" z=0,

r—3=—-1 < =2

Qsi encontramos dos valores x; = 0, xo = 2 que verifican f(z) = —1.

4.4 Operaciones entre funciones

Dadas dos funciones f: Dy - Ry g: Dy — R, Dy, Dy C R, se definen la suma (o resta), la
multiplicacién y la divisién de f y g de la forma

L. f+g9g:D—=R, D=D;NDy, (f +9)(=) = f(z) + g(x),
2. frg:D—=R, D=DiNDs, (f - 9)(x) = f(x) - g(z),

‘ e » 1 gy £
30D R D={reDinD;:glx) £ 0}, (g)() o

Veamos con un ejemplo concreto como se realizan las operaciones anteriores.

Ejemplo 4.4.1

Sean f:R—{1} -2 R y ¢g:R — R, definidas por

flz) = , g(x) =3z — 6.
Entonces

o f+g:R-{1} =R,
oz 2+ Br—6)(zx—1) 32°—-8x+46
(Froa=—"rt3e-g= OO 578040

o f-g:R—{1} >R,

3z% — 6
(f-9)@) = ——= - (Br—6) = ——=,
o Lir_paow
g T

L Qe

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Dadas dos funciones f: Dy - Ry g: Dy — R, Dy, Dy C R, se llama composiciéon de f y
g, v la notamos f o g, a la funcién

fog:D—=R,  (fog)(x)=f(g(x)).

Observemos que calcular (fog)(x) = f (g(x)) significa calcular en primer lugar g(x) y luego
aplicar f sobre ese resultado. Para poder hacer esto es necesario que el valor g(x) pertenezca
al dominio de la funcién f. De acuerdo a lo anterior, el dominio D de la composicion de f y g
estd dado formalmente por

D = {x € Dom (g) : g(x) € Dom (f)}.

Ejemplo 4.4.2

Dy, C R D, CcR R
e
L

\_/ \_/
9 f

Veamos cémo es la composicion de las funciones f y g dadas en los diagramas. Tenemos
que

Dom (g) = {—3,1,2,4}, Im(g) ={-1,2,3}, y Dom(f)={-1,0,2}.
Notemos que g(—3) = 3 ¢ Dom (f) por lo que —3 ¢ Dom (f o g). Asi
Dom (f o g) ={1,2,4},

y en forma explicita encontramos

o (fog)(1) = f(9(1) = f(-1) = =5,
o (fog)2)=f(9(2)=f(2)=1,
\ o (fog)4)=flg(4) =r(2)=1.

Ejemplo 4.4.3
Sif:[-3,400) > RTU{0}, f(z)=vVz+3,y9:R—=R, g(xr)=2x+ 1, entonces
hi(z) =(fog)(x)=fRRx+1)=(2x+1)+3=+2zx+4,

el dominio de esta nueva funcién es D = {z € R: 2z +4 > 0} = [—2,400). Notemos que

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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el dominio de la composicion h esta contenido en el dominio de g, esto es

Dom (h;) = [-2, 4+00) C Dom (g) = R.

Por otro lado,
ho(z) = (go f)(z) =g(Vz+3) =2V +3+1

Qen este caso Dom (hy) = [—3, +00) = Dom (f).

Ejemplo 4.4.4

1 rz+1

Dom (f) =R — {1}, Dom(g) =R — {0}.

Consideremos las funciones f(x) = , definidas en los dominios,

La composicion f o g resulta

r+1 1
ha) = (F 2 9)w) = flg) = 1 () = sz ==
Notemos que, si bien la funcién h(z) = z estd bien definida para cualquier z € R, ese no es
el caso de la funcion h(x) = (fog)(x) = x. Recordemos que el dominio de h esté contenido
en el dominio de g. Es decir que z = 0 no pertenece al dominio de h, ya que no pertenece
@ dominio de g. Tenemos entonces que Dom (h) = R — {0}.

Ejemplo 4.4.5

Consideremos f: R — R, f(z) =3 — (2x + 7)>. Podemos, por ejemplo, pensar a f como
la composicion de dos funciones:

f:flon para fl(x):?)_a:ga fQ(x):2x+77
con fi, fa : R — R. Verifiquemos esta afirmacion.
(frofo)(@) = fi(fo(2)) = fi(20 +7) =3~ (20 +7)° = f().

También ¢ : [3,+00) = R, g(x) = jrv—z?;i; puede pensarse como la composicién

B 2x
Cr 44

go(z) = Vo — 3.

g=gi0g9, para  gi(x)

La forma de representar a g como una composiciéon no es unica. Por ejemplo, otra forma

es
2\/x
\ 9 =930 para  g3(z) = \/5\/—;4 gs(x) =2 — 3.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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[Para pensar 16 \

Consideremos las funciones f(z) =1 —z y g(x) = 2? y notemos que para x = 0 y para x = 1
se verifica (f o g)(x) = (go f)(x).

(fo9)(0) = f(g(0)) = F(0) =1 y (g0 f)(0)=g(f(0)) =9(1) =1,
(feg)1)=f(g(1)) =Ff(1) =0 y (gof)(1)=g(f(1))=g(0) =0.

A partir de esto, jpodemos concluir que la composicién de funciones es conmutativa? Es decir,
jvale la propiedad fog=go f?

Nota: Esta actividad esta relacionada con lo propuesto en el ejercicio 14 de las actividades
Q)lanteadas al final de la unidad. )

4.5 Funciones polinémicas

Llamamos funcién polinémica a las funciones f : R — R de la forma
f(x) - ana:,’n + an_ll‘n_l + an_2l’n_2 + e + CLQQEQ + CLL’E _'_ CL(),

donde a,,, ap_1,0p_2, - ,a0,a1,a9 € R, n € N.

La expresién que define a una funcién polindémica tiene la misma forma que un polinomio
de grado n. Asi, buscar las intersecciones del grafico de estas funciones con el eje x equivale a
buscar las raices del polinomio correspondiente.

Ejemplo 4.5.1
Consideremos la funcién f : R — R dada por

1 1 1
= —gt— —2° - 222

24 24 2
La interseccion de su grafico con el eje de las ordenadas la encontramos calculando el valor
de la funcién en x = 0, en este caso tenemos f(0) = 0. Para hallar sus intersecciones con
el eje de las abscisas debemos resolver f(x) = 0, esto es

Asi es facil ver que las soluciones de la ecuacion anterior son x1 = 0, o9 = —3 y x3 = 4. Por
lo tanto, las intersecciones buscadas son los puntos (0,0), (—=3,0) y (4,0). La representacién
grafica de esta funcion es

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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—M\/l .cc
.

Las funciones polinémicas pueden utilizarse para modelar ciertos problemas.

Ejemplo 4.5.2

Se realiza un estudio, durante 8 semanas, sobre la variaciéon de peso de un grupo de pa-
cientes sometidos a un cierto tratamiento médico. La funcién que modela los resultados
encontrados esta dada por

P(t) =3,196t — 1,28 > + 0,113,

donde ¢ representa el tiempo (en semanas) transcurrido desde el inicio del tratamiento y
P es la variacién de peso (en kg) del paciente. Su representacién grafica es

Py

VN

A partir de la observacion del grafico podemos decir que durante la primer semana y
media, aproximadamente, los pacientes aumentan algo mas de 2 kg de peso. Luego, desde
la semana y media y hasta la séptima los pacientes pierden hasta 6 kg de peso y en la
ultima semana vuelven a aumentar un kilo. Esta interpretacién es visual y por lo tanto
aproximada.

Sin embargo, podemos determinar con exactitud el momento en que la variacion de
peso fue nula. Para esto debemos buscar las intersecciones de la funcion con el eje de las
abscisas. Esto requiere factorizar la expresién polindmica.

P(t) = 3,196t —1,28t*+0,1¢> (¢ es factor comiin)
= 1(3,196 — 1,28t +0,1¢*) (férmula resolvente para ecuacién cuadratica)
= 0.1t —3,4)(t—09,4).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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De esto se deduce que los valores del dominio en que esta funcién es nula son t = 0 y
t = 3,4. Notemos que si bien la expresion se anula también en ¢ = 9,4, este valor no
pertenece al dominio de la funcién estudiada.

También podemos decir en forma exacta, por ejemplo cual fue la variacién de peso a
las dos semanas de iniciado el tratamiento. Para esto reemplazamos en la expresién dada
con t = 2 para encontrar

P(2) =3,196-2—1,28-(2)>+0,1-(2)° = 2,072.

Qs decir, a las dos semanas de iniciado el tratamiento el paciente aumenté 2,072 kg.

Algunos casos particulares de funciones polinémicas son la funcion lineal, que tiene la
forma f(x) = ax + by su gréfico es una recta, y la funcién cuadratica, cuya forma general
es f(z) = ax? + bx + ¢ y su grafico es una pardbola. Estas dos funciones se estudiardn con més
detalle en capitulos siguientes.

4.6 Otras funciones de interés

A continuacién presentamos dos funciones que suelen ser de interés.

La primera es la que se conoce como funcién valor absoluto, su forma general es

x, six >0,
flz) = x| =

—z, siz<O0.
Notemos que se trata de una funcién definida por partes, siendo cada parte una funcion lineal

(esto lo retomaremos en la Unidad 5). Mostramos en la siguiente figura su representacién
grafica.

Y,

—3—2—1? 1 2 3 x

Esta funcién esta bien definida para todos los niimeros reales, es decir, Dom (f) = R. Su imagen
son los nimeros reales no negativos, que en notacién de intervalos se escribe Im (f) = [0, +00).

Otra funcién frecuentemente utilizada es la funcién racional,

fla) = =

T .

Su grafica es una hipérbola
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Observemos que esta funcién no estd definida para x = 0. Ademds, el valor f(z) = 0 no se
puede obtener con ningin valor de la variable x. Esto nos indica que

Dom (f) =R — {0},  Im(f)=R - {0}.

Ejemplo 4.6.1

Veamos cémo encontrar los graficos de las funciones

fla)= 25+l v g@)=2-lr+1]

para luego indicar el dominio y la imagen de las mismas.

: Yy

El grafico de f se puede obtener a partir de un e
desplazamiento de dos unidades hacia la derecha y 4 ': i
una unidad hacia arriba del grafico de la funcion ) i
racional presentada anteriormente. Asi encon- AKV‘)&{ ,,,,,,, :
tramos el gréfico de la derecha. — —mooo 5 é__-_zl— I

Observando el grafico podemos decir que B ‘\2 ‘

Dom (f) =R —{2},  Im(f)=R-{1}. EVHEEN

. Yy

El grafico de g se puede obtener mediante una . .
reflexion, un desplazamiento lateral y uno vertical 3
de la funcién valor absoluto. A2 it

En este caso encontramos Dom(g) = R e /\1 \\
Im = (—o00,2|. -

(9) = (—00,2] s 2| N 5@

\

Expresiones de este tipo ya se trabajaron al estudiar ecuaciones e inecuaciones en la Unidad
2. Asi, para estas funciones estamos en condiciones de encontrar, en forma analitica, sus
intersecciones con los ejes coordenados.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Ejemplo 4.6.2

Retomamos las funciones

1
fl@)=—=+1 vy gla)=2—|z+1
x—2
presentadas en el ejemplo anterior, y calculamos, en forma analitica, las intersecciones de
sus graficos con los ejes coordenados.

Empecemos recordando que el gréfico de una funcién h corta al eje de las ordenadas en
un punto de la forma (0, ~(0)). Entonces, calculando

1 1
fO)=—+1=—, g0)=2—-11 =1
-2 2
tenemos que el grafico de la funcién f intersecta al eje y en Py = (0, %), mientras que la
funcién ¢ lo hace en P, = (0,1). Ambos puntos de interseccién pueden observarse en los
graficos del ejemplo anterior.

Las intersecciones con el eje de las abscisas tienen la forma (x, 0) y se obtienen igualando
la funcion a 0. Asi,

f() =0 < =—1 < —(z-2)=1 <<= =1

xr—2
y por otro lado,

g() =0 <= |z+1]=2
<~ x+1=2 6 x+4+1=-2

<— =1 o) r=-3

Luego, el punto de interseccién del grafico de f con el eje z es Q¢ = (1,0) y los puntos en
que el grafico de g corta a este eje son Q,1 = (—3,0) y Qg2 = (1,0). También estos puntos
Queden observarse en los graficos presentados en el ejemplo anterior.

Mas atn, para estas mismas funciones f y g podemos calcular todos los valores x € R tales
que f(z) < x + 2, o bien todos los valores x € R tales que g(z) > 2. Para esto, basta plantear
y resolver las inecuaciones

(a)

(b) 2—|z+ 1| > 2.

1
< 2
p— T+ 2,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Actividades

1. Indicar cudles de las siguientes graficas corresponden a una funcién.

R |
S -

2. A partir de las gréaficas de las siguientes funciones

Y Y, Y

1 / 1 1 /

o s o s TN s
f g h

determinar

(a) el dominio e imagen de cada una,

(b) si es posible, £ (3), £(~2), g(2), g(5), h(3) ¥ h(-2),
(c) si existen, los puntos de interseccién con los ejes coordenados,
(d)

)

los intervalos del dominio donde f es positiva,

(e) los intervalos del dominio donde g es negativa.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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. Para cada una de las siguientes funciones

4a? —x 1—2z
— 3 _ e —=
f@)=VE=3,  gw =71 @)=,
determinar, si es posible
(&) £(3), £(0), (d) los x tales que g(x) =0,
(b) los x tales que f(x) =5, (e) h(1), h(0),
(c) g(—2), ¢ (%), (f) los x tales que h(z) > 1.
. Dada f (z) = 5 + 1, determinar analiticamente los valores del dominio de f para los
T —
cuales
(a) f(z) =0, (b) f(z) =3, (¢) fz) < -1, (d) f(z) > 3.

a) Encontrar una expresion para el area de un triangulo equilatero en funcién del lado
g
£. ;Cudl es el area del tridangulo si el lado mide 3 cm?

(b) Hallar una expresién para el perimetro de una circunferencia en funcién de su
diametro d.

(c) Expresar el drea de un rectdngulo en funcién de su altura h, sabiendo que la altura
h es el triple de su base. ;Cual es el area del rectangulo si la altura es h = 12 cm?

. Hallar el dominio de las siguientes funciones y expresarlo utilizando notacién de intervalo.

16

(a) f(x)=—a4+32*+9, (d) f(m):3x2—9x’

f =+2x —1,
(c) f(z) =22 —6, () fla)=y——7

. Determinar el dominio de las siguientes funciones.

fla) = ——— () = ————
VIi—z-3 I T +3
(a) ¢Son iguales los dominios?

(b) Calcular, si es posible, f (—8) y g (—38).

. A partir de los graficos de y = 2® y de y = y/x mostrados a continuacién, representar

graficamente las siguientes funciones e indicar, en cada caso, si se realiza un desplaza-
miento (vertical u horizontal) o una reflexion (respecto del eje x o del eje y).

(a) y=(z—2)°, (d) y =+ -z,
(b) y=—(z—2)°, (e) y=+v—x+5,
() y=—(z—2°+1, () y=v—z+5-1

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Y
Y
1
0l 1 T

y:x3 y:ﬁ

9. Representar graficamente las siguientes funciones, teniendo en cuenta los graficos del
ejercicio anterior.

(a) y=(z+4)°>+7

(b) y=+v—-z -3,

(c)y—{\/gx—”_l’ s? x>0,
z° + 1, si <0,
—Vr—+1, si z>1,

(d) y=14 a3, si —1<z<1,

v =z, si < —1.

10. Dada la funcién
—2r—4, si < -2

f(z)=1 4, si —2<x<2,
x4+ 1, siox > 2,
calcular, si es posible
(a) f(=3), (d) f(=2),

(e) los x tales que f (x) = —1,
(f) los x tales que f(x) = 4.

11. Sean f1, fo, f3 definidas por

1

filz) =2r —1, f2(95):$+27 fa(z) = 2 — 4.

(a) Encontrar una expresién para cada una de las siguientes funciones.

i f(z) = 2fi + fo)(x) iv. f(z)=(f2- f1)(2),

i fla) = ((A)? — 8s) (= — 2). I = (£ ),
i, f(r) = ( )<>, vi. f(x) = (3f2—f)<>.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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(b) Hallar el dominio de cada una de las funciones encontradas en el inciso anterior.

12. Determinar el dominio de las siguientes funciones.

(@) fl2) ==+ 0,
) ) = 200

(c) flx)=Vr+1++x—

1
Vi—z

13. A partir de las funciones f y g definidas como

x| —=1] 0 1| 2 31 4 x| —2|-11 2 3
fle)| 3] 1] 5] 3|—-2] 7 glx) | —-1] 1] 4| -1

realizar las tablas que representan a las funciones f o gy go f e indicar sus respectivos
dominios.

14. Dadas las siguientes funciones
1
flz) =2° -2, g(x) = Va+1, h(z) =2+ —.

(a) Encontrar una expresién para

i. (fog) (o), iii. (g0 h) (@),
ii. (90 f) (), iv. (ho f) ().

(b) ¢Son fogy go f iguales?
(c) Hallar, si es posible,

i (foh)(2). i, (ho f)(2)
i, (hog)(~1), iv. (g0 f) (0).
15. Hallar en cada caso, dos funciones f y g de modo que la composicion fog sea la funcion
h indicada.
(a) h(x) =z +1, (c) h(z) = va?—1,
(b) h(z) = 4(z> + 3), (d) h(z) = Va2 —1.

16. Dadas las funciones polinémicas
L, 3
f(x)zim +2x+2 g(x) = ax® — 3z + a,

determinar los valores de a que verifican

(@) fa) =5,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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(b) 9(=2) =27,
(c) f intersecta al eje de las abscisas en x = —a — 1,
(d) g intersecta al eje de las abscisas en x = —2.

17. En un laboratorio se toma la temperatura de una cierta sustancia a partir de las 8 de la
mafana. Se obtiene la siguiente funciéon polinémica que permite calcular la temperatura,
en grados, de esa sustancia en funcién del tiempo a partir del cual se comenzaron a realizar
las mediciones: f(z) = 0,22 — 5,622 + 36x.

(a) (Cudl fue la temperatura a las 5 horas de haber comenzado las mediciones?
(b) (En qué instantes la temperatura fue de 0° C?

(c) ¢(Hubo algiin momento en el cual la temperatura fue negativa?

18. Sean
1

fla)=le=3-2  glo)=1-——.

(a) Representar graficamente estas funciones, a partir de los graficos de las funciones
presentadas en la Seccion 4.6.

(b) Indicar su dominio y su imagen.

(c) Encontrar, analiticamente, los puntos en que los graficos de f y g intersectan a cada
eje coordenado.

(d) Encontrar, analiticamente, el conjunto de valores de = tales que f(z) > 2.

(e) Encontrar, analiticamente, el conjunto de valores de z tales que g(z) < —z — 1.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.






5 Funcion lineal. Rectas

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad estudiamos particularmente la funcién lineal. Recordaremos los siguientes
conceptos vinculados con esta funcién.

1. Definicién y representacién gréfica (la recta).
2. Obtencién de una recta a partir de datos.
3. Planteo y resolucién de problemas utilizando funciones lineales.

4. Rectas paralelas y perpendiculares.

5. Distancia entre puntos del plano cartesiano.
g P P J

5.1 Definicién y representacion grafica

Una funcién lineal es una funcién f : R — R definida por la férmula
f(z) =ax+0,
donde a y b son ntimeros reales.
El gréafico en el plano cartesiano de una funcién lineal es una recta no vertical de ecuacion
y =ax +b.

El valor a es la pendiente de la recta y mide la inclinaciéon de la misma. Si la pendiente es
positiva la recta es creciente, si a = 0 la recta es horizontal y si la pendiente es negativa la recta
es decreciente. El valor b en la ecuacion de la recta es la ordenada al origen y nos indica el
punto en que la recta intersecta al eje y. Notemos que b es el valor que resulta de reemplazar
en la funcién con z = 0. Es decir

flx)=azx+0b = b= f(0).
Asi, el punto de interseccién de una recta con el eje y tiene coordenadas (0,b).

En los siguientes graficos se muestran rectas de la forma y = ax + b considerando pendiente
positiva, cero o negativa, en cada caso se marca con un punto la ordenada al origen.

Y, Y Y,

(0,1 —

a>0 a=20 a<0
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Si la pendiente de la recta no es cero, el grafico intersecta al eje x. De acuerdo a lo visto en

la unidad anterior resolviendo
= ax + b,

obtenemos que el punto de interseccién con el eje x de una recta no horizontal es (—g, O) .

Ejemplo 5.1.1

A continuacién estudiamos la funcién lineal f(z) = —3z + 2. Nos interesa representarla
graficamente en el plano cartesiano, indicar su dominio y su imagen y calcular los puntos
de interseccion con los ejes coordenados.

La ecuacién de la recta es
y=—3x+2.

Para graficarla es suficiente encontrar dos puntos de la recta.

1. Si x = 0 entonces y = 2, que es la ordenada al origen. Luego P = (0,2) pertenece a
la recta.

2. Six =1 entonces y = —3 -1+ 2 = —1, asi encontramos el punto M = (1, —1) que
pertenece a la recta.

Ubicando los puntos anteriores en el plano

podemos graficar la recta que los contiene. 44
Se observa claramente que
Dom(f) =R, Im(f)=R. P
La interseccién con el eje y es el punto P = (0, 2), ! 0
y si resolvemos la ecuacién -
0 1 x
0= -3z +2, M
obtenemos el punto de interseccion con el eje z,
y=—3x+2

Que resulta ser ) = (%, O) .

Para pensar 17

Sea f(z) = ax + b, a,b € R, a # 0. ;Cudl es el conjunto imagen de la funcién f? Si a = 0,
jcudl es el conjunto imagen de f?

La ecuacién de una recta puede estar dada en forma implicita
my +nx +d=0,

en este caso debemos despejar la variable y para obtener la ecuacion de la recta. Luego, si
m # 0 resulta

y=—-——x— —.
m m

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Sim =0y n # 0, la solucién de la ecuacién nx +d = 0 es un valor de = constante. El
grafico de la ecuacién x = ¢, con ¢ € R, es una recta vertical. Esta ecuacion no corresponde
con ninguna funcion real ya que al valor x = ¢ se le asocian todos los valores de y € R.

En la unidad anterior presentamos la funcién f(z) = |z| y mostramos que es una funcién
lineal a trozos. Ahora estamos en condiciones de representar graficamente un caso mas general:
f(z) = |ax + b|, a > 0. Primero observemos que

lax +bl =ar+b <= ar+b >0,
es decir, si z > —g. Mientras que
lax +b| = —(ax +b) <= ax +b<0,

es decir, si x < —g. Entonces tenemos que, para a > 0,

) b
ar + b, six > ——,

f(z) = laz +b] = "
) b

—ax —>b, six<——.

a

El razonamiento para el caso en que a < 0 es similar al anterior, la diferencia surge al
despejar z en las desigualdades ax +b > 0 6 ax + b < 0. Es este caso, al dividir por a se
invierte el sentido de la desigualdad. Asi, para a < 0,

b b
ar+b>20 < =< —— y ar+b<0 < z>——.
a a

Esto quedaré aclarado en el segundo de los ejemplos que presentamos a continuacién.
Ejemplo 5.1.2

Consideremos f(z) = |2z — 1|, podemos graficar esta funcién expresdndola previamente
como una funcion lineal a trozos.

Notemos que

Yy
2r—1]=2r—-1 <= 2z —-12>0,
es decir, si # > 3. De la misma forma tenemos que
20 —1|=—-22—-1) <= 2z -1<0. 1

Asi resulta, ol 1 -

2r — 1, siz >3 y:2x—1l, oy =—20+1
f(CC) = |2£U — ]_| = ' % , X

—2x+1, siz<j. , :

Q/Iostramos a la derecha el grafico de la funcién f.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Ejemplo 5.1.3
Dada la funcién

f@gzz—ﬁ—iﬂ,

podemos encontrar su grafico a partir del gréfico de g(z) = ‘1 — %x’ mediante una reflexion
y un desplazamiento. Primero notemos que

1 1 1
l—=x|=1-= <— 1—=x2>0,
’ zx‘ 2" 2"
esto es, si x < 2. Y por otro lado
‘1 L '— 1 L — 1 ! <0
2"~ 2" 2" =

esto es, si x > 2. Asi,

1—%x, six <2,

@= -39
xr) = — = =
g 2 —1+%a7, six > 2.

En la siguiente figura graficamos la funcion g con linea punteada y la funciéon f con
linea continua. El grafico de f fue obtenido por reflexion y desplazamiento de dos unidades
hacia arriba del grafico de g.

Calculemos las intersecciones de esta funcion con el eje de las abscisas.
2—‘1—133‘:0 — ‘1—%‘:2
2 2
— 1—;.73:2 6 1l——-ox=-2
= T =2 0 z =06

Tenemos entonces QQ = (—2,0), Q2 = (6,0).

Veamos también cémo encontrar el punto O. La abscisa de este punto es el valor para el
cual cambia la expresion que define a la funcion, y se encuentra igualando a cero el término
que tiene valor absoluto. En este caso,

1
'1—255’:0 = =2,

Qluego 0=(2f2)=(22).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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5.2 Ecuacién de una recta a partir de datos

En algunos casos no contamos con la ecuacién de la recta, pero podemos deducirla a partir de
distintos datos conocidos. Nos podemos encontrar con alguna de las siguientes situaciones.

1. Conocemos la pendiente a y un punto (xo,yo) que pertenece a la recta.

En este caso la ecuacion de la recta es
y = a(r — o) + Yo
2. Conocemos dos puntos (xo,yo) y (z1,y1) que pertenecen a la recta.

Podemos calcular la pendiente de la recta como

_ Y1 — Yo

a .
1 — Zo

Con la pendiente y los puntos de la recta, de acuerdo al inciso anterior, la ecuacion resulta
y=alr—m)+y 6 y=alr—m)+y.

Observemos que la formula de pendiente dada es igual al cociente del desplazamiento vertical
(en la coordenada y) sobre el desplazamiento horizontal (en la coordenada x) entre dos puntos
de una recta.

Y Y,

N

y=ar+0b

Yo

n

L=
a:u>0 a = = — <0
1 — Zo 1 — Zo 1 — Zo

Ejemplo 5.2.1
Determinemos en forma analitica si los puntos A = (%, 2) , B= (—1, —%) yC=(-2,-1)
estan alineados.

Una forma de resolver este problema es encontrar la ecuacion de la recta que pasa por
dos de estos puntos y luego verificar si el punto restante pertenece a esta recta. Empecemos
entonces buscando la ecuacion de la recta y,p que pasa por A y B. La pendiente de esta

recta es
-2_2 8 3 16
a = 71 = —— —_— == -,
-1 -z 3 2 9

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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y con esto ya conocemos la pendiente y un punto que pertenece a la recta (por ejemplo A).
Entonces la ecuacién de la recta es

16 1\, 16 10
=—|z—¢ =—z+—.
Yap =g 2 9 9

Veamos si el punto C' = (=2, —1) pertenece a la recta yap, es decir si al remplazar

x = —2 en la ecuacién obtenemos y = —1. Reemplazamos x = —2 y encontramos
16 10 22
=— (-2)+ —=——#—1.
y=-g (=2)+ A

Quego C no pertenece a la recta yap y por lo tanto los tres puntos no estan alineados.

5.3 Planteo y resolucién de problemas

En ocasiones las funciones lineales y su representacién gréafica son ttiles para interpretar y
modelar problemas.

Ejemplo 5.3.1

En algunos paises la temperatura se mide en grados Fahrenheit (°F'). En esta unidad de
medida el agua se congela a 32°F" y el punto de ebullicién se alcanza a los 212°F'. Sabiendo
que la relacién entre °F'y °C' es lineal, jcudl es la férmula que expresa la temperatura en
grados Celsius en funcion de la temperatura dada en grados Fahrenheit? Haciendo uso de
la relacion encontrada responder

1. ;Cudl es la temperatura en grados Celsius que corresponde a 51, 26°F'?

2. ;Cudl es la temperatura en grados Fahrenheit que corresponde a 18°C?

Llamamos y a la temperatura dada en grados Celsius y x a la temperatura dada en
grados Fahrenheit. Buscamos entonces una funcién lineal de la forma y = f(z) = ax + b.

Para determinar los valores de a y b debemos utilizar los datos proporcionados por el
problema y relacionarlos con datos conocidos: en grados Celsius, el agua se congela a 0°C'
y entra en ebulliciéon a 100°C. De esta forma, conocemos dos puntos que pertenecen al
grafico de la funcidn lineal buscada: P, = (32,0), P, = (212,100). Utilizando la férmula
para la pendiente tenemos

. 100-0 5
S 212-32 9
Calculamos b reemplazando P; en la ecuacién de la recta
5 5 160
=—z+b = 0=-32+4b = b=-——+.
Y=gt 977" 9

Luego la funcién lineal buscada es

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Para responder a las preguntas planteadas simplemente reemplazamos el valor dado en
la férmula encontrada.

1. La incognita es el valor en grados Celsius, es decir el valor de y. Reemplazamos
entonces con x = 51,26 y resulta

5 160 256.3 — 160
= 251,26 — — = 22
Y=792" 9 9

Es decir que 51, 26°F" equivalen a 10, 7°C.

=10, 7.

2. En este caso, el valor buscado es el de la variable x y el dato es el valor y = 18.

160\ 5
18=_g— — = (184 —):2 =64,4.
8=gi——5 = 1 (8+9> 5 =04

\ Es decir que 18°C' equivalen a 64,4°F'.

En algunos casos, las variables involucradas en el problema no pueden tomar cualquier
nimero real. Por ejemplo, si estudiamos las ganancias de un comerciante en funcion de la
cantidad de productos vendidos, la variable asociada a los productos vendidos deberd ser un
nimero natural. Es decir, no tendremos una funciéon f : R — R. Aun asi podemos modelar el
problema, sin olvidar estas restricciones que le dan sentido a la situacién.

Ejemplo 5.3.2

Una empresa de cattering ofrece un servicio que tiene un costo fijo de $1.250 més $170
por persona. El salén tiene capacidad para 180 personas.

1. Encontrar una funcién que establezca el costo del servicio en funcién de la cantidad
de personas.

2. ;Cual es el dominio de esta funcion? Dar una representacién gréafica de la misma.
3. (Cuadl es el costo del servicio si asisten al evento 85 personas?
4. Si el costo de un evento fue de $21.310 jcudntas personas asistieron?

5. {Es posible que el costo de un evento haya sido de $25.0007
Vamos a llamar p a la cantidad de personas, y C' al costo del servicio.

1. La relacion entre costo y cantidad de personas esta dada por

C(p) = 170 p + 1.250.

2. El dominio de esta funcién es el subconjunto de los nimeros naturales menores o
iguales a 180 (que es el nimero méximo de personas que entran en el salén). Es
decir,

Dom f =1{1,2,3,...,180} = {p € N: p < 180}.

Gréficamente tenemos un conjunto finito de pares ordenados (p,C(p)). Marcamos
algunos de ellos en el plano cartesiano y los unimos con una linea punteada.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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C

31.850 e

21.650 e

11.450 e

1.250° " .
0 60 120 180 P

3. Para saber el costo del servicio para 85 personas, reemplazamos en la ecuacion con
p = 85.
C(85) =170 - 85 4 1.250 = 15.700.

Asi, para 85 personas el costo del servicio es de $15.700.

4. Si el costo de un evento fue de $21.310, reemplazamos con este valor en el lugar de
la variable C.

21.310=170p+1.250 — p = (21.310 —1.250) : 170 = 118.
Entonces, podemos afirmar que al evento asistieron 118 personas.
5. En este caso tenemos
25.000 =170p+ 1250 = p = (25.000 — 1250) : 170 ~ 139, 70.

Este valor de p no tiene sentido en el contexto del problema que estamos estudiando.
\ Luego un costo de $25.000 no es posible.

5.4 Rectas paralelas y perpendiculares

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente o si ambas son paralelas al eje y. Si
ademas de la pendiente tienen la misma ordenada al origen las rectas son coincidentes.

Dos rectas de pendientes a; # 0 y as # 0 son perpendiculares si a; - as = —1, es decir, si

1

el valor de una pendiente es el opuesto e inverso del valor de la otra pendiente, ay = —_-.

En el caso en que la pendiente de una recta es cero, es decir, si la recta es horizontal y tiene
ecuacién y = b, b € R, es perpendicular a cualquier recta vertical de ecuacion z = ¢, ¢ € R.

Ejemplo 5.4.1
Veamos cémo encontrar la ecuacién de la recta que corta al eje de abscisas en z = —2 y es
perpendicular a la recta 2z — 3y + 1 = 0.

Para encontrar la pendiente de la recta dada debemos despejar la variable .

2 1
2¢ —3y+1=0 <— 3Jy=2r+1 <= y:§:v—|—§.

(][N}

Entonces la pendiente de la recta buscada es a = —
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)
Ademas, la recta corta el eje de las abscisas en y= 2 4+ 1
xr = —2, y esto quiere decir que la recta pasa por 3 3
el punto (—2,0). Entonces, la ecuacién de la recta
buscada es 1
3 3
y=—=(r—(-2))+0=—=z—3. 0 1 T
2 2
Mostramos a la derecha el grafico de las dos rectas 3
en un mismo sistema de ejes coordenados. Y=z 3

5.5 Distancia entre puntos del plano

Para finalizar esta unidad, vamos a presentar la férmula de distancia entre dos puntos del plano
cartesiano, para luego usarla en algunos ejemplos en los que se combinan los distintos conceptos
estudiados.

Dados dos puntos A = (zg, y0), B = (21, 1) € R? definimos la distancia entre dos puntos
del plano de la forma

d((x1, 1), (0, Y0)) = \/(96'1 —x9)% + (Y1 — ¥o)>

Esta férmula se deduce a partir del Teorema de Pitdgoras, y nos indica la medida del segmento
determinado por esos dos puntos.

v,
A ’\y@
E Y1
Zo 0 "L

Ejemplo 5.5.1
Veamos que los puntos A = (-2,0), B = (0,-2), C = (1,0), D = (—1,2) forman un
paralelogramo y calculemos su perimetro.

Para empezar, debemos mostrar que las rectas Lag v Lop son paralelas, y también las
rectas Lap v Lpc son paralelas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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2 Y
. ~2-0
Pendiente de Lyp — aup = 00— (- =-1 AN Lpc
2__<6 ) D\ ///
Pendiente de Locp — acp = =-1 bR ;
—1-1 N ¢
, 2-0 ) . "
Pendiente de Lyp — aup = 17(2) =2 J \/‘ AN ’
R / ™ Leop
0— (-2 'L B
Pendiente de Lge — apc = 1<O) =2 AP SN
2 ™ Lagp

Encontramos asi que las pendientes de Lag y Leop son iguales, lo cual prueba que las
rectas son paralelas. También las pendientes de Lap y Lpe son iguales, por lo que las
rectas son paralelas.

Ahora, calculamos la medida de los lados de este paralelogramo usando la féormula de
distancia entre puntos. Notemos que es suficiente calcular la medida de dos de sus lados
ya que los lados opuestos tienen la misma medida.

Medida de AB — d(A,B) = /(0 — (—2))2 + (-2 - 0)2 = /8 =22

Medida de BC — d(B,C)=,/(1-0)2+(0—(-2))2=+/5

De esta forma encontramos que el perimetro del paralelogramo, en unidades de medida
genéricas (u.m.), es

\ P=2.-2v/2um. +2V5 um. = (4\/5—1- 2\/3) u.m.

(Para pensar 18 \

La distancia de A = (—2,3) a B = (0, 3) es igual a 2. ;(Es B el tnico punto del plano que se
encuentra a distancia 2 de A7 ;Cuantos puntos verifican esta condicién? Indicar, si es posible,
otros tres puntos que la verifiquen.

Nota: Esta actividad esta relacionada con lo propuesto en el ejercicio 18 de las actividades

Qlanteadas al final de esta unidad. J
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Actividades

1. Determinar la pendiente y la ordenada al origen de las siguientes funciones lineales.

(a) flz) =3z +1, (¢) f(x) = —4z,
(b) flz) = —;w+ 2, d) flz)=—1.

2. Sabiendo que las gréficas corresponden a funciones del tipo f(z) = ax + b, asociar cada
condicién con su gréfica correspondiente.

(a) a<0yb<0, (b) a>0yb<0, (c) a<0yb>0, (d) a>0yb>0.

Y Y, Y, Y

N

fi f2 3 1

3. Graficar las rectas definidas por
(a) y =3, (¢) br+2y—1=0,
3
(b) y =2z —3, (d) —§x+3y—2:0.

4. (a) Indicar si los puntos A = (2,3), B = (3,1) y C = (—2,1) pertenecen a la recta de
ecuacion y = 2z — 1.

(b) Cuatro puntos A, B, C' y D pertenecen a la recta 3z — 2y — 6 = 0, sus abscisas son
4,0,2y %, respectivamente. Determinar las ordenadas de los puntos.

2
5. Sea la funcién lineal f(z) = —37 +5.

(a) Graficar e indicar el dominio y la imagen.

(b) Hallar f(6), f(=1) y f(0,75).

(¢) Hallar a,b € Dom (f) tal que f(a) =30y f(b) = —14.
(d) Hallar los valores de « € Dom (f) tales que f(z) > 9.
6. Un video club ofrece dos opciones para alquilar videos:

Opcién A: $20 de abono anual mas $2,5 por video alquilado.
Opcién B: $30 de abono anual més $2 por video alquilado.

(a) Hallar para cada opcidn la expresion del precio a pagar en funcién del nimero x de
videos alquilados y representar en un mismo grafico.

(b) Si el cliente dispone de $90. ;Cuédntos videos puede alquilar con cada una de las dos
opciones?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



86 Unidad 5. Funcién lineal. Rectas

7. Una poblacién inicial de 100 bacterias crece a medida que transcurre el tiempo (medido
en horas). Después de 2 horas la poblacién de bacterias se duplicé.

(a) Hallar una funcién que indique el tamano de la poblacién en funcién del tiempo.
(b) ;Qué cantidad de bacterias hay después de 15 horas?

(c) (Cuantas horas deben transcurrir para que la poblacién sea de 3.600 bacterias?

8. Determinar, analiticamente, si los puntos M = (3,%) , N = (—1,—%) y P = (%,—%)
estan alineados.

9. En cada caso, hallar la ecuacion de la recta que

a) tiene pendiente 2 y ordenada al origen —3,

(c
(

)
(e) pasa por los puntos A = (1,—-3) y B = (5, —3),

pasa por el punto P = (2,3) y corta al eje de abscisas en z = —1,

d) corta a los ejes coordenados en y = —2 y en x = 4,

(f

)
g) es paralela a la recta = + 4y + 8 = 0 y pasa por el punto @ = (6, —2),
)

(a)
(b) pasa por los puntos P = (—2,1) y Q = (—1,7),
)
pasa por el punto A = (1,3) y es paralela a la recta y = %x -2,
(

(h) es perpendicular a la recta 2z 4+ 3y = 4 y pasa por el origen.

10. Graficar cada una de las siguientes funciones lineales a trozos e indicar dominio e imagen.

r+2, si x>1,
3, siox <1,

—x, si x>0,
4r—1, si x<O.

(a) f(z) = { (b) g(z) = {

11. Hallar la expresion de las funciones lineales a trozos e indicar el dominio y la imagen en
cada grafica.

(a) (b)

Y, Yy

v
1 7
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12. Definimos
3

f@) =120 43|,  g(z)=+[z—3

(a) Para cada una de estas funciones, representar graficamente e indicar su dominio, su
imagen y las intersecciones de los gréaficos con los ejes coordenados.

1 2
: h(x):4—‘2—3x’.

(b) Encontrar el conjunto de valores de x para los cuales se verifica h(z) > 2.
(c¢) Encontrar los valores del dominio de g para los cuales g(z) = 1.
13. Hallar todos los valores de a,b € R de modo tal que las rectas
Ly:—3x+4+2y—4=0, Ly: 3ax+2y—b=0

sean

(a) paralelas y distintas, (b) coincidentes, (c) perpendiculares.

14. Determinar, en cada caso, el o los valores de k para los cuales la recta de ecuacion
kx+ (2k+ 1)y +3=0,
(a) sea vertical,
(b) tenga pendiente igual a —3,
(c) pase por el punto P = (k, —g),
(d) corte en un punto a la recta 4z + 2y = 7.

15. Dada la recta y = mx + 4, determinar el valor de m para que el drea de la figura sea igual
a 24.

Y

16. Plantear y resolver

(a) Durante 48 dias se realizé un experimento con gallinas. Se determiné que durante
ese lapso el peso promedio es una funcion lineal del nimero de dias trascurridos.
Sabiendo que el peso promedio al inicio del experimento fue de 45 gramos y que
26 dias después fue de 226 gramos, determinar la formula de dicha funcién lineal y
calcular el peso promedio de las gallinas a los 35 dias.

(b) En un parque de diversiones se paga una entrada y luego un adicional por cada
juego (todos los juegos tienen el mismo costo). Martin gasté $35 y utilizé 4 juegos,
y Leonel por utilizar 7 juegos gasté $ 50.

i. Encontrar la férmula de la funcion lineal que relaciona el costo del paseo con la
cantidad de juegos que se utilizan. Representar graficamente dicha funcion.

ii. ;Qué representan la pendiente y la ordenada al origen en este problema?
iii. ;Cudl sera el costo de utilizar 6 juegos?
iv. Si se dispone de $ 70, ;cudntos juegos se pueden utilizar?
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17. Calcular la distancia entre los siguientes pares de puntos pertenecientes a R

(a) P=(3,-8). Q = (2,-6). (b) Py = (1.0), Qi = (1.%2).

1
18. (a) Sea A = (—2, —1) € R% Encontrar todos los posibles y € R tales que
5
d(A, (1,y) = 7.
(b) Sea B = (2,—1) € R?. Encontrar todos los posibles z € R tales que
d(B, (z,1)) = V3.
19. Demostrar que los puntos A = (3,3), B = (11,5) y C = (8,17), son los vértices de un
triangulo rectangulo y hallar su perimetro.

20. Los pares ordenados
A=(1,3), B=(3,-2), C=(-1,-3), D=(-3,2),

determinan los vértices de un cuadrilatero.
(a) ;De qué tipo de cuadrildtero se trata?
(b) Calcular su perimetro.

(c) Encontrar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus diagonales.
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6 Sistemas de ecuaciones lineales

( Sintesis de la unidad \

A lo largo de esta unidad vamos a estudiar sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas,
y estableceremos una relacion entre la interpretacién geométrica de estos sistemas y las rectas
estudiadas en la unidad anterior. Los conceptos mas destacados son los siguientes.

1. Definicién de sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Clasificacion segin la
cantidad de soluciones: sistema compatible determinado, sistema compatible indetermi-
nado y sistema incompatible.

2. Métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones.

3. Interpretacion geométrica y relacion con los conceptos estudiados en la unidad anterior.

\_ 4. Planteo y resoluciéon de problemas. )

Un sistema de dos ecuaciones lineales, a las que llamamos L; : ayx + asy + az = 0,
Ly : byx +byy + b3 = 0, con dos incégnitas x, y tiene la forma general

a1+ ayy+az =0,
b1$+bgy+b3:0.

donde los coeficientes ai, as, as, by, ba, b3 son nimeros reales. No siempre un sistema viene dado
en la forma completa y ordenada que presentamos. Por ejemplo,

x—2y =3,
3y = x.

es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

Resolver un sistema de este tipo implica encontrar, si es posible, un par de valores (z,y)
que sea solucién de ambas ecuaciones.

Si un sistema tiene una unica solucién se denomina sistema compatible determinado.
Sin embargo no siempre existe una tnica solucion. Algunos sistemas, llamados sistemas com-
patibles indeterminados tienen infinitas soluciones; y otros, llamados sistemas incompa-
tibles, no tienen solucion.

6.1 Métodos de resolucion de sistemas de dos ecuaciones lineales

Existen distintos métodos de resolucién para sistemas de dos ecuaciones lineales. En los siguien-
tes ejemplos repasamos algunos de los métodos de resolucién y presentamos las distintas situa-
ciones que podemos encontrar respecto de la solucién de un sistema.

89
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Ejemplo 6.1.1

3r —4y =1
1. Consideremos el sistema v 4 0,
r+2y=0.

Una forma de resolver un sistema de ecuaciones consiste en despejar una de las
incognitas en una de las ecuaciones y luego reemplazarla en la otra ecuacion. En este
caso la incégnita mas simple de despejar es x en la segunda ecuacién, que llamamos Lo,
asi encontramos

r+2y=20 — r = —2y.

Con esta expresion para x reemplazamos en L y resulta
3r—4y=10 — 3-(-2y)—-4dy=10 — —-1y=10 = y=-1.
Ahora, con este valor de y resulta
r=—-2y=-2-(—1)=2.

De esta manera encontramos que x = 2,y = —1 es la solucion del sistema dado. Se trata
entonces de un sistema compatible determinado.

Podemos verificar si la solucion encontrada es la correcta reemplazando en cada ecuacién
los valores encontrados.

Primera ecuaciéon 3z —4y =3-(2) —4- (—1) = 10.
0.

Segunda ecuacién r+2y=2+2-(-1)

Asi verificamos que la solucién hallada es la correcta.

9y = —
2. Sea el sistema r—ey 6,
6y — 3x = 2.

Despejamos x en la primera ecuacion
r—2y=—-6 <= x=-6+2y,
y con esto reemplazamos en la segunda ecuacién
6y —3r=2 — 6y—3-(-6+2y)=2 — 18=2 — ABSURDO.

Este absurdo nos indica que el sistema no tiene solucion. Luego el mismo es un sistema
incompatible.

9-(y+1) = 6a,

3. Consideremos el sistema
20 — 3y — 3 =0.

Veamos en este caso otra forma de resolver un sistema, que consiste en despejar la
misma incognita de ambas ecuaciones y luego igualar las expresiones encontradas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Despejemos entonces = en las dos ecuaciones.

9 3 3 3

Primera ecuacién x = 6(y +1)= §(y +1) =2z = 5V + >
3 3
Segunda ecuacién 20 =3y+3=ux= Y + 7

Ahora, dado que el valor de = debe ser el mismo en ambas ecuaciones, igualamos las
expresiones encontradas para esta incognita, y resulta asi

3 n 3 3 . 3
2! T T Ty
Esta igualdad es una identidad, es decir que es valida para cualquier valor de y. Luego, el
sistema tiene infinitas soluciones. Tenemos asi un sistema compatible indeterminado.

Ahora, si bien tenemos infinitas soluciones no cualquier par (x,y) es solucién. Las
soluciones deben verificar la relacion establecida por la ecuacion: x = %y + % Entonces,
las soluciones de este sistema son pares de la forma

3 3
—(Zy+2 R.
(z,y) <2y+2,y>,y€

Asi, por ejemplo, A = (§ O) y B = (0,—1) son soluciones del sistema. Sin embargo

27
Q’ = (2,1) no lo es.

6.2 Interpretacion geométrica

Notemos que podemos interpretar cada una de las ecuaciones de un sistema como la ecuacién
implicita de una recta. Entonces al resolver un sistema estamos buscando un punto P = (z,y)
que pertenezca a ambas rectas. Es decir que resolver un sistema consiste en encontrar, si existe,
la interseccion entre dos rectas dadas.

Ejemplo 6.2.1

Retomemos los sistemas estudiados en el ejemplo anterior y grafiquemos las rectas involu-
cradas. Para eso, en cada ecuacién debemos despejar la variable .

Y= 31’ 5 E
3z — 4y =10 T4y 1
1 x Y ) . 4 2 L,
x+2y=0. 1
Yy=—=xT. >
2 0 1 x
De esta manera las rectas resultan >
Ly :y = %:1:—% y Ly 1y = —%x,lain—
terseccion de estas rectas coincide con la L,
solucién del sistema P = (2, —1). pd
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1
x — 2y = —6, y:§x+3,

/ Ll
—
6y — 3r = 2. —lx—i—}
YTt Ty Ly
En este caso, en el que vimos que no ex- 1 /
iste solucion, las rectas Ly : y = %l‘ + 3y
1

Ly 1 y = jx + 3, resultan ser paralelas no co- 0 g
incidentes.
2 ] Y,
O-(y+1) =6z YT
2.%—3?/—3:0- 2 1 L1:L2
y=—-x—1.
3 >
0 T

Las rectas Ly y Lo tiene la misma ecuacion
y = %x — 1. Encontramos asi un par de rectas
paralelas coincidentes y la solucion es cualquier

Qunto sobre esta recta.

La siguiente tabla resume las distintas situaciones estudiadas.

Sistema Soluciones Representacion grafica

compatible determinado | una tunica solucién rectas no paralelas

compatible indeterminado | infinitas soluciones | rectas paralelas coincidentes

incompatible sin solucion rectas paralelas no coincidentes

Ejemplo 6.2.2

Consideremos el sistema
a’r +y = 2a?,
12a + 2y + 182 = 0.
Queremos determinar, si es posible, un valor de a € R para el cual el sistema resulte ser

1. compatible indeterminado,
2. incompatible,
3. compatible determinado.

Despejamos en cada ecuacién la variable y.

y = —a’z+2d?,
y = —9z — 6a.

Para que el sistema sea compatible indeterminado las rectas deben ser paralelas coinci-
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dentes. Es decir que las pendientes y las ordenadas al origen de ambas rectas deben ser
iguales. Esto es
—a*=-9 y 2a*= —6a,

y a = —3 verifica ambas ecuaciones.

Ahora, para que el sistema sea incompatible las rectas deben ser paralelas no coinci-
dentes. Es decir que las pendientes de ambas rectas deben ser iguales y sus ordenadas al
origen deben ser distintas. Esto es

—a*=-9 y 2a*# —6a,

y a = 3 verifica ambas ecuaciones.

Para cualquier otro valor de a distinto de 3 y —3 el sistema resulta ser compatible
determinado.

Por tltimo, veamos un ejemplo que combina la aplicaciéon de distintos conceptos vistos en
esta unidad y la anterior.

Ejemplo 6.2.3

Consideremos las rectas dadas por
Ly:y=2x+4, Lo :x+2y=2.

Veremos que estas rectas determinan, junto con el eje de las abscisas, un triangulo
rectangulo. Luego, haciendo uso de la férmula de distancia, calcularemos su area y su
perimetro.

Comenzamos buscando la ecuacion explicita de Lo, la cual resulta ser Lo : y = —%m +1.
Dado que las pendientes a; = 2 y ay = —% de ambas rectas son opuestas e inversas, las
rectas son perpendiculares, es decir, se cortan formando un angulo recto.

Veamos ahora los puntos en que cada recta intersecta al eje x reemplazando el valor de
y por 0.

o Para Ly, 0=2r+4+4 — z=-2.

1
o Para Lo, 0:—517—1-1 — x=2.

Llamemos R = (—2,0) al punto del plano en que la recta L; intersecta al eje x, y
llamemos @ = (2,0) al punto en que se intersectan la recta Ly con este mismo eje.

Ahora, el punto P = (z9,y0) en que se intersectan ambas rectas lo encontramos re-
solviendo el sistema de ecuaciones

y =2z + 4,
T+ 2y =2

La primera ecuacién nos da una expresién para la variable y, que sustituimos en la
segunda ecuacion para encontrar
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42020 +4) = 2

Y,
5 = —6 L1
6
r = —=.
5 I
Reemplazando con este valor en la primera ecuacién resulta R \ Q
6 8 0 1 z

Asi, P = (—g, %) es el punto en que se intersectan Ly y Lo.

A
Para calcular el perimetro y el area del triangulo PQ R necesitamos calcular la medida
de sus lados.

La medida del segmento RQ es muy simple de determinar sin necesidad de férmulas.
Tenemos |RQ)| = 4. Las medidas de los restantes lados de este tridngulo las calculamos
usando la férmula de distancia entre dos puntos de R2.

— [ 6\ 12 8\ 2 16 64 4
o |PR| = d(P,R) \/ ( 5)} +(0 5) 5 T o 5\/5

o wa-ara) = - (O +(o- ) - (BT 4s

5) V25
Ahora podemos calcular el perfmetro del tridangulo que, expresado en unidades de me-
dida genéricas u. m. (ver Consideraciones generales), resulta

4 8 12
P=4um. + 5\/511111 + gﬁum =4+ E\/gum

Adema&s podemos calcular el drea del tridngulo. Si consideramos el lado PQ como base, el
lado PR nos da la altura del tridngulo y asf obtenemos

1 4 8 16
A= 3§ 5u.m. - g\/gum = gu.m.2
Otra forma de calcular el drea es usar como base el lado RQ, en este caso la altura es la
coordenada y del punto P, de esta manera

1 8 16
\ A:§-4u.m.-7u.m.:€u.m.2

5

Para pensar 19

Planteando un sistema de ecuaciones, encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A=(2,-3)y B=(-1,1).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Actividades

1. Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Si el sistema resulta ser
compatible indeterminado, dar la soluciéon general e indicar dos soluciones particulares.

(a){$—3y:1, (d){Q:E:&y—l,

2z + 6y =4, dor = 6y + 2,

2e+y—1=0, 2y +2z) = —2(y — 2),
(b) N (e) -~

4o + 2y = 6, 4y 4 3z = 4,

2y+x)=2—y+6, 9y =12 — 6z.

<C>{$—y:2, <f){—2$+4:3y,

2. Representar graficamente y dar una interpretacion geométrica de cada uno de los sistemas
del ejercicio anterior.
. , . kx — Y= _L
3. (a) Determinar para qué valores de k& € R el sistema representa
—2x —y = 3k,
geométricamente dos rectas que se cortan en un punto.
(b) Hallar un valor de k € R para que el punto A = (—%, 1) sea solucién del sistema del
inciso anterior.
= a(3ax — 1),
4. Determinar a € R de modo tal que el sistema Y ( ) sea,
a-+y =3,

(a) incompatible,
(b) compatible determinado,

(¢) compatible indeterminado.

5. Determinar las coordenadas del centro de un cuadrado de vértices A = (0,0), B = (1,2),
C=(-2,1)y D= (-1,3).

6. Encontrar las coordenadas de los vértices del romboide ABC'D a partir de las ecuaciones
de las rectas que contienen a sus lados. Calcular el perimetro de esta figura.

Ll:y:5x_57 / II LQ

C =
1 11 S

Ly: y=— — --

2 Yy 5$+ 57 //7/// Ly

Ly: y=2z+4, %@///714 x

L4:y:§x—7. K [ L

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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A
7. Encontrar el area del triangulo ABC' a partir de los siguientes datos.

Yy A L1

o La recta Lo intersecta al eje de
las abscisas en (—2,0) y al de las \4 B

ordenadas en (0, —1). N 1

¢ La recta L; es perpendicular a Lo
y el punto (4, 1) pertenece a L. L,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



7 Funcion cuadratica. Parabolas

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad vamos a estudiar la funcién cuadratica y su representacion grafica: la parabola.
En particular, repasaremos los siguientes conceptos.

1. Definicién de funcién cuadratica. Representacion gréfica.
2. Elementos destacados de la parabola: vértice, eje de simetria, concavidad, raices.

3. Formas de expresar la ecuacién de la parabola: candnica, polinémica y factorizada.

\_ 4. Planteo y resolucién de problemas utilizando funciones cuadraticas. )

Una funcion cuadratica es una funcién f : R — R cuya forma general es
f(z) = ar® + bz + ¢,

donde a,b,c € R, a # 0 .

El grafico de una funcién cuadritica es una parabola de ecuacién y = az? + bx + ¢, con
un vértice, que en general notamos V = (h, k), y un eje de simetria vertical de ecuacién
x = h. El signo de a indica la concavidad de la pardbola: hacia arriba, si a > 0 y hacia abajo
si a < 0, segin se observa en la figura.

Y,

En la Unidad 4 estudiamos, en forma general, las intersecciones del grafico de una funcién
con los ejes coordenados. Ahora, para el caso particular de una funcién cuadratica de la forma
f(x) = az®+bx + ¢, encontramos que su gréifico corta a eje y en el punto P = (0, f(0)) = (0, ¢).
Por otro lado, las intersecciones con el eje = serdn puntos de la forma (xg,0), siendo xy una
solucion, si existe, de la ecuacion

0= az’®+bx +c.

Los valores xy son llamados usualmente ceros o raices de la funciéon. Sabemos, por lo estudiado
en la Unidad 2, que pueden existir dos, una o ninguna soluciéon de esta ecuacién dependiendo
del signo del discriminante A = b? — 4ac. Asi, las pardbolas tienen dos, una o ninguna raiz,
como podemos observar en los graficos anteriores.
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98 Unidad 7. Funcién cuadratica. Parabolas

El dominio de una funcién cuadratica f es Dom (f) = R, y su imagen depende del signo de
a 'y del vértice V. Si el vértice tiene coordenadas V = (h, k), con h, k € R entonces

a>0 = Im(f)= [k +00),
a<0 = Im(f)=(—00,kl.

Para pensar 20

Si la pardbola y = ax? + bx + c tiene vértice V = (—2,—1) y no intersecta al eje de las
abscisas, jqué podemos decir del valor de a? ;podemos hallar la imagen de la funcién cuadratica
correspondiente?

7.1 Distintas expresiones de la ecuacién de la parabola

Existen tres formas equivalentes de presentar la ecuacién de una parabola, o bien la funcién
cuadratica correspondiente.

1. Forma polinémica.
2. Forma canénica.
3. Forma factorizada.

Analizamos a continuacion lo que cada una de ellas aporta al estudio de la funcién, asi como
el paso de una a otra de las expresiones.

1. En forma polinémica la parabola se expresa y = ax? + bx + ¢, a,b,c € R, a # 0.

Como ya mencionamos, a partir de esta expresion es inmediato indicar el punto en que
la pardbola intersecta al eje y: P = (0, ¢). También podemos encontrar las intersecciones
con el eje x haciendo uso de la férmula resolvente

—b+ Vb2 — 4ac . —b —/b? — 4ac
_— 5 2: .

2a 2a

X

Asi, por ejemplo, y = 22* + = + 3 intersecta al eje y en P = (0,3), y no intersecta al eje
z (ya que el discriminante A =12 —4 -2 -3 = —23 es negativo).

2. En forma candnica la expresién de la pardbola es y = a(x — h)? + k, a,h,k € R, a # 0.

Esta expresién nos brinda explicitamente las coordenadas del vértice de la parabola:
V = (h, k), asi como la ecuacién del eje de simetria: z = h.

Dada una parabola en forma canodnica, para encontrar la forma polinémica basta desarro-
llar el cuadrado del binomio y agrupar los términos que corresponda. Por otro lado, dada
una parabola en forma polinémica, podemos encontrar su forma candnica a partir de un
completamiento de cuadrados. Esta estrategia consiste en sumar y restar un término
que transforma el binomio ax? + bxr en un trinomio cuadrado perfecto. (Recordar el
ejercicio 3 de la unidad de expresiones algebraicas).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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b
ax’ +br+c = a($2+x)+c
a

De aqui se deduce que las coordenadas del vértice V' son

b b?
h——%, k C—@

Por ejemplo, dada la pardbola y = 222 + 122 + 19, tenemos

207 + 120 +19 = 2(2* 4 63) + 19

= 2(2° + 62+ 3> —3%) +19
2 (2% + 62 +3%) +19—18
2(z — (=3))° +1,

de esta manera resulta

Luego la forma canénica de esta pardbola es y = 2[z — (=3)]* + 1 = 2(x + 3)* + 1, su
vértice es V = (=3,1) y su eje de simetria es x = —3.

. En la forma factorizada podemos encontrar dos situaciones distintas. Comunmente se
asocia a esta forma la expresién y = a(x — z1)(z — x2), a,x1,22 € R, a # 0.

Esta representacion nos indica explicitamente las raices de la pardbola: x; y xo. Asi las
intersecciones con el eje = son los puntos de coordenadas (x1,0) y (22,0).

Sin embargo, no siempre las parabolas tienen raices. En el caso de no tenerlas, la forma
factorizada es la misma que la polindmica. Por ejemplo, y = 2% + 3 es una parabola
dada en forma factorizada. Maés ain, esta es también su forma polinémica y candnica.
Notemos que y = 2 + 3 = (z — 0)® + 3.

Dada una parabola en forma canénica y = a(x — h)? + k, para dar la forma factorizada
debemos encontrar sus raices. Para eso despejamos z de la ecuaciéon a(x — h)? + k = 0.
Veamos esto a partir de un ejemplo. Consideremos y = —2(x — 1) + 8.

—2x—1%+8 = 0
r—1=v4 = x,=3,
(z—17? = 4 =
r—1=—V4 = x5=—1.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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De esta forma encontramos que y = —2(x — 1)? + 8 = —2(z — 3)(z + 1). A partir de la
forma factorizada podemos también indicar la ecuacion del eje de simetria, dado que esta
recta pasa por el punto medio entre las raices. El eje de simetria entonces tiene ecuacién

I1+.T2

2

En el ejemplo anterior tenfamos x1 = 3,15 = —1, y asi el eje de simetria es v = 1.

Para pensar 21
1. {Cual es la forma general de una pardbola que posee una unica raiz (doble) x = z(?

2. (En qué casos no es posible expresar una parabola en la forma y = a(z — x1)(z — x2)?

7.2 Representacion grafica
Para graficar una parabola es necesario, por ejemplo, conocer el vértice V' y algiin otro punto
que pertenezca al grafico.

Ejemplo 7.2.1

Consideremos f(r) = —z? + 22 — 3. Inmediatamente podemos decir que P = (0, —3) es la
interseccién del gréfico de esta funcion con el eje y. Completemos cuadrados para encontrar
el vértice.

flz) = —(2*—2x)—3 v .

= —(@*—2+1-1)—3 0 1 2 7
= —(v—2r+ )+1—3 - v
—(—1)° - e
_3 i
De aqui concluimos que V' = (1,—-2), el eje de 3
simetria es x = 1 y la parabola es céncava hacia . :
abajo ya que a < 0. Mostramos a la derecha el l

Qréﬁco de la parabola.
Notemos que si la pardbola estd dada en forma canénica y = a(x — h)*> + k, podemos

graficarla a partir de corrimientos de la pardbola y = ax?, esta ultima parabola tiene vértice
V =(0,0) y su eje de simetria es x = 0. Para representar graficamente y = ax? es necesario,
ademads del vértice, otro punto, como podria ser A; = (1,a). Por la simetria de la pardbola,
Ay = (—1, a) también pertenece al gréfico.

En los siguientes graficos representamos, a la izquierda, la funcién f(x) = 22 y a la derecha

las funciones g(z) = 22? y h(z) = 32°.

En el caso de la funcién f, el coeficiente que multiplica a 22 es a = 1, por lo que la pardbola
pasa por los puntos A; = (1,1) y Ay = (—1,1). Para la funcién g, el coeficiente que multiplica

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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a x® es a = 2, de forma que la pardbola correspondiente pasa por By = (1,2) y By = (—1,2).

Por ultimo, en el caso de la funcién h, el coeficiente que multiplica a 22 es a = %, y entonces

podemos asegurar que la parabola correspondiente pasa por C; = (1, %) y Cy = (—1, %)

[ Yy
3

Gréfico de f(z) = 2. Gréficos de g(z) = 22% v h(z) = 222

7.3 Planteo y resolucion de problemas

Ejemplo 7.3.1

Consideremos los rectangulos cuya altura es dos unidades menor que la medida de la base.

1. Encontrar una funcién que relacione la medida del drea (en cm?) de uno de estos
rectdngulos en términos de la medida de la base (en cm).

2. Indicar el dominio de esta funcién. Representar graficamente.

3. ;Cudl es la medida de la base de uno de estos rectangulos cuya area es 11,25 cm??
Resolvamos cada uno de los incisos anteriores.

1. Si llamamos z a la medida de la base, entonces la altura del rectangulo medira x — 2.
Luego, el drea A estd dada por

A(r) = z(x — 2) = 2% — 2.

2. La representacion grafica de esta funcion es una parabola. Pero la medida de la base
2 no puede ser cualquier nimero real pues tanto la base como la altura deben tener
medida positiva. Entonces debe ser

x>0y 2—-2>0 <<= x>2.

Asi, el dominio de la funcién es Dom (A) = {z € R : x > 2}. Para poder dibujar la
pardbola buscamos el vértice V' = (h, k), dado por

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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y las raices que son faciles de determinar,

r(r—2)=0 = z=0 6 x=2
Con estos datos podemos graficar la pardbola, teniendo en cuenta el dominio co-
rrespondiente a este problema. Con linea punteada graficamos la parte de la pardbola

que no corresponde al dominio de la funciéon para este problema particular.

. Siel drea de un rectangulo es 11, 25 cm?, entonces la medida de la base la encontramos

resolviendo
11,25 =22 — 2z <= 2> —22x—11,25=0.

Esta ecuacién tiene dos soluciones,

—(=2)+/(-2)2—4-1-(-11,25) 247 9
xl = = = — :4757
2-1 2 2

—(=2)—+/(-2)2—-4-1-(—11,25 5

e (C1L%5) _2-7_ 5_ .
2-1 2 2

El valor x5 no tiene sentido en el contexto del problema pues la medida del lado de

un rectangulo no puede ser negativa. Luego, la tnica solucién posible es 1 = 4, 5.

Asi la medida de la base del rectdngulo cuya drea es 11,25 cm? serd de 4,5 cm.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Actividades

1. Determinar, sin recurrir a la grafica, si los puntos

2
Plz(072)7 P2:(37_6>7 P3: (_27_3>7
[ , 10
pertenecen al gréfico de f(x) = z° + 3¢ + 2.
2. Si f(z) = 2kx? 4+ 1 determinar, en cada caso, los valores de k de forma que

(a) la imagen de z = 1 sea y = 1, (b) f(-3%)=5.

3. Relacionar cada una de las siguientes parabolas con la ecuacién correspondiente.

fi f2 I3

SR
<
1
1

2 l
:
1 I
I
I
—t——
0 1 2 T

fa 5 Je

2 2

1 1

ol 1 32 =z 1w ol 1 2z
(a) y=(xz—1)* =3, (¢) y=—(z+1)>+3, (e) y=4(x—1)*+3,
(b) y=1(x—1)>+3, (d) y=(z—1)"+3, (f) y=(z+1)*-3.

4. A partir del grafico de la parabola y = 2 representar graficamente las siguientes funciones
cuadraticas indicando, en cada caso, si se produjo un desplazamiento vertical, horizontal
o cambio de la concavidad.

(a) y = 20" (€ y=5 @ —17+2,

(b) y=(z—5)", d) y=—(x+2)°+4

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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5. Dadas las funciones cuadraticas

i. f(x)=—bx?-3, iii. f(z)=2*-92+9,

b (o) = o 4 4o, iv. f(2) = _;g (V3 —1) (V3 +1).
(a) expresarlas en forma candnica,
(b
(

)
) determinar las coordenadas del vértice,
(c) indicar la imagen de cada una de las funciones,
)
)

d

(e) verificar los resultados obtenidos mediante la representacién gréfica de cada funcién.

hallar la interseccion con el eje y,

—222, siox<l,
6. Sea f una funcién cuadratica a trozos definida por f(z) = ) )

- —2r, si x>1.
(a) Graficar esta funcién.

(b) Indicar su dominio e imagen.
(c) Calcular, si es posible, f(=1),f(1)y f(2).

7. Hallar, en cada caso, la ecuacién de la pardabola que verifica las condiciones dadas.
(a) Pasa por el punto (1,—1) y su vértice es el punto V = (-2, 3).

Intersecta al eje y en el punto (0,3) y su vértice es el punto V = (1, 2).

Pasa por los puntos (0,2), (—1,5) y (3,1).

)
)
d) Tiene a x; =2y x5 = 3 como ceros y cuyo grafico pase por el punto (0, 8).
) Tiene a 11 = /3 y 25 = —/3 como ceros y f (1) = 1.

)

Su imagen es (—oo, 3] y corta al eje de las abscisas en los puntos (—1,0) y (—2,0).

(g) Suimagen es [—5,+00), tiene vértice sobre la recta x = 1 y un cero en x = —2.

8. Hallar, en cada caso, la ecuacion de la funcién cuadratica utilizando los datos indicados
en los gréficos (a) y (b).

Y, Y

—_ e o

&V

AV

(a) (b)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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9.

10.

11.

12.

13.

Dadas las siguientes funciones cuadraticas

i f(x)=2*—12—20, iii. f(z) =12%—2x+4,
: 1 2
ii. f(x) = 3x? — 42z + 147, iv. f(r)= §x2 —3

(a) Indicar, sin trazar la gréfica, el nimero de intersecciones con el eje de abscisas.

(b) En caso de ser posible, expresar la funcién cuadratica en forma factorizada.

Hallar los posibles valores de m de modo tal que
(a) f(x) =2+ mz + 4 tenga dos ceros reales distintos,
(b) g(x) = 22?2 — 2 —m no tenga ceros reales,
(c) h(x) = —2* — mz — 5 tenga un tnico cero.
Hallar la ecuacién de la pardbola de vértice B sabiendo que A = (—3,0), O = (0,0) y el

A
triangulo ABO es equilatero.

Un fabricante encuentra que la ganancia GG obtenida por la venta de uno de sus productos

estd dada por
G(q) = —0,1¢* + 150q — 2.000

donde ¢ es la cantidad de unidades vendidas de dicho producto.

(a) {Cudntos productos debe vender para obtener la maxima ganancia posible? ;Cuél
es esa ganancia maxima?

(b) Si en marzo la venta de este producto le dejé una ganancia de $48.000 ;Cuéntas
unidades vendi6?

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba. La altura alcanzada por la pelota (h,
expresada en metros) en funcién del tiempo (¢, expresado en segundos), estd dada por la

siguiente funcién
h(t) =1+ 12t — 5t

(a) ;Cudl es la altura maxima alcanzada por la pelota y en qué instante se alcanza?
(b) (En qué instante la pelota toca el suelo?

(c) (En qué intervalo de tiempo la pelota asciende? ;En qué intervalo de tiempo la
pelota desciende?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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8 Razones y funciones trigonométricas

( Sintesis de la unidad \

En esta unidad revisamos los conceptos vinculados a las razones y funciones trigonométricas.
Los principales temas a desarrollar son los siguientes.

1. El sistema sexagesimal y el sistema radial para la medicién de dngulos.

2. Razones trigonométricas sobre tridngulos rectdngulos y sus propiedades. Aplicaciéon a la
resolucién de tridngulos rectangulos.

3. Planteo y resoluciéon de problemas haciendo uso de las razones trigonométricas.

\_ 4. Funciones trigonométricas y sus propiedades. )

8.1 El sistema sexagesimal y el sistema radial

Un angulo « esta caracterizado por un par de semirrectas, que forman los lados del angulo, y
que tienen el mismo origen, llamado vértice. En la siguiente figura, OA y OB son los lados del
angulo a y el punto O es el vértice.

O A

Si queremos medir la amplitud de un angulo podemos utilizar el sistema sexagesimal o el
sistema radial. En el sistema sexagesimal los dngulos se miden en grados (°), minutos (') y
segundos (). Un grado se obtiene al dividir un giro completo en 360 partes iguales, y tenemos
las relaciones

1° =60, 1" =60".

En el sistema radial, la unidad de medida es el radidn. Un angulo de medida un radian es
aquel que abarca un arco de circunferencia cuya longitud es igual a la del radio. La siguiente
figura representa un dngulo o de medida 1 radian (escribimos o = 1, es decir, usamos la letra
« tanto para indicar el nombre del dngulo como su medida).
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Tenemos la siguiente equivalencia entre ambos sistemas de medicién: un dngulo de un giro
en el sistema sexagesimal mide 360° en tanto que en el sistema radial mide 2. De esta forma,
la relacion entre la medida de un angulo o dada en cada uno de los sistemas es

« (en grados)  «a (en radianes)
360° B 2m ‘
Asi, por ejemplo, si queremos la medida en grados de un dngulo o que en radianes mide §
hacemos

Q@ 5 360° o
— = = = —— = 30°
360° 2 “T
O bien, si tenemos un angulo que mide 127°15’, calculamos su medida en radianes a partir de
127°15
a _ =9 o~ 222
2m 360°

Notemos que en este caso damos un valor aproximado de la medida del dngulo «, dado que su
medida exacta es un nimero irracional.

Tenemos también las siguientes relaciones destacadas.

« o1 Q9 Q3 Oy Qs
Sistema sexagesimal 0 90° 180° | 270° | 360°
Sistema radial 0 ST T 3w 27

Consideremos a continuacién una circunferencia de radio r y un angulo a con vértice en el
centro de la circunferencia, como mostramos en la siguiente figura.

B
L

Si llamamos L a la longitud del arco de circunferencia
de radio r determinado por un angulo de medida « dada A
en el sistema radial, entonces tenemos la relacion

L=«-r.

Ejemplo 8.1.1

Consideremos una circunferencia de radio r = 3 cm.
1. ;Cuadl es la medida del arco determinado por un angulo central de 120°7

Para poder usar la relacién L = « -7 en primer lugar debemos transformar la medida
del angulo al sistema radial.

o 120° 2

o = —T.

o 360°

Ahora podemos calcular la medida del arco pedida

L= 57?-3(3111: 27 cm.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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2. ;Cual es la medida del angulo central determinado por un arco de 10 cm?

Tenemos

L 10cm 10
a=—= = —
”

~ 3ecm 3
y esta medida estda dada en radianes. En el sistema sexagesimal el valor de «a es

10
a = -3-.360° ~ 190°
\ 27

Notemos que esto concuerda con la férmula ya conocida para la longitud (o perimetro) de
una circunferencia, pues en tal caso el angulo que abarca la circunferencia completa mide 27.

8.2 Razones trigonométricas. Triangulos rectangulos

A ..
Dado un triangulo ABC vamos a indicar sus angulos interiores de la forma A, B, C, y sus lados

los indicaremos AB, BC'y AC.

Recordemos dos propiedades fundamentales vinculadas a los tridngulos. La primera de
ellas es véalida para cualquier triangulo y establece una relacion entre los angulos interiores del
mismo.

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es
tgual a 180°.

Simbdlicamente: A + B + C' = 180°.

La segunda propiedad, valida para triangulos rectangulos, es el teorema de Pitagoras.

La suma de los cuadrados de los catetos de un tridngulo B
rectdngulo es iqual al cuadrado de su hipotenusa.
Simbélicamente: [AC|% + |CB|* = |AB|?. A o

A .
Para un tridngulo ABC rectdngulo en C', como el de la figura, definimos el seno, coseno y
tangente del dngulo A (no recto) de la forma

. cateto opuesto  |BC| B
senA = - = =,
hipotenusa |AB|
. cateto adyacente  |AC|
cosA = - = —,
hipotenusa |AB]|
N cateto opuesto |BC| ALA | C
tg A = =

cateto adyacente  |AC|

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Estas relaciones se denominan razones trigonométricas. Definimos también la secante,
cosecante y cotangente del angulo A de la forma
1

~ 1 A 1 .
coseCc A = ——, secA = ——, cotg A = =.
sen A cos A tg

s

Observemos en primer lugar que

o i IBCl _|BC| |AB| _ sen A
2T AC| T [AB| [AC|  cosA’

Ademas, a partir del teorema de Pitagoras se deduce lo que se conoce como relacién pitagorica

o,
sen?i + ot A — (1BCIY  (JACI\" _ JACI* +|BCI? _ |ABJ* _
|AB| |AB| |AB|? |AB|?

Veamos como se definen, de manera poco formal, el arco seno, arco coseno y arco
tangente de un nimero x € R.

o Dado x € [—1,1], el arco seno de x es un angulo # cuyo seno vale x.
En simbolos: arcsenz = 0 < senf = z.

o Dado x € [—1,1], el arco coseno de x es un dngulo  cuyo coseno vale .
En simbolos: arccosx = 6 < cosf = .

o Dado x € R, el arco tangente de x es un angulo 6 cuya tangente vale x.
En simbolos: arctgz = 0 < tgf = x.

Para calcular el seno, coseno y tangente de un angulo dado, asi como el arco seno, arco
coseno y arco tangente de un valor dado, usamos la calculadora cientifica. En general estos
valores no son numeros racionales por lo que vamos a utilizar aproximaciones.

Haciendo uso de las razones trigonométricas y de las propiedades enunciadas podemos re-
solver problemas que involucran tridngulos rectangulos. Dado un tridngulo rectangulo es sufi-
ciente conocer dos datos (ya sean dos lados o un lado y un dngulo), ademés del angulo recto, para
poder encontrar los restantes angulos y lados. Cuando hablamos de resolver un triangulo
rectangulo nos referimos a encontrar todos sus lados y todos sus dngulos, a partir de ciertos
datos conocidos.

Veamos a continuacién, a partir de algunos ejemplos, como resolver un tridangulo rectangulo.

Ejemplo 8.2.1

A . N
Consideremos un tridangulo ABC' rectangulo en C' y tal que |[AB| = 5,2 cm y B = 64°.
Veamos cémo encontrar la medida de los restantes lados y angulos.

En primer lugar, conocemos dos angulos: B = 64° y C' = 90°. Luego el angulo restante
es

~

A =180° — 64° — 90° = 26°.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Ahora,
5] N
A = =221 \
sen WY
BC
- 5,2cm 5,2 cm
|BC| = 5,2cm-sen26° o~ 2,28 cm.

Para encontrar el lado restante podemos usar el teorema de Pitagoras, o bien alguna
de las razones trigonométricas. Por ejemplo,

BC 2.28 298
tgAd = — = tg26°=— e b

S = — 220 4 67 cm.
AC] AC] AC) = g =4 6Tem

Ejemplo 8.2.2

A . _ _
Sea ABC' un tridngulo rectdngulo en C', para el cual |AC| = 2,7 ecm y |BC| = 3,5 cm.
Calculemos el lado restante y sus angulos interiores.

Para encontrar la longitud del lado AB usamos el B
teorema de Pitagoras,

|AB|* = |AC|* + |BC|?

= (2,7cm)? + (3,5 cm)? 3,5cm
=19, 54 cm?.
Luego |AB| = /19,54cm? ~ 4,42cm. Ahora, para C X A
z ,7cm

encontrar el angulo A usamos, por ejemplo, su tangente.

~ |BC| 3,5cm
tg A= — ~
|AC|  2,7cm

=1,296 = A~ arctgl,296 = 52°21".

Observemos que podriamos haber calculado este angulo a partir de su coseno, con lo
cual utilizarfamos en el cdlculo el valor del lado |AB| encontrado en un paso anterior. Sin
embargo, siempre que sea posible es conveniente usar los datos dados en el problema para
evitar errores, ya que lo calculado en otros incisos puede no ser correcto.

Finalmente, el angulo restante resulta ser

\ B ~ 180° — 90° — 52°21’ ~ 37°39’.

Ahora veamos como resolver un problema usando las propiedades de los triangulos y las
razones trigonométricas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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112 Unidad 8. Razones y funciones trigonométricas

Ejemplo 8.2.3

Queremos calcular la altura de una torre si el dngulo de elevacién disminuye de 60° a 30°
cuando un observador, que esta situado a x metros del pie de la torre, se aleja 90 metros
en la misma direccion.

Para resolver este tipo de problemas es conve- B
niente realizar un esquema grafico de la situacion.
De esta forma, volcando los datos sobre el gréfico, Y
podemos decidir mas facilmente qué propiedades
aplicar en base a lo que sabemos y a lo que quere- 60 30
mos calcular. ¢ T A 90 m D

Llamamos y a la altura de la torre, dato que nos interesa calcular. Observemos que y es
la medida del segmento opuesto a los dngulos conocidos, y los restantes datos se encuentran
sobre el cateto adyacente a dichos dngulos. Por esto, la razén trigonométrica que vamos a
usar es la tangente. Planteamos entonces

tg60° = Y = y = (tg60°)x ~ 1,73 x
T
[¢] y [¢]
tg30® = ——— — = (tg 30 90m) ~ 0,58 51,96 m.
g 2T 90m y = (tg30%)(z +90m) = 0,58 z + 51,96 m

Estas ecuaciones forman un sistema como los estudiados en la Unidad 6. En la primera
ecuacion despejamos el valor de x para encontrar x ~ 0,58 y. Con esta expresion reem-
plazamos en la segunda ecuacion, donde resulta

y~0,58(0,58y) +51,96m => y~ 78 3m.

Qsi encontramos que la altura aproximada de la torre es 78,3 m.

Para pensar 22

B
A a
Dado el tridngulo ABC' rectangulo en C, jqué relacién ex-
iste entre las razones trigonométricas del angulo A y las del
angulo B? C A

8.3 Funciones trigonométricas

En la seccién anterior definimos el seno, el coseno y la tangente para angulos interiores (agudos)
de un triangulo rectangulo. También vimos que en el sistema radial la medida de un angulo
es un numero real. Podemos pensar entonces en extender las definiciones de seno, coseno y
tangente a cualquier nimero real. Veamos como hacerlo en forma grafica.

Consideremos una circunferencia de radio r = 1, a la que llamamos circunferencia uni-
taria. Ubicamos el centro de esta circunferencia en el origen de coordenadas de un sistema
de ejes cartesianos. Centrados en el origen de coordenadas vamos a marcar distintos angulos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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orientados, como muestra la siguiente figura. En estos dngulos, uno de los lados permanece
fijo sobre el semieje positivo de las abscisas y el otro lado es una semirrecta con origen en (0, 0).

Y

Segundo cuadrante Primer cuadrante

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

En el grafico anterior, el angulo « tiene medida positiva, y el angulo S es negativo. Ademas,
como indicamos en la figura, los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro cuadrantes.
En la figura de la derecha observamos que

0 .
o a= 3 pertenece al primer cuadrante,

2
o B = 3" pertenece al segundo cuadrante,

o 0= 67r pertenece al tercer cuadrante,

o p= 3T pertenece al cuarto cuadrante.

Consideremos ahora un angulo « en el primer cuadrante, como indicamos en la siguiente
figura. Notemos que a es un angulo interior del tridangulo rectangulo determinado por los

puntos (0,0), (x1,0) y (z1,y1). El cateto opuesto a a mide yy, el cateto adyacente mide z; y la
hipotenusa mide 1.

Tenemos entonces

Y1 Yif------ (1,y1) = (sen a, cos a)
sena = =y, :
I
I
$1 a\ I
cosa = ==, 0 T 1z

Y1 sen«
tga = = .
r1  cosw

De esta forma podemos extender las definiciones de seno, coseno y tangente para angulos
en los restantes cuadrantes. Veamos algunos ejemplos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Ejemplo 8.3.1

Consideremos el angulo = %7? que graficamos en la siguiente figura. Podemos observar
que el valor del seno (es decir, y;) es positivo, mientras que el del coseno (esto es, x) es
negativo.

En este caso es posible dar el valor exacto de las funciones trigonométricas. Tenemos

Y

2 V3 (T, y )10

sen—m = Yy = —, |
3 2 !
2 1 5 h R

COsS - = I = g z1 0 1 T
2

tg-m = n_ —/3.
3 I
El angulo representado en la figura de la derecha es 6 = —%7‘(‘. En este caso no tenemos

un valor exacto para los valores de las funciones trigonométricas por lo que utilizamos la
calculadora para encontrar

Y
2
sen (—7?) = y; ~—0,95,
5
2 1 .
CoS (—57T) = x; ~0,31, 0N/ 1 fiy
9 |
tg (—7?) - N -3, 08. _)
5 il

\ (z1,41)

El dominio de las funciones seno y coseno se extiende a todos los numeros reales. Asi
mismo, la tangente no estd definida para angulos a los que les corresponde x; = 0 sobre la
circunferencia unitaria. Es decir, los valores o = Z, 37, 37, I, ... no pertenecen al dominio de

212 9% 9
esta funcién.

Algunos valores destacados, que se deducen inmediatamente a partir de la interpretacion
grafica dada, son los siguientes.

o sena | cosa | tgo
0 0 1 0
z 1 0 3
s 0 —1 0
%7? —1 0 A

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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El signo del seno, coseno y tangente de un angulo nos indica en qué cuadrante se encuentra.

Ejemplo 8.3.2

1. Sisena < 0y cosa > 0, entonces « se encuentra en el cuarto cuadrante. Més

atn, de la relacién tga = 2= concluimos que tga < 0. Podemos observar estas

conclusiones en la segunda figura del ejemplo anterior.

2. Sisena >0y tga < 0, entonces cosa < 0 y el dngulo « se encuentra en el segundo
cuadrante. Podemos observar estas conclusiones en la primera figura del ejemplo

\ anterior.

La identidad pitagorica sigue siendo vélida para cualquier @ € R. Esta propiedad nos
proporciona una relacion entre el seno y el coseno de un angulo, por lo que nos permite resolver
situaciones como la siguiente.

Ejemplo 8.3.3

Sicosa = § y a es un angulo del cuarto cuadrante, jcudl es el valor de su seno y su
tangente?

De la relacion pitagérica resulta

2
o+ V3 1 = IR N L L
sen ‘o — | = sen‘a=1—-=- sena=—- 6 sena = ——.
2 4 4 2 2
Dado que « esta en el cuarto cuadrante, su seno es negativo, por lo que debe ser sen a = —%.
Podemos calcular ahora la tangente del angulo
; sen o 1 \/§ 1
o= = —=——.
\ & cos v 27 2 V3
Veamos a continuacion algunas propiedades de las funciones seno y coseno.
(I) En primer lugar, si dos angulos «, # difieren en un
giro, es decir § = a + 2w, entonces los valores del seno y Yy
el coseno de estos angulos coinciden. Esto es, para todo
a € R, (z1,91)
e (6%
sen (o +27w) = senq, / ol @
o
cos(a+2m) = cosa,
Las funciones que tienen esta propiedad se llaman

periodicas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(ITI) La siguiente propiedad importante que podemos
observar sobre el grafico relaciona angulos del segundo
cuadrante con angulos del primero. Tenemos que para
todo o € R,

sen (m —a) = sena,

cos(m—a) = —cosa.

(III) La tercera propiedad de interés relaciona angulos
del tercer cuadrante con angulos del primero. Para todo
a € R,

sen(a+m) = —senq,

cos(a+7m) = —cosa.

(IV) Por dltimo tenemos la siguiente relacién entre
angulos del cuarto cuadrante y angulos del primero.
Ademads destacamos, en este caso, la relacién entre
angulos positivos y negativos. Para todo a € R,

sen (—a) = sen (27 —a) = —senq,

cos(—a) = cos(2m — a) = cos .

Estas propiedades nos dan relaciones entre los valores del seno y coseno de angulos que se
encuentran en distintos cuadrantes y que podemos utilizar para resolver algunos problemas.

Ejemplo 8.3.4

™ .
Para a = 1 se verifica

T V2 T V2

SenZ:7 y COSZ:7.

Con este dato y aplicando las propiedades
anteriores podemos calcular los siguientes
valores (que pueden verificarse graficamente
en la figura).

(IT) T V2

1 sen g = sen (7 )
. sen —7m = sen ——) = sen— = —
se 1" sen |7 1 se 1 5

5 5 1 2
\ 2. cos (—47r> (I;/) CcOSs (47T> = Cos (7‘(‘ + 47r> (E—I) — cosg = —\é_.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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También haciendo uso de las propiedades vistas podemos resolver ecuaciones como las es-
tudiadas en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 8.3.5
Encontremos todos los valores de = € [0, 27) para los cuales

5
senx + 2 = —sen %z + Esenx+ 7

Una vez mas, la estrategia es sustituir la incégnita x por otra de forma que la nueva
ecuacion sea mas simple de resolver. Esta estrategia se presenté en el Ejemplo 2.4.3
donde se estudi6é una ecuacién bicuadratica.

Llamamos © = senx, de forma que la ecuacion inicial se transforma en la ecuacion

cuadratica
u—|—2——uQ—|—§u—|—§ — u2—§u—|—}—0
N 2 2 2 2
Las soluciones de esta ecuacién son
1
Uy = 5, Uy = 1.

Para volver a la incognita x, tenemos que encontrar los valores z € [0,27) tales que
sent =% 6 senz = 1.

El tinico valor = que verifica senz = 1 en el intervalo dado es x = 7. Ahora, una soluciéon
conocida de senz = % es © = I (y se puede encontrar con calculadora). Pero este valor del

6
seno se repite en un angulo del segundo cuadrante, pues

senz (E) Sen (71’ — z) = Sen —m
6 6/ '

6

En conclusion, encontramos tres valores que verifican la ecuacion dada:

™ ™
T1=—, Xog=—, Tg=—_T.
\_ T e 6

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Actividades

1. Expresar en grados, minutos y segundos sexagesimales la medida de un angulo que en el
sistema radial mide

(b) 2.5 radianes,

(a) =7 radianes, (c) 57 radianes.

2. Expresar en radianes la medida de un angulo que en el sistema sexagesimal mide

(a) 171°53' 14" (b) 35°40, (c) 70°10' 40"

3. Completar la siguiente tabla.

Medida sexagesimal | 0° | 30° 90° 135° | 150° 240° | 270° 360°
Medida radial 0 %w Lir

wlro
3
3

wlot
3

4. Determinar el radio r de cada una de las siguientes circunferencias.

(a) a=125° L =57 cm. (b) a = 4 radianes, L = 18 cm.
L
B

5. Determinar la longitud del arco de una circunferencia de 5 cm. de radio, determinado
por un angulo con vértice en el centro de la misma, que mide 60°.

6. Dos ninos juegan en un sube y baja que tiene una longitud de 5,5 m. Al subir uno de los
extremos de la barra recorrié un arco de 1,25 m. Calcular la medida radial del angulo
que describié dicha barra.

7. Calcular las razones trigonométricas de los angulos A, C, ABD y CBD del siguiente
tridngulo y completar la tabla.

B = - - .
0 A C ABD | CBD
e sen 6
e 12 cm cosf
tg 0
A n____16m ¢ °

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

A
Resolver el triangulo rectangulo ABC indicado en la figura, para cada uno de los siguientes
casos.

A

C (a) A=42°, |AB| =7 cm.
(b) |[AB| = 43,9 cm, |AC|= 24,3 cm.

A B (c) B=55°, |AC|=12 cm.

Calcular la altura que alcanza un barrilete que sostiene un chico a 80 cm del suelo, si la
cuerda tensada mide 35 m y forma un angulo de 35° con el piso.

Los brazos de un compaés, que miden 12 c¢m, forman un angulo de 50°. ;Cuadl es el radio
de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

Un poste se quiebra. La parte superior se inclina formando con la parte inferior un
angulo de 70°. El extremo superior toca el piso a una distancia de 2,10 m del pie del

poste. Determinar la longitud del poste.

A partir del dibujo, hallar

A
B (a) la altura h del tridngulo ABC,
(b) la longitud de los segmentos AC' y BC,
23 cmy h A
33 3 (c) el area del triangulo ABC,
A D C

(d) el perimetro.

Desde el lugar donde se encuentra Lucia, puede observar el extremo superior de una torre
con un angulo de elevacién de 32°. Si Lucia avanza 25 m en direccién a la torre, lo observa
con un angulo de 50°. Calcular la altura de la torre si la altura de Lucia es de 1,65 m.

En la cima de un cerro se ha levantado una antena de telefonia celular. Desde un punto
ubicado en el valle se miden los angulos de elevacién del extremo superior y la base de
la antena, obteniendo como resultado 57° y 42°, respectivamente. ;Cudl es la altura del
cerro si la antena mide 80 m de alto?

A
Sabiendo que el tridangulo ABC' de la figura es B
isésceles, que AC mide 30 cm y que A = 30°.
Calcular la medida de los lados del triangulo E
rectangulo AZA)B )
OO
A C D

Indicar los signos de las funciones trigonométricas en cada uno de los cuatro cuadrantes
sobre el siguiente diagrama.
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Segundo cuadrante y Primer cuadrante
senf3 [ sena [
cos O cosa [

tgs O tga 0O
1 x
tgd O tge O
cost [ cosy [
senf [ senp [
Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

17. Indicar, en cada caso, en qué cuadrante esté el angulo a.

(a) sena > 0, cosa <0, (b) tga >0, cosa >0, (c) sena < 0, tgar < 0.

18. (a) Sabiendo que sen§ = %, encontrar el valor exacto de cos §. Con estos dos datos
calcular en forma exacta los valores del seno, del coseno y de la tangente de
5 7 13

, v =——T.

6

(b) Sabiendo que sen %7‘(‘ ~ (0,92, calcular un valor aproximado de cos gﬂ. Con estos datos
calcular en forma aproximada los valores del seno, del coseno y de la tangente de

21 3 11 3
o= —m, = —m, = ——7.
8 8 !
19. En cada inciso hallar los dos valores exactos que se piden.
(a) cosay tga, sabiendo que sena = : y « pertenece al segundo cuadrante,

y [ pertenece al primer cuadrante,

WIN O

(b) senf y tg [, sabiendo que cos f =
(c) senvy y cos?, sabiendo que tgy = /5 y 7 pertenece al tercer cuadrante.

20. Hallar todos los valores de x, 0 < x < 27 que sean soluciones de las siguientes ecuaciones

trigonométricas.

(a) cosz = =271 (d) sen?z —senx = 0, (g) 3tg?r —1=0,

(b) 2senz = —/2, (e) 2cos’x —/3cosz =0, (h) 2cos’z —cosz—1 =0,
(c) 3tgz +3 =0, (f) 4sen?z —1=0, (i) 2sen?r = 3senx — 1.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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A. 1. Propiedades de niimeros reales

A continuacion presentamos algunas propiedades de los nimeros reales que complementan las
ya presentadas en las Unidades 1 y 2. Muchas de ellas fueron usadas en la resolucion de
ejemplos aunque no se hayan explicitado en ese momento.

Empecemos con algunas propiedades vinculadas a los signos en las operaciones.
o —(—a)=a
oar(-h)=(-a)b=—(ab) v () (b=ab

Notemos que como la division equivale a la multiplicaciéon por un inverso, las dos propiedades
del ultimo item se extienden también para la division siempre que b # 0. Agregamos ademsés,

o (aHt=a, a#0

o %22, < a-d=0>b-c, siempre que b#0,d #0
Presentamos ahora algunas propiedades mas de las desigualdades.

ca<b yc<d = a+c<b+d
ocl0<a<b y 0<ece<d= a-c<b-d

ca>0 < —a<0

1 1
o a<0 <—=-<0 vy a>0 << —->0
a a

<&

1 1 1 1
0<a<b =0<-<- vy a<b<) = -<-<0
b a b a

ca-b>0 <= a>0yb>0 06 a<0y b<0
a-b<0 <= a>0y b<0 6 a<0yb>0

O<a<b =a’<b?® y a<b<0 =1’ <d?

<&

Radicacién y potencia de exponente racional

En la Unidad 1 presentamos las definiciones de potenciacién y de raiz n-ésima para nimeros
reales y recordamos las propiedades de estas operaciones. En esta parte del apéndice vamos a
repasar la definicién de raiz y de potencia fraccionaria y analizaremos sus propiedades.

Comenzamos considerando la raiz n-ésima, con n € N, de un nimero real positivo a > 0.
Recordemos que notamos a la raiz b = {/a, siendo b > 0 el valor real tal que se verifica b = a.

Recordemos como extender la definicién anterior a ntimeros reales no positivos.

Si a = 0, el Ginico nimero real b tal que " = 0 es b = 0, y asi tenemos que /0 = 0, para
todo n € N.
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Suponiendo ahora que a < 0, consideramos por separado los casos en que el indice n es par
o impar. Si n es par, podemos escribir n = 2k, con k € N. Por propiedades de potencia para
todo b € R tenemos que
bt =0* = (b*)* > 0.

Luego, ya que a es negativo, no existe un valor real b de manera que 0" = a.

Sin € N es impar, no tenemos una restriccién de signo como en el caso n par y la definicion
de raiz n-ésima se puede extender directamente. Asi, si n es impar y a < 0, la raiz n-ésima de
a es el valor b < 0 que verifica b" = a.

En resumen, de lo anterior se sigue que la raiz n-ésima de un nimero real a, Va, estd bien
definida para todon € N si a > 0, y para n impar si a < 0.

Las propiedades de radicaciéon mencionadas en la Unidad 1, no serdn vélidas en general en
el caso de raices n-ésimas de numeros reales negativos. Sin embargo, como ya mencionamos,
podemos agregar algunas restricciones a los indices para que cada uno de los términos este bien
definido. Especificamente, si a,b € R~ las propiedades (R1), (R2), (R3) y (R4) son vélidas
siempre que los indices n y s sean impares.

Potencia de exponente racional

Recordemos ahora la definicién de potencia de exponente racional. Sea a € R y r = € Q,
definimos la potencia r-ésima de a considerando:

esir=07y a#0, entonces a’ = 1,

Sk
Il
S
S)
E
I
%
S
E

) m
e sir=—>0 m>0, n>0, entonces a” = a
n

1

a= "’

e sir<0y az#0,entonces a” =

En la potencia de exponente racional estamos combinando las operaciones de potenciacion
y radicacién. Asi, si la base a es negativa, la potencia de exponente racional no estara bien
definida para cualquier » € Q. Si la base es negativa, la existencia de la potencia r-ésima
dependera de la paridad del denominador n de r. En particular, si a < 0 tenemos que la
potencia r-é¢sima, con 7 = ™, solamente estard definida en el caso en en el que el denominador
n sea impar.

Sia,b e R" yr,q e Q, todas las potencias estaran bien definidas, y se verifican las siguientes
propiedades.
(Prl) a9 =a"a® (Pr3) (a-b)"=a"-b"

(Pr2) a™? = (a")? (Prd) (a:b)" =a":b", b#0

En los casos en que a,b € R™, las propiedades dadas antes no son validas en general. Sin
embargo, al igual que en el caso de raices n-ésimas, podemos agregar restricciones para que
cada término este bien definido. Asi, por ejemplo, si a < 0, la propiedad (Prl) es vélida si r y
g son numeros fraccionarios con denominador impar.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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A. 2 Algo mas sobre funciones trigonométricas

En esta seccion del apéndice profundizamos sobre algunos conceptos vinculados a las funciones
trigonométricas. Esto serd de utilidad en algunas de las primeras materias de matematica que
se dictan en la universidad.

Comenzamos presentando los graficos de las funciones seno y coseno.

Y =senx

periodo periodo periodo

Figura 1. Gréfico de la funcién y = sen .

Y = COoST

periodo periodo periodo

Figura 2. Gréfico de la funcién y = cosz.

Llamemos

fs(x) =senzx y fe(x) = cosz.
En primer lugar, notemos que el dominio de las funciones seno y coseno se extiende a todos los
nuameros reales y su imagen oscila entre —1 y 1. Es decir

Dom (fS) =R, Im (fS) = [_1’ 1]7
Dom (f.) =R, Im (fe) = [-1,1].

Ademés, podemos distinguir el conjunto de puntos en que estas funciones se anulan (es decir,
donde cortan al eje ). Simbdlicamente

S={r €R:senzx =0}
={...,2n,—m, 0,7, 2m,...} (lo vemos en el grifico de la funcién)

={zreR:x=km keZ}

C={x €R:cosz =0}

om 3w w w 37 57 ) »
= s T T s T Ty oy Ty Ty O vemos en el granco de la runcion
2 222 22 ( Lgréfico de la funcidn)
2k+1
:{$€R:$:( _g >7T,k: Z}

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Si comparamos los graficos de las funciones seno y coseno, vemos que la grafica de la funcion
coseno puede obtenerse a partir de un desplazamiento horizontal de la funcién seno:

T
COST = sen <x + *)

2
NC)
- - ‘—-. —
R R R N Yy = cosx
R ‘. . “,‘ . _
K4 3 ¢ i
=9 X -nr, ST il s, S o x
- ~~. 24"'1 ’ 2 ‘~.2¢" " m===ee Y =SCNT
La funcién tangente se expresa
sen x
filz) =tgz =
cos T

y asi vemos que los puntos en los que se anula el coseno, es decir los puntos del conjunto C, no
pertenecen al dominio de esta funcién. Su representacién grafica es la siguiente.

y=tgx
| | | |
1 I | |
| I | |
| I | |
l I l l
| I | |
| T |
| | | |
| 1 | | ya
Dor _3r T T 0 I f 3 T

D) 12 1 2 2
| I | |
| I | |
| I | |
| | | |
| | | |
| | | |
I 1 1 I

o e e R I I

periodo periodo periodo

Figura 3. Gréfico de la funcién y = tg .

La imagen de la funcién tangente resulta ser el conjunto de los nimeros reales. Entonces
Dom (f;) =R —C, Im(f;) =R
El conjunto de puntos en los que se anula la tangente, es decir los puntos en los que esta funcién

corta al eje x, coincide con el conjunto § de ceros de la funcién seno.

Las propiedades (I), (IT), (III), (IV) presentadas en la Unidad 8 pueden observarse sobre
los gréficos de las respectivas funciones. Asi por ejemplo, vimos que las funciones seno y coseno
son periddicas, y su periodo es p = 27. Esto es, para cualquier x € R

sen (x + 27) = senx y cos(z + 27) = cos z.

Esto puede pensarse en términos de traslaciones: al trasladar lateralmente 27 unidades los
grafico de las funciones seno y coseno obtenemos nuevamente los graficos iniciales.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Yy =senx

También la funcién tangente es periddica y su periodo es p = w. Esto es, para cualquier
reR

tg (z + ) = tga.

Asi, si trasladamos 7 unidades el gréafico de la funcién tangente obtenemos nuevamente el grafico
inicial.

Y =tgx
e
i 1 i
| T2 1 To+ T
x1 i 0 zi+m i x
V! !
R
Otras propiedades presentadas en la Unidad 8 son las siguientes.
1. sen (—x) = —sen x. Ly =senz
Las funciones que cumplen esta
propiedad se llaman funciones im- 1
pares. Notemos que esto equivale a /\—m I R ‘
Sen.z = —sen (—x.),, y resulta asi que el { 01 o "
grafico de la funcién seno presenta una K 71
doble simetria: primero respecto del eje
y: senx — sen (—x), y luego respecto

del eje z: sen (—x) — —sen (—x).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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2. cos(—x) = coszx.

Las funciones que cumplen esta \ 3y / \ - /
propiedad se llaman funciones pares, { 01 { "
y sus graficos son curvas simétricas - A e __ 4

respecto del eje y.

Tenemos una propiedad de este tipo para la funcién tangente: la tangente es una funcion
impar. Lo podemos concluir a partir de su grafico, donde vemos que

tg (—z) = —tgz,
o bien podemos deducirlo a partir de la relacion de esta funciéon con las funciones seno y coseno,

_sen(—x) —senw

8 (=) cos(—x) coS T o

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



Respuestas a los problemas para pensar

Unidad 1. Los numeros reales

Para pensar 1

Supongamos que x,y,z € R son tales que la distancia de x a y es positiva, y es igual a la
distancia de z a z. ;Qué se puede decir de la distancia entre y y z?

Dado que x,y, z representan nimeros reales, podemos ubicarlos en una recta numérica. Si
bien no sabemos su valor, podemos proponer un esquema general de la situaciéon. Llamemos ¢
a la distancia de x a y, es decir, ¢ = d(z,y). Pueden ocurrir solo dos situaciones: o bien x < y,
o bien z > y.

Situacion 1: Si x < y, entonces en la recta numérica tenemos

14

x Y
Ahora, para z también hay dos opciones: puede ser menor que x, esto es z; < x, 0 mayor

que z, es decir 25 > x. Teniendo en cuenta que la distancia entre z y z es d, la representacién
grafica de esta situacion es

21 x Y = 29

De aqui concluimos que la distancia entre y y z o bien es cero o es igual a 2/.

Situacion 2: Si x > y, un razonamiento similar al anterior nos lleva a la siguiente repre-
sentacion grafica

Y=z X 29

De lo anterior se deduce, nuevamente, que la distancia entre y y z o bien es cero o es igual
a 2/0.

Asi, en cualquiera de las situaciones resulta que

dly,z) =0 6  d(y,z) = 2L
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[ Para pensar 2 \

1. ;Es cierto que el inico ntimero racional entre 2,1 y 2,3 es 2,27
2. ;Es posible indicar todos los niimeros racionales mayores que —2 y menores que —17

3. ;Cuantos nimeros enteros tienen valor absoluto menor o igual que 47 ;Y cuantos natu-

\ rales cumplen esa condicién? J

1. La afirmacién es falsa. Hay infinitos niimeros racionales entre 2,1 y 2,3. Por ejemplo,

2,11, 2,25, 2,2236

)
son numeros racionales que verifican esta condicion.

2. No es posible nombrar explicitamente a todos los niimeros racionales mayores que —2 y
menores que —1, pues son infinitos. Sin embargo, el lenguaje matematico nos permite
indicarlos en forma simbdlica, como un conjunto al que llamamos A:

A={qeQ:-2<qg< —1}.

3. Hay 9 ntumeros enteros con valor absoluto menor o igual que 4. Estos son
4,3,2,1,0,—1,—-2, -3, —4.

Y hay 4 ntimeros naturales que cumplen esta condiciéon: 1,2, 3,4.

( Para pensar 3 \

iSon validas las siguientes igualdades para cualquier par de nimeros reales a,b distintos de

cero?

(i) 7= y (i)

SIS
|

1
b

SRS
SIS s

. J

(i) Laigualdad no es vélida en general. Para probar que es falsa mostramos un contraejemplo,
es decir, mostramos dos valores reales a, b distintos de cero para los que la igualdad no se
verifica. Si a =17y b= 2, obtenemos

1
=1:=-=2 tro lad - =—.
y por otro lado ;=3

STESIS]
| |
[\

(ii) La igualdad no es vélida en general. Como en el caso anterior mostremos un contraejems-
plo. Sia =2y b=>5, resulta que

a 2

7 5 2 1 a 2 5 4

« 2 5 5 Y b5 2 5
a 2

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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/ Para pensar 4 \

Mostrar que las igualdades

© 2y (i) —— =
b+c¢ b ¢ Y a+b

| 2

(i)

1
b

no son validas en general. Para cada una de ellas, encontrar tres nimeros a, b y ¢ que las
veriﬁquen. . Es posible encontrar otros?

(i) Para a = 2, b = 1, ¢ = 3 la igualdad no se verifica. Sin embargo para a = 0, b = 3,
¢ = —1 si se verifica. Es posible encontrar otras ternas de ntimeros a, b, ¢ que verifiquen
esta igualdad, basta tomar a = 0 y cualquier par de valores b, ¢ no nulos.

(ii) Paraa =1, b =1 laigualdad no se verifica. Si tomamos a = b = 2 la igualdad se cumple.
También los valores a = 3, b = % la verifican.

Para pensar 5

;Existe algiin z € R que verifique 22 = 5?7 Si existe, jes el tnico? ;Y existe algiin z € R que
verifique 22 = —57?

Existen dos niimeros que verifican que su cuadrado es 5: ;1 = V5 y Ty = —/5.

No existe ningin nimero real tal que su cuadrado sea —5, ya que el cuadrado de cualquier
nuimero real es siempre mayor o igual que cero.

(Para pensar 6 \

iSon vélidas las igualdades

Vatb=va+Vvb y (a+b)3 =a3 + b3

para cualquier par de niimeros reales a,b? ;Existen pares de nimeros a,b € R que verifiquen
nguna de estas igualdades?

Ninguna de las dos igualdades es valida en general. Es decir que estas no son dos propiedades
de los nimeros reales. Como contraejemplo consideremos los valores a = 2 y b = 1, de forma
que resulta

V2H1=V3 # V2+V1,
2+1)P =27 #£ 22 +13=0.

Sin embargo, existen pares de numeros que las verifican, por ejemplo, si a = 0y b =7
entonces tenemos

VO+7 = VO+ VT,

0+7)3 = 0°+ 7

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.
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Respuestas a los problemas para pensar

Unidad 2. Expresiones algebraicas

&

/ Para pensar 7 \

1. ;Qué término se podria agregar (sumar o restar) al binomio 9p? — 12pq para que sea un
trinomio cuadrado perfecto? ;Y para el caso del binomio y? + 162*?

2. ;Es posible factorizar la expresién a?> — 2 como suma por diferencia? ;Y la expresién
a — 2, siendo a > 07

2.

. Consideremos el binomio 9p? — 12pq. Queremos sumarle un término de forma que resulte

un trinomio cuadrado perfecto, es decir, un trinomio de la forma a? + 2ab + b.

Podemos expresar el primer término del binomio dado como (3p)? y asociarlo al primer
término del trinomio buscado, es decir, (3p)? = a®. De acuerdo a lo anterior podemos
elegir a = 3p (y notemos que esta no es la inica opcién posible, podria ser a = —3p).

El segundo término del binomio lo podemos asociar al segundo término del trinomio, esto
es —12pq = 2ab. Como tenemos que a = 3p, resulta que

—12pg=2-3p-b — b= —2q.

Luego el término que debemos sumar es b?> = 4¢?, de forma que el trinomio cuadrado
perfecto resulta ser 9p? — 12pq + 4¢>.

Consideremos ahora el binomio y? + 162*, al cual podemos expresar como una suma de
cuadrados de la forma y* + (42?)2. El término que podrfamos agregar es, por ejemplo,
2.y - 422 = 8yz? y asf obtenemos

y? + 8y + 42t = (y + 42°)°

Como en el caso anterior, la solucién elegida no es la tnica, hay otras formas de elegir un
tercer término que verifique lo pedido.

Podemos factorizar ambas expresiones de la siguiente manera
=2 = (a—v2)(a+V2),
a—2 = (Va—v2)(Va+v2).

/ Para pensar 8 \

Resolvemos la ecuacién

Qf encontramos que x = —4 es la solucién. ;Es esto correcto? )

(Vz+3)?2—-6yc = 5
T +67T+9=6vT = 5

x = —4,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Notemos que —4 no es solucién de esta ecuacion, ya que si queremos verificar este resultado
al reemplazar con el valor en la ecuacién inicial encontramos la expresién v/—4 la cual no tiene
sentido. Por este motivo, esta solucion encontrada debe ser descartada.

La manera correcta de resolver la ecuacion seria indicando las restricciones correspondientes
a los valores de x antes de iniciar el procedimiento de resolucién. Es decir, iniciar el ejercicio
indicando los valores para los cuales estan bien definidos cada uno de los términos de la ecuacion.
En este caso en particular deberiamos haber empezado la resolucién diciendo que debe ser x > 0.

Para pensar 9

1. ;Es posible encontrar un valor de m para que = —2 sea solucién de la ecuacién z? —

(m+1)x+m=17

2. (Es posible encontrar un valor de p para que z* — (p — 2) = 1 no tenga solucién en R?

1. Si reemplazamos con el valor x = —2 en la ecuacién, encontramos una ecuacién con la
incognita m que resolvemos para hallar el valor pedido.

(=2 = (m+1)(=2)+m = 1

44+2m+2+m = 1

I3m = =5
5
m = ——.
3
2. Reescribimos la ecuacién de la forma
gt = p—1.

Dado que para cualquier niimero real x se verifica 2 > 0, podemos decir que esta ecuacién
no tendra solucion si p — 1 < 0. Luego, para cualquier valor p < 1 esta ecuacion no tiene
solucion en R.

Para pensar 10

1. Sea z € R, > 0. ;Cuél es el signo de =17

2. Sean z,y € R, tales que z > y > 0. ;Es correcto afirmar que z=! > y~1? ;Y que
2 29
z? > y*1

1. Cualquier niimero real no nulo y su inverso tienen el mismo signo: o ambos son positivos,
o ambos son negativos. Esto se concluye a partir de la definicién del inverso de un niimero
x:
r-27'=1>0 = 2 y 2! tienen el mismo signo.

2. Dado que
r>0,y>0 = 2'>0, y!>0,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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1

yasi 271 -y~! > 0. Luego, si

>y = 2@y >y @ty = yl>al
Por lo tanto la afirmacién es falsa. Notemos que, dado que la afirmacion es falsa,
podriamos haberla refutado mostrando un contraejemplo.

Ahora, la afirmacién 22 > y? es verdadera. Vamos a demostrarla usando una demostracién
directa (ver Consideraciones generales).

En este caso, por hipdtesis, tanto x como y son nimeros reales positivos. Entonces
tenemos

r>y = T-x>x-Y
rT>Yy = T-Y>y-y

De estas dos desigualdades y la propiedad transitiva resulta que 22 > zy > 3.

Para pensar 11
1. {Que valores de y € R son solucién de 1 — |2y| > 37

2. {Qué valores de y € R verifican la inecuacién |y + 2| +5 > 17

1. Al despejar la incégnita y encontramos
1—2y >3 = [2y] < -2
Esta inecuacién no tiene solucién, pues para cualquier y € R se verifica |2y| > 0.
2. Nuevamente despejamos la incégnita y,
ly + 2| > —4.

En este caso cualquier y € R es solucién de esta inecuacién, pues |y + 2| > 0 > —4.

Unidad 3. Polinomios

Para pensar 12

Al dividir el polinomio P(z) por Q(x) = 2x?—3 se obtiene el polinomio cociente C(z) = x2—z+1
y el resto resulta R(xz) = 3z — 2. ;Cudl es la expresién del polinomio P(z)?

El polinomio P(z) estda dado por
Plr) = Q)C(x) + R(z)
= (222 -3)(a* —x+1)+ 3z -2
= 22" —22° +22° — 32% + 3x — 3+ 3z — 2

= 2% —22% — 2% + 62 — 5.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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/Para pensar 13 \

1. Si a es raiz del polinomio P(x), y Q(x) es otro polinomio cualquiera, entonces a es raiz
del polinomio T'(z) = P(x) - Q(x). {Por qué?

2. Si un polinomio P(z) tiene término independiente nulo, entonces podemos indicar en
forma inmediata una de sus raices. ;Cual? J

. Siaesraiz de P(x) entonces podemos expresar este polinomio como P(z) = (z—a)P;(x).
Luego
T(x) = P(x) - Qz) = (x — a) Pi(x) - Q).

Es decir que a es raiz de T'(x).

. Si P(z) no tiene término independiente, entonces x es un factor comun a todos sus

términos. Es decir que
P(z) = 2P (x).

Luego x = 0 es una raiz de P(z).

Para pensar 14

Si el resto de dividir un polinomio P;(z) por Q(z) = x—a es 3y el resto de dividir un polinomio
Py(z) por el mismo Q(z) es —5, jes posible saber cudl es el resto de dividir P(z) = Pi(x) -
Py(z) por este mismo polinomio Q(x)? ;Qué se puede asegurar respecto del resto de dividir
T(z) = Pi(x) + P2(x) por el polinomio Q(z)?

Por el teorema del resto sabemos que el resto de dividir P;(z) por Q(x) es P;(a), entonces

debe ser Py(a) = 3, y de la misma forma, el resto de dividir Py(z) por Q(x) es Py(a) y asi
Pg(a) = —b.

De acuerdo a lo anterior, el resto de dividir P(x) por Q(z) es

P(a) = Pi(a) - Py(a) =3 (=5) = —15.

El resto de dividir T'(z) por Q(z) es

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Unidad 4. Funciones

(Para pensar 15 \

Los siguientes graficos jcorresponden a funciones de la forma f : R — R? ;jPor qué?

Y

g J

Ninguno de estos gréficos corresponde a una funcién f : R — R. En el dibujo de la izquierda,
al valor del dominio z = 0 le corresponden tres valores de la imagen: y; = —1, yo =0, y3 = 1
(puntos azules en la figura). Es decir que como funcién no esta bien definida en el valor z = 0.

Lo mismo ocurre en la figura de la derecha. En este caso podemos ver que, por ejemplo, al
valor del dominio x = —1 le corresponden cuatro valores de la imagen, indicados con puntos
azules en la figura.

(Para pensar 16 \

Consideremos las funciones f(z) =1 —x y g(x) = 22 y notemos que para x = 0 y para x = 1
se verifica (f o g)(z) = (g o f)(x).

(fog)(0)= f(g(0)) = f(0)=1 y (g0 f)0)=g(f(0)=g(1)=1,
(fog)() = f(g(1))=f(1)=0 y (g0f))=g(f(1)) = g(0)=0.

A partir de esto, jpodemos concluir que la composicién de funciones es conmutativa? Es decir,

vvale la propiedad fog=go f? J

Como ya dijimos, que una igualdad se verifique para ciertos casos particulares no quiere
decir que sea verdadera en general. En este caso, si tomamos x = 3 podemos observar que no
se verifica que (f o g)(x) = (g o f)(x). Luego la afirmacién fog = go f no es cierta.

Unidad 5. Funciéon lineal. Rectas

Para pensar 17

Sea f(z) = ax + b, a,b € R, a # 0. ;Cudl es el conjunto imagen de la funcién f? Si a = 0,
jcudl es el conjunto imagen de f7

Si a # 0, entonces f es una funcién lineal no constante con dominio R. Su imagen es
también R. Para probar esto debemos mostrar que para cualquier elemento gy, de la imagen R

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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existe un z( en el dominio R tal que f(z¢) = yo. Es decir, queremos que

—b
Yo = azrg+b =— ZEoZyO .
a

De esta manera, dado yy € R, existe o = Yo

€ R tal que f(zo) = yo.

Si a = 0, entonces la funcién es constante f(z) = b para todo x € R. Es decir que el inico

elemento de la imagen es b, luego Im f = {b}.

Para pensar 18

La distancia de A = (—2,3) a B = (0,3) es igual a 2. jEs B el tnico punto del plano que se
encuentra a distancia 2 de A? ;Cuédntos puntos verifican esta condiciéon? Indicar, si es posible,

otros tres puntos que la verifiquen.

D
Hay infinitos puntos que se encuentran a
distancia 2 de A. Todos los puntos de
la circunferencia de radio 2 y centro A Ce
cumplen esta condicién. Por ejemplo,
C=(-4,3), D=(-2,5), E=(=21). .
E
-4 -3 -2

Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales

Para pensar 19

Planteando un sistema de ecuaciones, encontrar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos

A=(2,-3)y B=(-1,1).

La ecuacién general de una recta es y = ax + b, y debemos encontrar a y b de manera que

el grafico de la recta contenga los dos puntos dados.

Si reemplazamos ambos puntos en la ecuacion de la recta, encontramos un sistema de dos

ecuaciones lineales con las incégnitas a y b. Esto es,

—3=a-2+D, (reemplazamos con las coordenadas del punto A),

l=a-(=1)+b, (reemplazamos con las coordenadas del punto B),

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Despejamos b en ambas ecuaciones

—3 —2a = b,
14+a=0b.

e igualamos lo encontrado
—3—-2a=14a =— —-4=3ac =— a=-——.
Luego, para encontrar b reemplazamos en Lo

4 1
b=1 —_ ) = ——.
+( 3) 3

4 1
La ecuacién de la recta buscada es y = —gx —3-

Unidad 7. Funcién cuadratica. Parabolas

Para pensar 20

Si la parabola y = ax? + bx + c tiene vértice V = (-2, —1) y no intersecta al eje de las abscisas,
.,qué podemos decir del valor de a? ;podemos hallar la imagen de la imagen de la funcién
cuadratica correspondiente?

Dado que la ordenada del vértice es negativa (es —1) y la pardabola no corta al eje z, entonces
la concavidad de la parabola debe ser hacia abajo. Concluimos entonces que el coeficiente a
debe ser negativo.

Ahora, sabiendo que a < 0y que V' = (-2, —1) podemos asegurar que Im f = (—o0, —1].

Para pensar 21
1. ;Cual es la forma general de una pardbola que posee una unica raiz (doble) = = x?

2. (En qué casos no es posible expresar una parabola de la forma y = a(z — x1)(z — x2)?

1. La forma general de dicha pardbola es y = a(x — x()?, para algin a € R.

2. Para poder expresar una parabola de la forma y = a(x — z1)(z — x2) es necesario que esta
tenga raices reales, ya sea una (doble) o dos distintas. De esta manera, si la pardbola no
tiene raices reales entonces no es posible expresarla en la forma indicada.

En otras palabras, si el discriminante A = b? — 4ac de la ecuacién cuadrética correspon-
diente 0 = ax? + bz + ¢ es negativo, entonces no es posible expresar la pardbola de la
forma y = a(x — 1) (x — x2).
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Unidad 8. Razones y funciones trigonométricas

(Para pensar 22 \

A B

Dado el tridngulo ABC rectdngulo en C, ;qué relacién
existe entre las razones trigonométricas del dngulo A

\y las del dngulo B? C A J

Tenemos las siguientes relaciones

N B A
sen A = Q = cos B
|BA|
. AC .
cosA = Q = sen B.
|BA|
Para la tangente encontramos que
. |BC . |AC

[AC

de lo que concluimos que

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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actividades de cada unidad

Respuestas a las

Unidad 1. Los numeros reales

1. (a) {zeR:x<4} (b) {reR™ 2> -5} () {reR:z>-3yx<3}
— — —
-10 1 4 -5 -1 0 1 -2 -10 1 3
2. (a) Resolver las operaciones indicadas en cada caso
i. a=6,b=2 — |a+b =8 la —b| =4
lal + [0 =8 |a| —[b] = 4
2 19 11
ii. a:§,b:— — |a+b|:€ |a_b|:E
19 11
bl = =2 b=
ol +10l = 5 lal ~ bl =~
12 2 22
iii. a=2,b=—€ — ]a+b\:5 |a_b|=E
22 2
b= — — b = —<
ol + 161 = 22 o] — ol = 2
(b) Las igualdades no son vélidas.
T , . . 9
(a) 5 ©s un ndmero irracional y real. () —57 racional y real.
(b) /36 es natural, entero, racional y real.
h) /-8 t ional 1.
(c) 2,25111 es racional y real. () o5 Cniero, racionial y rea
d) 0 es entero, racional y real. i) —117! es racional y real.
( y y
(e) /7 es irracional y real. g\l
(f) —2,01 es racional y real. ) (f ) es entero, racional y real.
(a) Falso. re Ry 7w ¢ Q. (h) Falso. leNy1-l=1€eN.
(b) Verdadero, pues N C Z. (i) Verdadero. Six = e Q—{0}, entonces
n
(c) Verdadero, pues Z C Q. o % € Q.
d) Falso. R L
(d) Falso. 3ERy 3 ¢ (j) Falso. El opuesto de —7 € Z es
(e) Falso, pues N C Q. 77T,
(f) Verdadero. %E Qy % ¢ 7. (k) Verdadero. Si b € N entonces
-beZ.
_ 1
(g) Falso. —2€Zy —2 1-_2 ¢ Z. 1) Verdadero, pues |a| = | — al.
2

(a) {—100,—99, —98},
(b) {—17,—16,—15, —14,
(C) {_25_1707112}7

(d) {_57 _4’ _37 _27 _]-a 07 ]-7 27 37 47 5}7
13},
(e) {-3,-2,-1,0,1,2,3).

139
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6. (a) Numeros naturales mayores que 3 (c) Numeros enteros cuyo valor absoluto es
menor que 3
01 23 4567 -3-2-10 1 2 3

(b) Ntimeros reales positivos menores o igua-  (d) Nimeros reales cuyo valor absoluto es

7
les que 2 mayor que z

4

Lt}
7 10 1 2
3

—_
o1~
N =]
[N
w1

7. (a) El error es realizar la resta 2 — 3, lo correcto es hacer 2 — 48. Resultado: —46.

1
b) El error es —22 # 4, lo correcto es —22 = —4.  Resultado: —5
34

/ 9 3
(c) El error es (/1 + 6= 1+ - pues la raiz cuadrada no es distributiva con respecto de la

4
[ 9 _ B 5
16 V16 4°

suma. Lo correcto es

42
Resultado: =

SRS

8. (a) &+ = % i ¢, (b)

)
ols| o
Il
)
|

9. Existen muchos valores que sirven por ejemplo para mostrar que las igualdades son falsas. Por
ejemplo, a = 3,b = 7,c = 2 pueden ser usados en todos los casos.

10. (a) 6, (b) —3, (c) 10.
11. (a) 2—8:5, (c) 1,7 () % Q) (_g);”
. (d) 23, (8) (—4)5,
(b) =5 (e) 125, (h) 23, () 672
12. (a) alb?, (b) a2b 2.

13. Las igualdades se prueban aplicando las propiedades de la radicacion y la potenciaciéon. Para el
inciso (b) basta notar que 579 4 5999 4 5999 4 5999 4 5999 — 5. 5999 — 51000,

21
14. (a) —3, c) —8, -
(a) (c) (¢) o
5 7
— d) — f) —.
() 4 @ -2, 0~
—\/92 11 8 . .
15. (a) ;f es irracional y real. (d) 3 + g\/é es irracional y real.
(b) —11 es entero, racional y real. (e) 1 es racional y real.

(c) =7+ 8V/5 es irracional y real. (f) 4G s irracional y real.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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16.

17.

(a) Area: 144 cm?, Perfmetro: 32v/3 cm.
(b) Area: 24 cm?, Perfmetro: 144/2 cm.
(¢) Area: (%ﬂ' + 9) cm?, Perfmetro: (37r + 6\/5) cm.

(a) Y5, (c) =02, (&) V2,
(b) 14 ¥, (d) 3v5+6, (f) —2v/35.

Unidad 2. Expresiones algebraicas. Ecuaciones. Inecuaciones

(@)

(a) 13ab3c(13a* + c*), (d) $m3n (5m2n2 -1+ % + 5m),
IZyZ y x2y2
b) 5 (v + 4+ ),
5.4
(c) 5a%b%(a — 2a3 + b+ 3a*b?), (e) 2ayz (% + 2zytad — L — yz7).
2 2
(a) (z+5)% (© (F-p) (e) (227 +%)7,
N2
(b) (m—mn)?, (d) (V2y? +2)?, (1) (2% %)
(a) 2%+ day + 4y? = (z +2y)?, (d) 16+42 + % = (4+ %)%
2 _ b2 — _ 1)2 2
(b) 9a* — 6ab + (3a — b)=, (e) %m2+23:y+%y2= (%x—l—%y) :
25 , 5 2
(c) 42" —15z+9= (593 - 3) ) (f) a2 — 6v/2ab + 18b2 = (a — 3/2b)2.
(a) (z—3)(z+3), (d) (12m? — 112%y?)(12m3 + 112%y?),
(b) (y —5m)(y + 5m), (€) (x—y—a)lz-y+a),
(©) (20— V3)(2a + V3IR) O (30 - %) (30 +2).
(&) (;_121)27 (C) _xlzfgilly (e) p + q, (g) x + 27
9 2 atb m
b)) — == d) 3 (f) 4%, (h) 725
. Las igualdades se verifican operando algebraicamente (factorizacién y simplificacién).
(a) Sugerencia: multiplicar el miembro izquierdo por 1 = ﬁiﬁ ”;:[Z.
(b) — 45
(a) g;:%, (d) x =4,
(b) {;a ecuacién es valida para cualquier valor (e) La ecuacién no tiene solucién.
ex.
(c) = =18, (f)m:%:@
(a) x =2 no es solucién; x = —1 es solucion.
(b) & = —1 es solucién; x = —2 no es solucién.
(¢) £ = —1 no es un valor permitido pues el denominador se anula en este valor. Esta ecuacién

no tiene solucién.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) T = —1, T = 3, (C) T = X9 = 2,
(b) Esta ecuacién no tiene solucién. (d) z1 =—3%, 20 =-2.
(a) o1 ==, my =4, (€) w1 =1, 23 =3, 23 =2,
(b) x1=—1,$2=1,x3=— 3,374:\/§, (f) 371:—5,3}2:5,.%‘3:—1,1'4:0,
(c) x1 = —/5, x2 = /5, (g) =12,
(d) xr1 = —2, xTro = —5, (h) I = 0, Tro = —9.
a) 21 =06, r2 =1, d) z1=3V3, 2 = -4 V3,
3

T = %, Ty = =, e sta ecuacion no tiene solucion
b 11 13 B . ) lucidn,
(c) Esta ecuacién no tiene solucién, (f) =z =6.
(a)ng, (b)x:%,

(c) La ecuacién es valida para cualquier x € R, = # 1.

(d) = 2. Al resolver la ecuacién cuadrética del numerador se encuentra también el valor
x = —5 pero debe ser descartado como solucién pues para ese valor se anula el denominador.

(e) x =0. El valor x = 2 que surge al resolver la ecuacién cuadratica del numerador debe ser
descartado, pues en dicho valor se anula el denominador.

(f) La ecuacién no tiene solucion.

(a) El precio original es $12.000.
(b) Alberto tiene 13 anos.
(c) La operacion comercial dejo $9.075 de ganancia, que se repartieron de la siguiente forma:
$3.025 para Eduardo, $3.630 para Jorge, $1.210 para Miguel y $1.210 para Roberto.
) Los nimeros son 97 y 98.
) El lado del cuadrado mide 13 m.
(¢) La medida de la base es 10,5 cm, y la de la altura es 7,5 cm.
)

(a) ©<4,S = (—00,4] (c) 33>%7 8_(%’+OO)
1 ] —t
0 4 0 4
5
7 _[7
(b) 2> 1%, §=[% +o0) (d) >5,8=(5+0c0)
| L
T |. l {
0 €
i 0 ;
L | ] —f
r 7 \ ]
—4 0 16 01
3
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(¢c) &= (—o00,—1]UI7,+00) (d) Cualquier nimero real verifica esta ine-
- [ cuacion, es decir, S =R .
—10 7
19. (a) S=(-00,3]U[3,+00), (e) S=10,1],
(b) S =[-3,0] U [3,+00), (f) S = (=00, —=3) U (3, +00)
(c) §=(-00, 1)U (2, +00), (8) §=(-00,-2),
(d) §=10,2), (h) §=(=2,0)U (2, +00)
20. (a) Debe ser z > 23. (c) La respuesta correcta es la iv.
(b) Hay que recorrer mas de 100 km. (d) El lado mide entre 5 cm y 7,5 cm.

Unidad 3. Polinomios

1. Las expresiones que son polinomios son las de los incisos (a), (b), (d), (f) e (i).

2.

) ) Coeficiente Término
Polinomio Grado principal independiente Forma decreciente
P(x) = 3+ 52° + 623 5 5 3 520 + 62° + 3
P(:U)—Q—x 1 -1 2 —r+2
P(z) = 0 8 8 8
P(m):m + 27+ 9z 7 1 0 o'+ 2t + 9z
P(CB):£U+1—|—41‘ 2 4 1 4 + x4+ 1
P(z) = 6 3 0 320
(a) a=0, b=5 c=-1 (b) a=1, b=0, ¢=0
a=2, b=-1
(a) P(2)=-1, P(-1)=—4,
(b) Q(2)=—4, Q(-1)=
(¢) R(2)=-28, R(—1)=-1.
(a) m=2 (b) m = —3, (c) m=10

(a) P(z)—Q(x) = 2+ 22* — 82% + 27 (grado 5),

(b) P(z) —3Q (x) + 522 = 2° — 62* + 172% + 2z (grado 5),

(¢) =3 -R(x) — P (z) = —122% — 25 + 92% — 323 + 2422 — 112 (grado 6),
(d) P(z) Q(x) = —22% + 527 + 62% — 42° — 152* 4 1023 (grado 9),

(e) Q(x)* = 4a® — 2028 + 252 (grado 8),

(f) Q(z)* 4z - P(x)+ R(z) = 42® — 1525 + 222* — 223 — 522 + 3z (grado 8).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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10.

11.

12.

(a) Cociente: x + 4, resto: 3z2 — 6x + 12,
Px)=a2*+32>-30+8= (23— 22+ 2 —1) (v +4) + (327 — 6z + 12).

(b) Cociente: 625 + 425 + 42% + 323 + 32% + 3z + 4, resto: 4. (Por regla de Ruffini),
P(z)=62" —22% —2* + 2 = (z — 1) (6m6+4x5+4x4+3x3+3x2+3x+4) + 4.

(c) Cociente: —2x3 + 622 — 21z + 63, resto: —189.  (Por regla de Ruffini),
P(z) = —22% — 322 = (z + 3) (223 + 622 — 21z + 63) + (—189).

(d) Cociente: 323 — 422 + 16z — 32, resto: 101z — 130,

P(z) =32° —2? + 52— 1 = (22 + z — 4) (323 — 422 + 162 — 32) + (101z — 130).
(a) P(x) =Q(x)-C(z)+ R(z) = 27 — 325 — 2° + 32* + 23 + 322
(b) Q(z) = (P(z) — R(x)) : C(z) = 2° + 1.

(a) —2y 1 son raices de P (z), —1 no es raiz de P (z),

(b) —1 esraiz de P(z), 2y —1 no son rafces de P (z).

(a) x = —1 es raiz con orden de multiplicidad: 1., = 0 es raiz con orden de multiplicidad: 2,
P(z) =2*(z +1)(222 — 2+ 1).

(b) = =0 es rafz con orden de multiplicidad: 1, P(z) = z(z* + 1)2.

(¢) x = —% + —”417 yx= —% — —V417 son raices con orden de multiplicidad: 1, z = % es raiz con

orden de multiplicidad: 2,
1 VA7 1 V17 ( 1)

(d) * = 0 es raiz con orden de multiplicidad: 3, z = 3 y x = —3 son raices con orden de
multiplicidad: 2, P(x) = 23(z — 3)%(z + 3)%(22 + 4).

(e) 2 =+/5y 2 = —+/5 son raices con orden de multiplicidad: 1,
P(z) = (x — V5)(z + V5)(2® + 5) (2% + 22 + 2).

(f) & = 0 es raiz con orden de multiplicidad: 1, x = 1 es raiz con orden de multiplicidad: 3,
P(z) = 3z(z — 1)3.

(a) P@)=ax(z—3)(v-2)(z+1)%, aeR-{0},
(b) P(@)=a (z—1)" (@ -4)° aeR-{0},
(c) P(a)=-3z (z—1)(z—Vv2) (z+V2).
(d) P(z)=a (x—2)(z+3) (2> +4), acR—{0},
(e) P(z)=a(x—2)(z—3) (22— 1) = a(z* — 52° + 52° + 52 — 6) con a € R — {0}.
No es tinico pues a puede tomar infinitos valores, para cada uno de estos valores obtenemos

un polinomio diferente.

(f) P(z) = —1(2® + 3)(z — 1)3, y este es el tnico polinomio que verifica las condiciones
indicadas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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13. (a) P (x) es divisible por Q (z), pues P (2) =0,
(b) P (z) no es divisible por @ (x), pues P (—1) = —36,
(¢) P (x) es divisible por @ (x), pues P (3) =0,
(d) P (z) no es divisible por @ (x), pues P (—%) = —é.
14. (a) k=-3, (b) k=1.
15. (a) m=—1, (b) =9, (c)a=-2 6 a=-3.

Unidad 4. Funciones de variable real

1. Los graficos (b), (d) y (f) si representan una funcién. Los gréficos (a), (¢) y (e) no corresponden
a funciones.

(b) F(3) =4, f(=2)=-1,
% ¢ Dom (g), luego no es posible calcular g en este valor, ¢ (5) =3,
h(3) =0, —2 ¢ Dom (h), luego no es posible calcular h en este valor.
(c) f g h
Interseccién con eje z | (5,0) | (0,0) | (0,0) y (3,0)
Interseccién con eje y | (0,—1) | (0,0) (0,0)

(d) f es positiva en el intervalo [1,5),

(e) g es negativa en el intervalo (—4,0).

3. () £(3) = V2L,
0 ¢ Dom (f), luego no es posible evaluar la funcién en 0.
(b) f(z) =5 <=z = /28.

(c) g(~2) = -5,
% ¢ Dom (g), luego no es posible evaluar la funcién en este valor.

(d) g(z) =0+=2=0 6 z=1.
(e) A(1) =0,
0 ¢ Dom (h), luego no es posible evaluar la funcién en 0.

(f) h(z)>1<=z¢€(0,3).

4. (a) f(x)=0<=x=1, (¢) flz) < -1l«=ue(
(b) f(z)=3<+=ua=

,2),

3
2
, (d) f(x)>3<=az€(23).

Nt

5. (a) A(f) = Y202 A(3) = 2 cm?.

4
(b) P(d) = md.
(c) A(h) =" A(12) = 48 cm?.
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= (—o00,+00), (d) Dom (f) = (—o00,0) U (0,3) U (3, +00),

(c) Dom (f) =R = (—o00,400), (e) Dom (f) =[-2,1)U[2,+00).

7. (a) Los dominios no son iguales: Dom (f) = (—o0,—8) U (=8, 1], Dom (g) = (—o0, 1].

. _ . _ 1
(b) No es posible evaluar f en = —8 pues —8 ¢ Dom (f), mientras que g(—8) = 5.
8. (a) y = (z —2)3: desplazamiento horizontal dos unidades (—).
(b) y = —(x — 2)3: desplazamiento horizontal dos unidades (—) y reflexién respecto del eje z.
(c) y = —(z — 2) + 1: desplazamiento horizontal dos unidades hacia la derecha, reflexién
respecto del eje = y desplazamiento vertical de una unidad (7).
Y Y )
2 2 2
1 1 1
of Y23 = 0] 12 @ 0| 12 £
y=(z-2)° y=—(z-2)° y=—-(z-27°+1

(d) y = +/—x: reflexién respecto del eje y.

() y =+v—2x+5 = /—(zr —5): desplazamiento horizontal cinco unidades (—) y reflexién
respecto del eje y.

(f) y=+v—2+5—-1=4/—(xr — 5)—1: desplazamiento horizontal cinco unidades (—), reflexién
respecto del eje y y desplazamiento vertical una unidad ().

Y, y Y,
]
11 7 1 3 5 @ 411 3y @

Y=+ y=+v—x+5 Yy = /—x+5—1

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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9 )
4 Y
1
2 >
1|1
4 2 x \
—9 -3
(a) (b)
Y
Y
1
—— - \ 1
1 x
‘\
(©) (d)
10, (a) f(-3)=2,
(b) £(0) =4,
(c) f(2) =3,
(d) No es posible calcular f(—2), pues 2 ¢ Dom (f),
(e) No existe z € Dom (f) tal que f(z) = —1.
() fla)=4 <= 2€(-2,2),6 2=3,6 z=—4.
11. (a) i f(x)=4x—2+ x—iz, iv. f(x)= 2;”_;21,
ii. f(z)=a2—8x+ 25, v. f(z) = 5423 — 6322 + 9,
i, f(z) =2z —1+ 2, vi. f(z) =45
(b) i Dom(f) =R —{-2}, iv. Dom (f) =R —{-2},
ii. Dom (f) =R, v. Dom (f) =R,
iii. Dom (f) =R —{-2,2}, vi. Dom (f) =R —{-2,2}.

12. (a) Dom (f) =R — {—4,0,4}, (b) Dom (f) = R* — {4}, (c) Dom (f) =[0,1).

13. Las tablas que representan a las funciones composiciéon son

x| -2 -1] 1| 2| 3| 4 x| —1] 0] 2 3
(fog)z) | 3| 5| 7| 3| 1| 3 (gof)(z)| O] 4| 0| -1
Dom (f Og) = {_27 -1, 1727374}7 Dom (g o f) = {—1,0,2,3}

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(b) No, fogy go f no son la misma funcién. Se prueba facilmente que la imagen de ambas

es distinta en un mismo valor de z, por ejemplo si x = 1, tenemos (f o g)(1) = \/§3 -2y
(go f)(1) = 0. Luego, ambas composiciones no definen la misma funcién.

(c) i (foh)(2)=1%.
ii. No es posible calcular ((ho g)(—1).
iii. (ko f)(2) =3l
iv. No es posible calcular (go f)(0).

15. Las siguientes soluciones no son udnicas,

(a) f(z) =V, g(z) =z +1, (c) fla)=Vz+1, g(z) =2
(b) f(a) = 4z, glx) =25 +3, () f@) = ¥5—1, g(z) = >
16. (a) a=—-1y a= -3, (c) a=1,
(b) a = -3, (d) a=3
17. (a) 65°C.

(b) A las 18 hs (10 + 8 = 18) y a las 2 hs del dia siguiente (18 + 8 = 26).
Observar que las mediciones son a partir de 8 hs.

(c) Entre las 18 hs y las 2 hs del dia siguiente.

18. (a)
Y,

N
01\3/5 T —Hol 1 =
9

(b) Dom (f) =R, Im(f) = [-2, +00);
Dom (g) =R-— {_2}7 Im (f) =R-— {1}a

(c) El gréfico de la funcién f intersecta al eje x en los puntos P, = (5,0), P, = (1,0), y al
eje y en el punto P3 = (0,1). El grafico de la funcién g intersecta al eje z en el punto
Q1 =(-1,0), y al eje y en el punto Q3 = (O, %)

(d) T e (—OO, _1) U (7a +OO)7

(e) z € (—o0,=3)U(—2,—-1).

=N

Unidad 5. Funcién lineal. Rectas

1. (a) Pendiente: a = 3. Ordenada al origen: b = 1.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(b) Pendiente: a = —3. Ordenada al origen: b = 2.
(c) Pendiente: a = —4. Ordenada al origen: b = 0.
(d) Pendiente: a = 0. Ordenada al origen: b= —1.

2. (a) fa, (b) fo, (c) fi, (d) f.
3. (a) y =3 (b) y=2x-3 )y=-5z+1% (d)y=3z+32
Y, y y
y
1
_ 1 >
X 0/\1 x
. 0 vL ) /
0| 1 E: 0| 1 x

4. (a) A=1(2,3) y C =(—2,1) no pertenecen a la recta. B = (3,1) pertenece a la recta.
(b) A=(4,3), B=(0,-3),C=(2,0yD=(3-%).

5. (a) Dom(f) =R, Im(f)=R. y

N

(d) z € (o0, —6]. 0] 1 .

6. (a) Six representa la cantidad de videos alquilados, el precio en funcién de = para cada una
de las opciones es :
Opcién A: Py(x) =20+ 2,5z.
Opcién B: Pg(x) =30 + 2.

(b) Opcién A: con $90 el cliente puede alquilar 28 videos.
Opcién B: con $90 el cliente puede alquilar 30 videos.

7. (a) La funcién es P(t) = 100 + 50¢, siendo ¢ el tiempo en horas y P la poblacién de bacterias.
(b) P(15) = 850.

(c) Deben transcurrir 70 horas para que la poblacién sea de 3.600 bacterias.

8. La recta que contiene los puntos M y N, y la recta que contiene los puntos M y P tiene la
misma ecuacion, dada por y = %x — 2. Luego, los tres puntos estan alineados.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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9. (a) y=22-3, (@) y=5o-2 (1) y=jo+5,
(b) y =6z +13, (8) y=—12— 3
() y=z+1, (e) y=-3, (h) y =3
B @Dom() =R () =B+ () Dom(f) =R, Im(f) = (—o0,0)
Y, Y
3
0|\d B
1
0" 1 x
-2, si z<1,
1. (a) f(z) =q —2+3, si 1<z<3, Dom(f)=(-00,5], Im(f)={-2}U[0,3].
%.’I] B %7 si 3 S T S 57
r+2, si —-1<z<1. e _
12. (a) Representacién grafica
Yy,
yl gk
\ //\
1 1 1
0o 1 T 0 1 g 0 1 3 T
f(z) 9(x) h(z)
Dom (f) =R, Dom (g) =R Dom (h) =R,

Im (f) = [0,400), Im(g)=[3,400), Im(h)=(—00,4].
La funcion f intersecta al eje x en P; = (—%,0) y al eje y en Py = (0, 3).
La funcién g no intersecta al eje x. Su interseccién con el eje y es P = (0, g)
La funcién h intersecta al eje z en Q1 = (—3,0) y en Q2 = (9,0), y al eje y en Q3 = (0, 2).
(b) = €(0,6),

(C) 561:%, .752:%.

13. (a) a=—1,b#4, (b) a=—1,b=4, (c) a=35,beR.
4. (a) k=—3, (b) k=1, (c) k=6, (d) k# 2.
15. m = —3.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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16. (a) El peso promedio es p(t) = 121t + 45, siendo ¢ la cantidad de dias transcurridos. EI peso

promedio a los 35 dias es aproximadamente 288,65 gr.

(b) i. El costo del paseo en el parque es G(j) = 5j + 15, siendo j la cantidad de juegos
adicionales usados.

ii. La pendiente representa el gasto adicional por cada juego y la ordenada el valor de la
entrada general.

iii. El costo de utilizar 6 juegos es $45.

iv. Si se dispone de $ 70 pesos se pueden utilizar 11 juegos.
17. (a) d(P,Q) =5, (b) d(P1,Q1) = %.

18. (a) y=-3,y=1, (b) =0,z =4.

19. Es un tridngulo rectdngulo, con &ngulo recto en el vértice B, y su perimetro es

P = (V68 + /153 + /221) u.m. ~ 35,48 u.m.

20. (a) Es un paralelogramo no rectédngulo.
(b) Perimetro: P = 2(v/17 4+ v/29) um. ~ 19,02 u.m.

(c) Diagonal AC : y = 3z, diagonal BD : y = —%:c

Unidad 6. Sistemas de ecuaciones lineales

1. (a

(
(b
(

W

Compatible determinado. Solucién: x = 5, y = %.

Incompatible.

(c

)
)
) Compatible determinado. Solucién: = =3, y = 1.
)
)

d) Incompatible.
(e) Compatible indeterminado. Solucién: {(:1:, 1-— %x) , T E ]R} )
(f) Compatible indeterminado. Solucién: {(3}, 3 - %l‘) X € R} :

2. Representacion grifica

Y
Y,

\ T~
/

W

(a) (b) ()
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Y Y. Y,
1 /
> 1 1
1 z N
0| 1 z 0] 1 z
(d) (e) (f)
Interpretacion geométrica
Los sistemas (a) y (c) se interpretan como dos rectas que se cortan en un punto, que es la
solucién del mismo.
Los sistemas (b) y (d) representan dos rectas paralelas no coincidentes. Dado que las rectas no
se cortan, el sistema no tiene solucion.
Los sistemas (e) y (f) representan dos rectas paralelas coincidentes, los infinitos puntos de
interseccién (todos los puntos de la recta) son las soluciones del sistema.
3. (a) ke R—{-2}, (b) k=0.
4. (a) No es incompatible para ningin valor de a.
(b) Es compatible determinado si a # —1 y a # 1.
(¢) Es compatible indeterminado sia =—16 a = 1.
5. Coordenadas del centro P = (—%, %) .
6. A=(1,0), B=(3,3), C=(-1,2), D= (—3,-2). Perfmetro: (4v/5 + v/26) u.m.
7. Punto de interseccion de Ly y Lo: C' = (12, —%) . Area del triangulo: % um. = 6,05 um.

Unidad 7. Funcién cuadratica. Parabolas

e

. Ph=(0,2)y Py = (—2, —%) pertenecen a la parabola,
P, = (3,—6) no pertenece a la pardbola.

(a) k =0, (b) k = 8.

(&) fs,  (b) fo, () f, (d) fi, () fe, (f) fo
. Representacion grdfica
Yy Y,
1 x
4 1
0 1 ) T

(a) (b)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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y. Y,
1 1

o] 1 T .

—9 ol 1w

(c) (d)

Descripcion del desplazamiento
(a) Cambio de concavidad (—).
(b) Desplazamiento horizontal (—).

)
(c¢) Desplazamiento horizontal (—) y desplazamiento vertical (7).
)

(d) Desplazamiento horizontal (+—) , desplazamiento vertical (1) y cambio de concavidad (—~).
i (a) f(z)=—52%-3, (¢) Im (f) = (=00, —3],
(b) V' =(0,-3), (d) P=(0,-3),
i (a) f(z)=(v+2)°—4, (¢) Im (f) = [4,+00),
(b) V =(=2,-4), (d) P=1(0,0),
iii. (a) f(2)=(e—2)" -4, () Im (f) = [, +o0),
(b) V= (3,-%), (d) P=1(0,9).
iv. (a) f(z)=—V322+ 2, (c) Tm (f) = (—o0, &5,
() v =(0,1). (d) P=(0,%),
Representacion grdfica
1 1 7y Yt
Y, 1 Y \ IV 1
. 0| 1 9/2 x
! o AN
-3 1
-2 0 1T
— —45/4

(i) (i) (iif) (iv)
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i/ T

(b) Dom (f) = (—o00,1)U(1,400), Im (f) =R.
—1)=—2, noexiste f(1), f(2)=0.

—
o
N—
~
~—

=—3(z+2)%+3, (e) y=—3(z—V3)(z+V3),

(f) y=—-12(z + 1)(z + 2),

(d) y=3(z—2)(x-3), (8) y=g(z—1)*—5.
8. (a) y=—3u(z-8), (b) y=(x—2)(x—5).
9. i (a) Hay 2 intersecciones con el eje x, pues A > 0.
(b) y=(z-5)(z+4).
ii. (a) Hay 1 interseccién con el eje x, pues A = 0.
(b) y=3(z—7)°
iii. (a) No hay intersecciones con el eje z, pues A < 0.
(b) No es posible factorizar.
iv. (a) Hay 2 intersecciones con el eje z, pues A > 0.
1
(b) y= 3 (x—ﬁ) (x+\@)
10. (a)

€ (—o0, —4) U (4, +00),

e (~s0.-3).
(c) m1 =+/20 =25, ma = —/20 = —2+/5.

1. y= -2 (24 3)" 4 38,

12. (a
(b

Para obtener la méxima ganancia debe vender 750 unidades y esta ganancia es de $ 54.250.

Para obtener una ganancia de $48.000 debié vender 500 unidades o 1.000 unidades.

b

(c) La pelota asciende cuando ¢ varia de 0 a 1,2 (segundos) y desciende cuando ¢ varia de 1,2
a 2,48 (segundos).

)
)
13. (a) La altura méxima es 8,2 metros y se alcanza a los 1,2 segundos.
(b) La pelota toca el suelo cuando ¢ ~ 2,48 segundos.

)
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Unidad 8. Razones y funciones trigonométricas

1. (a) 72°, (b) 143°14’20", (c) 150°.
2. (a) 3rad, (b) 0,6225 rad, (c) 1,22 rad.
3 Medida sexagesimal | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
' Medida radial 0 %w %77 %71' %7? %7‘(‘ %7‘(‘ %7‘(‘ T
Medida sexagesimal | 240° | 270° | 300° | 360°
Medida radial %w %w %w 27
4. (a) 7,2 cm, (b) 4,5 cm.
5. gﬂ cm.
6. 0,213 rad.
e A ¢ | ABD |cBD
4 3 3 4
sen 6 = s 3 :
3 4 4 3
cos 6 2 £ : 3
4 3 3 4
tgf |3 i i 3
8. (a) C'=90°, B =48 |BC|~4,6839 cm y |AC| ~ 5,2020 cm.
(b) A =56°2325,53", B =33°36'34,47", C = 90° y |BC| ~ 36,5611 cm.

(¢) A=35° C' =90° |[AB| ~ 14,6493 cm y |BC| ~ 8,4025 cm.
9. Altura aproximada 20,8751 m.
10. r ~ 10,143 cm.

11. Altura aproximada 3 m.

12. (a) h >~ 18,37 cm
(b) AC ~ 41,07 cm y BC ~ 32,85 cm
(c) El drea (aproximada) es 377,23 cm?
(d) El perimetro (aproximado) es 96,92 cm

13. La altura aproximada es 34,50 m.
14. La altura aproximada es 112,64 m.

15. AB ~ 51,96 cm, BD ~ 25,98 cm y AD ~ 45 cm.
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Respuestas a los problemas para pensar

16.

17.

18.

19.

20.

Cuadrante | Primer | Segundo | Tercero | Cuarto
Seno + + - -
Coseno + - - +
Tangente + - + -

(a) «a € II cuadrante,

(a) cos% = @,
sena = %, cosa = —@, tana = —%,
sen 3 = %, cos B = —@, tan 8 = _%7
senvy = —%, cosy = @, tany = —%.
(b) cos %7‘(‘ ~ 0, 39,
sena~ 0,92, cosa~ —0,39, tana ~ —2,35,
sen 3~ —0,92, cosf ~—0,39, tanf ~ 2,35,
senvy ~ —0,92, cosvy~0,39, tan~vy~ —2,35.
(a) cos(a) = =22 y tg (a) = — 11z,
(b) sen (8) = ¥y tg (8) = %
(c) cos(y) = =8 y sin (y) = —¥&.
(a) @1 = 2r, 25 = 4 (1)
(b) €Ty = %ﬂ-a Ta = gﬂ-v (g)
(c) 1 = %’TF, Ty = %W,
(d) 21 =0, 22 =7, z3 =, ®)
<e) 351:%7532—%7333:%”7 .%'4:%77', (1)

(b)

a € I cuadrante,

xr1 =
xr1 =
xr1 =

xr1 =

(¢) a € IV cuadrante.

,332:%7@ 1‘3:%71', T4
y L2 = g7, T3 6T T4
.7}2:%71', xr3 = %W,
,.%'2:%,3?32%71

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:

“Curso de Nivelacién. Matematica. Notas Tedricas y Guia de Actividades.” Departamento de Matematica. UNS.



