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1.1 Categoŕıas y métodos simpliciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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2.4.1 Tŕıadas split . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.4.2 Propiedades (S1) y (S2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.4.3 Notación y definiciones preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

2.5 Modelos minimales del plano proyectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
2.6 Modelos minimales del toro y de la botella de Klein . . . . . . . . . . . . . 100
2.7 Otros problemas de minimalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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Métodos categóricos y combinatorios en teoŕıa de homotoṕıa de
espacios topológicos finitos

Resumen

El propósito principal de esta tesis es el de profundizar el estudio de la teoŕıa de
homotoṕıa en el contexto de los espacios topológicos finitos utilizando tanto resultados
clásicos de la teoŕıa de categoŕıas como resultados combinatorios existentes o creados
espećıficamente para tal fin.

Es sabido que los tipos homotópicos débiles de los espacios topológicos finitos coinciden
con los de los CW–complejos compactos. Aśı, para todo espacio X que tenga estructura de
CW–complejo compacto existen espacios topológicos finitos débilmente equivalentes a X
llamados modelos finitos. Un problema natural que surge de este hecho es el denominado
problema de minimalidad de modelos finitos que consiste en determinar los modelos finitos
minimales de un CW–complejo compacto dado, esto es, los modelos finitos del complejo
que tienen la menor cardinalidad posible. En este trabajo, estudiamos los modelos finitos
minimales del plano proyectivo, del toro y de la botella de Klein. En particular, probamos
la minimalidad de modelos finitos conocidos de estos espacios y caracterizamos expĺı-
citamente todos los modelos finitos minimales de los mismos, respondiendo preguntas
abiertas de J. P. May y J. Barmak. Más aún, caracterizamos los espacios topológicos
débilmente contráctiles no contráctiles de menor cardinalidad y probamos una conjetura
de K. A. Hardie, J. J. C. Vermeulen y P. J. Witbooi sobre la minimalidad de un espacio
con elementos de torsión en alguno de sus grupos de homoloǵıa con coeficientes enteros.

Dada la naturaleza combinatoria de los espacios topológicos finitos y su relación con
los tipos de homotoṕıa débil de CW–complejos, resulta esperable y deseable obtener
caracterizaciones combinatorias de nociones clásicas de teoŕıa de homotoṕıa en el contexto
finito.

En este trabajo, damos una caracterización de las cofibraciones de Hurewicz entre es-
pacios topológicos finitos y desarrollamos, utilizando dicha caracterización, un algoritmo
capaz de determinar de manera eficiente si una función dada entre espacios topológicos
finitos es o no una cofibración.

Por otro lado, definimos y estudiamos una construcción topológica análoga a la denomi-
nada construcción de Grothendieck en teoŕıa de categoŕıas, y utilizamos esta construcción
para clasificar los fibrados sobre espacios de Alexandroff con fibra T0. Adicionalmen-
te, utilizamos la clasificación obtenida para probar que tales fibrados son fibraciones de
Hurewicz.

Finalmente, estudiamos fibraciones de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0,
obteniendo numerosos resultados combinatorios sobre la estructura de las mismas. Uno de
estos resultados establece una fuerte relación entre fibraciones de Hurewicz en la categoŕıa
de espacios topológicos finitos T0 y bifibraciones de Grothendieck en la categoŕıa de posets
finitos. Esta relación caracteriza, bajo ciertas condiciones del espacio base, a las fibraciones
de Hurewicz entre espacios finitos T0 sobre dicho espacio.
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Palabras clave: Espacio topológico finito, Categoŕıa, Modelo finito minimal, Cons-
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Introducción

Desde que se origina el concepto actual de espacio topológico1 como generalización de otras
nociones de espacio más cercanas a la geometŕıa, se hace evidente que se pueden estudiar
conceptos geométricos como los de proximidad, ĺımite y frontera en estructuras finitas,
algo que, en el contexto clásico, hab́ıa carecido en gran medida de interés.

El estudio de propiedades topológicas en espacios finitos, sin embargo, no surgió
de forma inmediata. El que puede considerarse como el primer trabajo sobre espacios
topológicos finitos fue el art́ıculo [3] de P. S. Alexandroff, en que se establece una corres-
pondencia biuńıvoca entre espacios de Alexandroff y conjuntos preordenados. Dado que los
espacios topológicos finitos son trivialmente espacios de Alexandroff, esta correspondencia
permite estudiar a los espacios topológicos finitos como conjuntos finitos preordenados,
estructuras de gran interés en el área de la combinatoria.

En el año 1966 se publicaron dos art́ıculos que hoy se consideran fundacionales en la
teoŕıa de homotoṕıa de espacios finitos. En [68], R. Stong clasifica los tipos de homotoṕıa
de espacios finitos, construyendo una forma canónica denominada core para el tipo de
homotoṕıa de un espacio finito y demostrando que la misma está bien definida salvo
homeomorfismo. El trabajo de Stong goza de una doble naturaleza topológico - com-
binatoria: el core de un espacio topológico finito se obtiene algoŕıtmicamente mediante
aplicaciones sucesivas de un tipo de movimiento que preserva el tipo homotópico del espacio
reduciendo la cantidad de puntos del mismo. Este es un primer –importante– ejemplo en
que se hace evidente la posibilidad de explotar los aspectos combinatorios de los espacios
finitos para el estudio de las propiedades topológicas de los mismos.

Por su parte, M. McCord demuestra en [51] que todo espacio topológico finito tiene el
tipo de homotoṕıa débil de un poliedro finito y que todo poliedro finito tiene el tipo de
homotoṕıa débil de un espacio topológico finito. Se deduce del trabajo de McCord que todo
CW–complejo compacto admite lo que se denomina un modelo finito, es decir, un espacio
topológico finito que es débilmente equivalente a dicho CW–complejo. En particular, el
problema de determinar los grupos de homotoṕıa y de homoloǵıa de un espacio finito es
al menos tan interesante como el de determinar los grupos de homotoṕıa y homoloǵıa de
un CW–complejo compacto.

En el año 2003, J. P. May recopila en [48, 49, 47] los resultados conocidos de la
teoŕıa de espacios topológicos finitos con la intención de dictar un curso sobre un tema
“genuinamente fascinante, genuinamente profundo, y genuinamente accesible, con muchos
problemas abiertos”[50] en la REU de la Universidad de Chicago.

1La definición actual de espacio topológico es atribuida a C. Kuratowski, quien axiomatiza en su art́ıculo
[44] de 1922 lo que se conoce hoy como operador de clausura.
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Introducción

El trabajo de May inspiró a otros investigadores y alumnos a realizar sus propios
aportes a la teoŕıa de espacios finitos. Los trabajos de G. Minian, J. Barmak y otros
investigadores de la Universidad de Buenos Aires pusieron de manifiesto que existe una
fruct́ıfera interacción entre la teoŕıa de homotoṕıa de espacios finitos y distintas ramas de
la topoloǵıa algebraica y combinatoria, que hab́ıa sido ya notada y mencionada por May
en [47]. En particular, se logran aplicaciones de la teoŕıa de espacios finitos a la teoŕıa
de homotoṕıa simple de poliedros [9], al estudio de propiedades de punto fijo en tipos
de homotoṕıa débil [6], a la conjetura de asfericidad de Whitehead [18], a la conjetura
de Andrews-Curtis [5], a la conjetura de Quillen sobre el poset de p–subgrupos de un
grupo [5, 54], a una generalización de la conjetura de Webb [57], a la teoŕıa de coĺımites
homotópicos [29, 30] y al desarrollo de diversas teoŕıas como la teoŕıa de homotoṕıa fuerte
de complejos simpliciales [10], la teoŕıa de Morse discreta para posets [53, 20] y la teoŕıa
de CW–complejos h–regulares [8].

Paralelamente, y como es natural, el estudio de la teoŕıa de espacios topológicos finitos
dio lugar al surgimiento de problemas y desarrollos propios de este campo, como el estudio
de modelos finitos [7, 38, 39], de métodos de reducción de espacios finitos [5, 56], y el
cálculo de homoloǵıa [53, 20], de categoŕıa de Lusternik-Schnirelmann [32] y de complejidad
topológica de espacios finitos [72, 31].

Una alternativa al estudio teórico de propiedades homotópicas de los espacios finitos
es el estudio de sus propiedades combinatorias por el método de fuerza bruta, posible
gracias a la implementación del uso de computadoras en el análisis de la estructura de
conjuntos parcialmente ordenados de cardinalidad baja [14, 1]. Tal alternativa pone en
evidencia la carencia de herramientas topológicas y combinatorias capaces de dar cuenta
de la estructura de los espacios topológicos finitos por medios anaĺıticos.

A pesar de los avances mencionados, y de otros trabajos espećıficos en teoŕıa de
homotoṕıa de espacios finitos, localmente finitos y de Alexandroff [77, 61], esta disciplina
aún se encuentra relativamente inexplorada, al menos en comparación con otras ramas de
la topoloǵıa algebraica más relacionadas a la geometŕıa y al álgebra. Esto hace de la misma
un terreno extremadamente fértil a la hora de estudiar de manera sistemática las nociones
clásicas que han ocupado a la topoloǵıa algebraica desde sus comienzos hasta la actualidad.
Sin embargo, este hecho no impide, como hemos mencionado, que surjan problemas y
resultados interesantes dentro de la misma teoŕıa de espacios finitos, dignos de ser resueltos
y, posiblemente, relacionados con problemas y resultados de otras especialidades.

En este trabajo, hemos estudiado dos grandes problemas propios de la teoŕıa de espacios
topológicos finitos, que a primera vista no parecen estar más relacionados entre śı que por
el hecho de pertenecer a la misma disciplina: la minimalidad de modelos finitos y la
caracterización combinatoria de nociones clásicas de teoŕıa de homotoṕıa en el contexto
de los espacios finitos. Como el t́ıtulo de esta Tesis sugiere, sin embargo, la perspectiva
categórica y combinatoria desde la cual hemos abordado estos problemas nos permite
ubicar ambos desarrollos bajo un mismo marco unificador. Aśı, este trabajo no debe
ser considerado como una mera compilación de problemas dispares dentro de una misma
disciplina, sino como una apoloǵıa, tanto del desarrollo de herramientas combinatorias ad
hoc como del uso de resultados propios de la teoŕıa de categoŕıas, como método general
de abordaje de los mismos, y quizás, de muchos otros.
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Objetivos y desarrollo del trabajo

El propósito original de este trabajo consistió en estudiar la posibilidad de desarrollar
herramientas que permitieran aprovechar la fuerte estructura combinatoria de los espacios
topológicos finitos para obtener información sobre sus invariantes homotópicos débiles a
partir de otros espacios, en especial de sus subespacios y cocientes. Desde luego, pueden
aplicarse teoremas clásicos en teoŕıa de homotoṕıa a espacios finitos, como el Teorema
de Van Kampen, la sucesión de Mayer-Vietoris para homoloǵıa singular, o el Teorema de
Escisión Homotópica. El inconveniente principal de este acercamiento es que un espacio
finito podŕıa no tener subespacios adecuados para obtener información de interés a partir
de estos resultados.

Hemos seguido principalmente dos ĺıneas de trabajo. La primera consistió en estudiar
lo que E. G. Minian y J. A. Barmak denominaron G-colorings admisibles de posets, que
son funtores desde un poset X en un grupo G, ambos considerados como categoŕıas de la
manera usual. En [11], los autores utilizan G-colorings para estudiar el grupo fundamental
y los revestimientos de un espacio finito T0, entre otros temas, obteniendo caracterizaciones
combinatorias de los revestimientos regulares de dicho espacio, y aplican estos resultados
al cálculo del segundo grupo de homotoṕıa de algunos espacios finitos.

Si bien los espacios finitos alcanzan a modelar, a través de equivalencias débiles, a los
CW–complejos compactos, no es cierto en general que las funciones continuas entre dos
modelos finitos fijos de CW–complejos compactos alcancen a inducir, entre sus grupos
de homotoṕıa, todos los posibles morfismos de grupos que pueden inducir las funciones
continuas entre dichos complejos. La situación mejora cuando se consideran modelos
categóricos y se incorpora el estudio del funtor espacio clasificante. Dado que los modelos
finitos pueden considerarse, en particular, modelos categóricos, estaŕıamos ampliando
nuestra colección de modelos con el fin de estudiar un conjunto más amplio de morfismos
inducidos entre grupos de homotoṕıa.

Nuestros resultados muestran que si X es un espacio finito, o más generalmente,
un espacio de Alexandroff, los morfismos de grupos entre el grupo fundamental de X
(para cualquier punto base) y un grupo G pueden realizarse, a través del funtor espacio
clasificante, como funtores de X en G. Más aún, las fibras homotópicas de estos funtores
son precisamente los revestimientos regulares de X que corresponden al núcleo del mor-
fismo inducido entre los grupos fundamentales. Este resultado nos permitió estudiar los
revestimientos regulares, aśı como el grupoide fundamental, de espacios de Alexandroff a
través de métodos combinatorios.

Cabe destacar que un grupo G, considerado como un grupoide con un único objeto,
es un modelo categórico del espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1). Se sigue que
los funtores de X en G inducen morfismos triviales en los grupos de homotoṕıa de orden
mayor o igual a dos. En particular, no puede obtenerse información sobre los grupos de
homotoṕıa altos de un espacio de Alexandroff X a partir de estos funtores, salvo que
puedan realizarse cálculos expĺıcitos de los grupos de homotoṕıa de sus revestimientos
por métodos alternativos. Esto sugiere fuertemente que para generalizar los resultados de
G-colorings a grupos de homotoṕıa altos, seŕıa necesario considerar modelos categóricos
adecuados, con propiedades combinatorias excepcionales, de espacios con grupos de homo-
toṕıa conocidos. Desconocemos si existen modelos categóricos que permitan esta generali-
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Introducción

zación. La opinión del autor es que el contexto más adecuado para una tal generalización
es la teoŕıa de categoŕıas superiores; se advierte, sin embargo, que los posets y espacios de
Alexandroff podŕıan no ser relevantes en este contexto.

Utilizando resultados combinatorios de la teoŕıa de espacios finitos en conjunción
con los resultados sobre revestimientos y grupo fundamental mencionados anteriormente,
hemos desarrollado una técnica denominada splitting de posets. La misma nos permitió
obtener distintos teoremas capaces de determinar información de un espacio finito T0

X a partir de dos subespacios C y D que cubren a X, bajo ciertas condiciones. Cabe
destacar que estas condiciones sobre los espacios C y D suelen encontrarse con frecuencia
en espacios con pocos elementos y pueden, en muchos casos, ser verificadas a partir del
diagrama de Hasse de X. Estas caracteŕısticas nos permitieron utilizar estos teoremas para
estudiar problemas de minimalidad de modelos finitos logrando resolver varios problemas
que se encontraban abiertos aśı como otros que hab́ıan sido resueltos con asistencia de
ordenadores.

La segunda ĺınea de trabajo consistió en estudiar, en el contexto de los espacios
topológicos finitos, algunas nociones importantes de teoŕıa de homotoṕıa que en el contexto
clásico permiten cálculos expĺıcitos de grupos de homotoṕıa de espacios topológicos a partir
de otros espacios como subespacios y cocientes. Estas son las fibraciones y cofibraciones
de Hurewicz.

Un ejercicio clásico en la teoŕıa de las cofibraciones consiste en demostrar que la
inclusión del único abierto no trivial en el espacio de Sierpinksi es una cofibración [75,
Ejercicio 4, Sección 5.4]. En cambio, la inclusión del único cerrado no trivial en el mismo
espacio no lo es. Esta situación sugiere que la teoŕıa de cofibraciones entre espacios finitos
no es en absoluto trivial y merece ser estudiada con detenimiento. Por otro lado, dada
una función f : X → Y entre espacios finitos T0, existe un espacio finito B(f) denominado
cilindro mapeante no Hausdorff de f , también T0, que es una versión combinatoria del
cilindro mapeante usual. Sin embargo, desconoćıamos si la inclusión canónica de X en
B(f) resulta una cofibración como en el caso del cilindro mapeante clásico. Dado que Y
es un retracto por deformación fuerte de B(f) [5, Lema 2.8.2], una respuesta afirmativa a
esta pregunta permitiŕıa “reemplazar” cualquier función entre espacios finitos T0 por una
cofibración a través de una equivalencia homotópica como en el caso clásico con la ventaja
de mantener la situación de estudio en el contexto combinatorio de los espacios finitos.

En este trabajo hemos desarrollado la teoŕıa de bp-retractos y la hemos utilizado para
obtener una caracterización combinatoria de las cofibraciones entre espacios finitos T0 que
muestra, en particular, que las mismas son equivalencias homotópicas. Damos además un
algoritmo simple que permite determinar si una función entre espacios finitos es o no una
cofibración. Además mostramos que si f : X → Y es una función continua entre espacios
finitos T0, la inclusión canónica de X en B(f) será una cofibración sólo bajo condiciones
muy particulares.

El estudio de las fibraciones entre espacios finitos ha resultado un problema con-
siderablemente más dif́ıcil. En primer lugar, notamos que los espacios finitos tienen
revestimientos, lo que permite obtener numerosos ejemplos de fibraciones no triviales
entre los mismos. Por otro lado, desconoćıamos si los fibrados entre espacios finitos son
fibraciones en general. Aśı, en primer lugar hemos estudiado fibrados sobre espacios de
Alexandroff, probando un teorema de clasificación que muestra que los fibrados con fibra
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T0 F sobre un espacio de Alexandroff B están en correspondencia con los funtores de B en
el grupo Aut(F ) de automorfismos de F en la categoŕıa Top. Este resultado nos permitió
probar que los fibrados de este mismo tipo son fibraciones, proveyéndonos además de una
fuente importante de fibraciones (en general, no triviales) entre espacios finitos T0.

Finalmente, hemos estudiado las fibraciones de Hurewicz entre espacios finitos T0

intentando obtener una caracterización combinatoria de las mismas. Si bien no hemos
tenido éxito en dar una caracterización completa, hemos hallado fuertes propiedades
combinatorias de estas fibraciones y, en particular, de las relaciones entre los espacios
total, base y fibras. La teoŕıa desarrollada resulta estar fuertemente relacionada con la
teoŕıa de tipos de homotoṕıa de espacio finitos T0 y beat points de Stong y con nuestra
propia teoŕıa de bp-retractos. En particular, hemos probado que las fibraciones entre
espacios finitos T0 pueden reducirse a otras equivalentes, que son además bifibraciones de
Grothendieck, mediante un algoritmo combinatorio simple, que resulta dual al que damos
para el caso de las cofibraciones.

Organización de la tesis y resultados principales

Esta tesis cuenta con cinco caṕıtulos. En el primer caṕıtulo exponemos gran parte de
la teoŕıa necesaria para el desarrollo de los caṕıtulos posteriores. La mayor parte de los
resultados, si no todos, son conocidos y pueden encontrarse, ampliarse y profundizarse en la
bibliograf́ıa clásica. Hemos decidido separar este caṕıtulo en tres grandes secciones: una
primera sección dedicada a la teoŕıa de categoŕıas y métodos simpliciales que, además
de proveer un lenguaje adecuado para muchos de los resultados que desarrollaremos,
aporta herramientas combinatorias para el estudio del tipo de homotoṕıa débil de espacios
topológicos finitos por medio del estudio del tipo de homotoṕıa de los espacios clasificantes
de los conjuntos preordenados asociados a los mismos; una segunda sección dedicada
a la teoŕıa de espacios topológicos finitos, con especial atención a la teoŕıa de tipos
de homotoṕıa de espacios finitos desarrollada por R. Stong y a la teoŕıa de tipos de
homotoṕıa débil de espacios finitos desarrollada por M. McCord; y una tercera sección
dedicada al desarrollo de nociones clásicas en teoŕıa de homotoṕıa que serán estudiadas
en los caṕıtulos subsiguientes en el contexto de los espacios topológicos finitos, como ser,
fibrados, fibraciones y cofibraciones de Hurewicz.

Los resultados de los caṕıtulos subsiguientes son, en su gran mayoŕıa, originales.
Algunos se encuentran publicados y pueden encontrarse en [21, 23, 26]. El resto de los
resultados originales de este trabajo se encuentran distribuidos en tres art́ıculos [19, 22, 24]
disponibles en el repositorio virtual arXiv. Se encuentra disponible además una segunda
versión [25] de [22], donde desarrollamos algunos resultados importantes que no hemos
incluido en esta tesis.

En el segundo caṕıtulo estudiamos problemas de minimalidad de modelos finitos. Dado
que, como hemos mencionado anteriormente, para todo CW–complejo compacto existen
modelos finitos del mismo, es un problema topológico-combinatorio de interés el de de-
terminar cuál es la menor cardinalidad posible de estos modelos. Para abordar este
problema, hemos desarrollado una herramienta que hemos denominado splitting de posets,
que consiste en cubrir un poset finito X (o equivalentemente, un espacio topológico finito
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Introducción

T0), con dos subespacios A y B a fin de determinar información homotópica de X a partir
de información homotópica de A y de B, y en especial, de los morfismos inducidos en los
grupos de homoloǵıa y de homotoṕıa por las inclusiones de A y de B enX. Cabe mencionar
que, si bien requerimos que las inclusiones de A y/o de B en X induzcan ciertos morfismos
entre los grupos de homoloǵıa y/o de homotoṕıa para poder utilizar nuestros resultados,
no requerimos que los espacios A y B en cuestión sean disjuntos ni que sean, en general,
abiertos, cerrados o conexos. Esta caracteŕıstica del splitting le confiere versatilidad a la
técnica, que resulta aśı una herramienta adecuada para el estudio de tipos de homotoṕıa
débiles de espacios topológicos finitos por medio de herramientas combinatorias.

A continuación mencionamos los resultados más importantes obtenidos mediante la
técnica de splitting.

Teorema 2.4.5. Sea n ∈ N con n ≥ 2 y sea (X;C, Y ) una tŕıada split tal que

� πr(C, c0) ∼= Hr(C) = 0 para todo 2 ≤ r ≤ n y para todo c0 ∈ C,

� π1(C, c0) es un grupo abeliano para todo c0 ∈ C, y

� la inclusión C → X induce un monomorfismo H1(C)→ H1(X).

Si l ∈ N es tal que 2 ≤ l ≤ n y Hj(X) = 0 para todo 2 ≤ j ≤ l− 1 entonces πj(X,x0) = 0
para todo 2 ≤ j ≤ l − 1 y πl(X,x0) ∼= Hl(X) ⊗ Z[π1(X,x0)] para cualquier x0 ∈ X. En
particular, π2(X,x0) ∼= H2(X)⊗ Z[π1(X,x0)].

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio de Alexandroff T0 conexo. Supongamos que existen
subespacios no vaćıos C,D ⊆ X tales que X = C ∪D y tales que las inclusiones de C y D
en X inducen morfismos triviales entre los grupos fundamentales para cualquier elección
de punto base. Entonces π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier x0 ∈ X.

Proposición 2.4.13. Sea G un grupo y sea X un modelo finito de un espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo (G, 1) que satisface (S2). Entonces H1(X) es un grupo abeliano libre y
Hn(X) = 0 para todo n ≥ 2.

Proposición 2.4.15. Sea X un poset finito y conexo que satisface (S2) y sea x0 ∈ X.
Supongamos que π2(X,x0) = 0. Si existe n ≥ 3 tal que Hl(X) = 0 para todo 3 ≤ l ≤ n−1
entonces πl(X,x0) = 0 para todo 3 ≤ l ≤ n− 1 y πn(X,x0) ∼= Hn(X)⊗ Z[π1(X,x0)]. En
particular, π3(X,x0) ∼= H3(X)⊗ Z[π1(X,x0)].

El siguiente teorema es uno de los resultados más importantes de este caṕıtulo.

Teorema 2.5.7. Sea X un espacio topológico finito T0 tal que #X ≤ 12. Entonces
π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier x0 ∈ X. En particular, H1(X) es libre de
torsión.

Del mismo, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.5.8 ([1, Teorema 1.2]). Sea X un modelo finito del plano proyectivo real.
Entonces #X ≥ 13.
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Aśı, el modelo finito de 13 puntos del plano proyectivo real dado en el Ejemplo 7.1.1
de [5], un espacio que hemos denominado P2

1, resulta un modelo minimal del mismo.
Cabe mencionar que el Corolario 2.5.8 fue demostrado por M. Adamaszek en [1]

mediante una prueba parcialmente asistida por ordenador. En este trabajo ofrecemos
una demostración que no requiere asistencia de ordenadores.

Siguiendo el estudio de este problema, probamos que el espacio P2
1 y su opuesto, que

hemos denominado P2
2, son los únicos modelos finitos minimales del plano proyectivo.

Teorema 2.5.10. Sea X un modelo finito del plano proyectivo real tal que #X = 13.
Entonces X es isomorfo a P2

1 o a P2
2.

Nuestro estudio de los problemas de minimalidad de modelos finitos continúa con la
caracterización de los modelos finitos minimales del toro y de la botella de Klein. Los
resultados más importantes son los siguientes.

Corolario 2.6.4. Sea X un modelo finito del toro. Entonces #X ≥ 16.

Corolario 2.6.5. Sea X un modelo finito de la botella de Klein. Entonces #X ≥ 16.

En las figuras 2.4(b), 2.6(b), 2.7(b) y 2.5(b) hemos representado espacios topológicos
finitos de 16 puntos que hemos denominado respectivamente por T2

0,0, T2
1,1, K1,0 yK0,1. Los

espacios T2
0,0 y T2

1,1 son los modelos finitos minimales del toro mientras que los espacios
K0,1 y K1,0 son los modelos finitos minimales de la botella de Klein, como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 2.6.11. Sea X un poset finito tal que #X = 16.

1. Si X es un modelo finito del toro entonces X es isomorfo a T2
0,0 o a T2

1,1.

2. Si X es un modelo finito de la botella de Klein entonces X es isomorfo a K1,0 o a
K0,1.

El siguiente teorema fue conjeturado por Hardie, Vermeulen y Witbooi en [39].

Teorema 2.7.1. Sea X un espacio topológico finito tal que Hk(X) tiene torsión para
algún k ∈ N. Entonces #X ≥ 13.

En la figura 2.8 hemos representado un espacio débilmente contráctil no contráctil de
nueve puntos. Este espacio es exhibido en [62] y en el ejemplo 4.3.3 de [5]. Terminamos el
caṕıtulo mostrando que este espacio y su opuesto resultan los únicos espacios débilmente
contráctiles no contráctiles de cardinal mı́nimo.

Teorema 2.7.7. Sea X un espacio topológico débilmente contráctil no contráctil. Enton-
ces #X ≥ 9.

Teorema 2.7.8. Sea X un espacio topológico débilmente contráctil no contráctil tal que
#X = 9. Entonces X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8 o a su opuesto.

En el tercer caṕıtulo estudiamos las cofibraciones entre espacios topológicos finitos. El
resultado principal es una caracterización combinatoria de las cofibraciones entre espacios
finitos.
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Teorema 3.3.6. Sea X un espacio topológico finito conexo y sea A un subespacio no
vaćıo de X. Entonces, la inclusión i : A ↪→ X es una cofibración si y sólo si existe una
retracción r : X → A de i tal que ir ≤ IdX .

Probamos además que si X es un espacio topológico finito T0, entonces las condiciones
del teorema anterior son equivalentes a que A sea lo que hemos denominado un dbp–
retracto de X, esto es, que A se pueda obtener a partir de X eliminando sucesivamente
down beat points.

Los dbp–retractos resultan objetos combinatorios interesantes en śı mismos. Hemos
mostrado, por ejemplo, que dado un espacio finito T0 X y un subespacio A de X,
existe un dbp–retracto mı́nimo XA de X que contiene a A, y que se obtiene eliminando
sucesivamente los down beat points de X que no están en A. Es fácil ver entonces que
disponemos de un algoritmo capaz de determinar si el subespacio A es o no un dbp–retracto
de X.

Por otro lado, probamos que una función subespacio entre espacios finitos es una
cofibración si y sólo si su cociente de Kolmogorov lo es. Esto permite utilizar el algoritmo
antedicho aún en el caso en que X y A no sean espacios T0. Se deduce de resultados
clásicos de la teoŕıa de cofibraciones que este algoritmo se puede aplicar a las distintas
componentes conexas de X si este no fuera conexo. Aśı, podemos determinar si una
función entre espacios topológicos finitos es o no una cofibración.

En el cuarto caṕıtulo definimos una construcción que hemos denominado construcción
de Grothendieck topológica que es una construcción sobre un funtor covariante de un
espacio de Alexandroff en Top, análoga a la construcción de Grothendieck clásica para
funtores covariantes de una categoŕıa pequeña en Cat. Esta construcción induce, para
cada espacio de Alexandroff B, un funtor∫

: TopB → Top/B

desde la categoŕıa TopB de funtores covariantes de B en Top a la categoŕıa Top/B de
espacios topológicos sobre B.

Si B es un espacio de Alexandroff, la construcción de Grothendieck topológica sobre
un funtor F : B → Top da lugar a un espacio topológico

∫
F y a una proyección continua

πB :
∫
F → B. La siguiente proposición muestra que el funtor

∫
permite construir fibrados

sobre espacios de Alexandroff.

Proposición 4.3.1. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea D : B → Top un
funtor que invierte morfismos. Entonces πB :

∫
D → B es un fibrado sobre B con fibra

D(b0) para cualquier b0 ∈ B.

Rećıprocamente, todo fibrado sobre un espacio de Alexandroff B con fibra T0 es
esencialmente, la proyección asociada a la construcción de Grothendieck topológica de
un funtor F : B → Top que invierte morfismos.

Teorema 4.3.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio T0.
Sea p : E → B un fibrado con fibra F . Entonces existe un funtor Dp : B → Top0 que
invierte morfismos tal que πB :

∫
Dp → B es un fibrado isomorfo a p.
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La construcción de Grothendieck topológica induce, para cada espacio de Alexandroff
B, una correspondencia biuńıvoca canónica entre funtores de B en Top0 que invierten
morfismos y fibrados sobre B con fibra T0. Se obtiene aśı el siguiente teorema de clasifi-
cación de fibrados sobre B con fibra T0.

Teorema 4.3.11. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio T0.
Entonces existe una biyección canónica entre clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F y clases de isomorfismo de funtores de B en Aut(F ).

La clasificación obtenida nos permite utilizar el funtor asociado a un fibrado sobre un
espacio de Alexandroff con fibra T0 para construir una función levantadora de caminos
canónica para dicho fibrado. Obtenemos aśı el siguiente teorema.

Teorema 4.5.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F cualquier espacio T0 y
sea p un fibrado sobre B con fibra F . Entonces p es una fibración de Hurewicz.

En el quinto y último caṕıtulo estudiamos las fibraciones de Hurewicz entre espacios
topológicos finitos T0. Por un lado, extendemos las definiciones de la teoŕıa de Stong
a la categoŕıa de espacios finitos T0 sobre B, para B un espacio finito T0, y probamos
que muchos de los resultados de la teoŕıa de Stong, aśı como nuestros resultados sobre
bp–retractos, se extienden a la categoŕıa FinTop0/B con estas definiciones. Luego,
estudiamos las relaciones entre fibraciones de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0

y beat points, obteniendo numerosos resultados de esṕıritu combinatorio. En particular,
obtenemos la siguiente generalización del inciso (3) del Teorema 1.2.30, un importante
resultado de Stong:

Teorema 5.4.4. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una fibración
y sea q : E → B una función continua homotópica a p. Si E es minimal, entonces q = p.

Por otro lado, obtenemos resultados acerca de la regularidad de funciones levantadoras
de caminos para fibraciones de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0.

Teorema 5.5.12. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Entonces:

(1) Si p es minimal, toda función levantadora de caminos para p es regular.

(2) Si p no tiene down beat points, existe una función levantadora de caminos regular
para p.

El siguiente corolario es el resultado principal del caṕıtulo. Muestra que el dbp–
retracto mı́nimo de una fibración de Hurewicz entre espacios finitos T0 es una bifibración
de Grothendieck, una condición de ı́ndole combinatoria muy fuerte que puede ser verificada
algoŕıtmicamente de manera muy eficiente.

Corolario 5.5.22. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración de Hurewicz. Entonces, el dbp–retracto mı́nimo de p es una bifibración de
Grothendieck.
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El resultado rećıproco vale bajo ciertas condiciones, bastante restrictivas, sobre el
espacio base. En particular, una función continua de un espacio topológico finito T0 sobre
el espacio de Sierpinski es una fibración de Hurewicz si y sólo si su dbp–retracto mı́nimo
es una bifibración de Grothendieck. Desconocemos si esta caracterización vale sin las
restricciones mencionadas.

xx



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo exponemos nociones preliminares de diversas subáreas de la topoloǵıa
algebraica que necesitaremos para los desarrollos de los caṕıtulos subsiguientes.

En la primera sección, desarrollaremos resultados de teoŕıa de categoŕıas que se utiliza-
rán a lo largo de todo el trabajo, como las nociones de conjunto simplicial, nervio y espacio
clasificante de categoŕıas pequeñas, grupos de homoloǵıa y de homotoṕıa, localización,
fibraciones de Grothendieck y propiedades de levantamiento.

En la segunda sección haremos un repaso de la teoŕıa general de espacios topológicos de
Alexandroff y espacios topológicos finitos. En particular, desarrollaremos herramientas que
nos permitirán aplicar métodos combinatorios al estudio de espacios topológicos finitos, aśı
como los resultados de R. Stong sobre tipos de homotoṕıa de espacios topológicos finitos
y de M. McCord sobre tipos de homotoṕıa débil de espacios de Alexandroff.

En la tercera sección, haremos una superficial introducción a importantes nociones de
la teoŕıa de homotoṕıa clásica, como fibraciones y cofibraciones de Hurewicz, fibrados y
revestimientos, que nos servirá como punto de partida para el estudio de dichas nociones
en el contexto de los espacios topológicos finitos.

1.1 Categoŕıas y métodos simpliciales

En esta sección, realizaremos un sucinto desarrollo de algunos resultados de la teoŕıa de
categoŕıas que necesitaremos en los caṕıtulos subsiguientes, siendo el propósito principal
de esta presentación, el de introducir la terminoloǵıa y notación que se utilizarán en
el resto del trabajo. No es nuestro objetivo el de desarrollar conceptos básicos de la
teoŕıa como definiciones y propiedades básicas de categoŕıas, funtores, transformaciones
naturales, equivalencias, adjunción, ĺımites y coĺımites. Estas nociones pueden encontrarse
en la bibliograf́ıa estándar [45, 55].

Las nociones aqúı desarrolladas pueden profundizarse y ampliarse en [45, 55, 4, 35, 2,
58, 41, 52, 65].

1.1.1 Categoŕıas

Por categoŕıa, entenderemos categoŕıa localmente pequeña, es decir, una categoŕıa en
que las clases de morfismos entre dos objetos cualesquiera son conjuntos. Dado que
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las categoŕıas con las cuales trabajaremos serán en general concretas o pequeñas, esta
definición no provocará pérdida de generalidad en los resultados.

Notación. Sea C una categoŕıa. Notaremos por Obj(C ) o C0 a la clase de objetos de C y
notaremos por Mor(C ) o C1 a la clase de flechas de C .

Si A ∈ C0, notaremos por IdA al morfismo identidad de A.
Si A,B ∈ C0, el conjunto de flechas en C de A a B será denotado por HomC (A,B),

Hom(A,B) o C (A,B). En ocasiones escribiremos f : A→ B para indicar que f ∈ C (A,B).
Denotaremos por AutC (A) al grupo de automorfismos del objeto A en C . Este será
considerado, por un lado, como una subcategoŕıa de C con un único objeto A, y por otro,
como un grupo en el sentido usual (algebraico) del término.

Denotaremos por s y t a las funciones (de clases) s, t : C1 → C0 usualmente denomina-
das source y target, definidas respectivamente como s(f) = A y t(f) = B para f ∈ C (A,B)
y para A,B ∈ C0.

Notación. Denotaremos por:

� Cat a la categoŕıa de categoŕıas pequeñas y funtores.

� ∗ al objeto terminal de Cat, es decir, a la categoŕıa que tiene un único objeto,
también denotado por ∗ y un único morfismo, Id∗.

� Cat∗ a la categoŕıa de categoŕıas pequeñas punteadas y funtores que respetan puntos
base.

� Set a la categoŕıa de conjuntos y funciones.

� Set∗ a la categoŕıa de conjuntos punteados y funciones que respetan puntos base.

� Top a la categoŕıa de espacio topológicos y funciones continuas.

� Top0 a la categoŕıa de espacio topológicos T0 y funciones continuas.

� Top∗ a la categoŕıa de espacios topológicos punteados y funciones continuas que
respetan puntos base.

� ATop a la categoŕıa de espacios topológicos de Alexandroff y funciones continuas.

� ATop0 a la categoŕıa de espacios topológicos de Alexandroff T0 y funciones conti-
nuas.

� FinTop a la categoŕıa de espacio topológicos finitos y funciones continuas.

� FinTop0 a la categoŕıa de espacio topológicos finitos T0 y funciones continuas.

� Grp a la categoŕıa de grupos y morfismos de grupos.

� Grpd a la categoŕıa de grupoides y morfismos de grupoides.

� Ab a la categoŕıa de grupos abelianos y morfismos de grupos.

� Ord a la categoŕıa de conjuntos preordenados y morfismos de preórdenes.
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� Pos a la categoŕıa de conjuntos parcialmente ordenados, o posets, y morfismos de
órdenes.

� [n] al ordinal finito {0, 1, . . . , n} con el orden usual, considerado como una categoŕıa
con una única flecha de i a j si y sólo si i ≤ j, para n ∈ N0.

� S al ordinal finito [1] = {0, 1}.

� ∆ a la categoŕıa de ordinales finitos y funtores, o equivalentemente, morfismos de
órdenes.

� DC a la categoŕıa de funtores de C a D y transformaciones naturales, para dos
categoŕıas dadas C y D .

Muchos tipos de estructuras pueden ser canónicamente consideradas como categoŕıas
pequeñas. Un conjunto preordenado (X,≤) puede ser considerado como una categoŕıa C
con Obj(C ) = X y

homC (x, y) =

{
x ≤ y si x ≤ y,

∅ si x 6≤ y,

para elementos cualesquiera x, y en X. En otras palabras, dados x, y ∈ X, existe una
única flecha

x
x≤y−−→ y

en C si y sólo si x ≤ y. No es dif́ıcil ver que podemos considerar a la categoŕıa Ord como
una subcategoŕıa plena de Cat. La categoŕıa Pos es una subcategoŕıa plena de Ord y
por lo tanto puede también considerarse una subcategoŕıa plena de Cat.

Por otro lado, un grupo (G, ·) puede ser considerado como una categoŕıa pequeña
de dos maneras distintas. En ambos casos, se considera que G tiene un único objeto,
generalmente denotado por ∗, y que homG(∗, ∗) = Mor(G) = G. La diferencia entre las
dos categoŕıas está en la definición de la composición. Si denotamos por yuxtaposición a
la composición de flechas en G, tiene sentido definir

gh = g · h

para todo g, h ∈ G, o bien

gh = h · g

para todo g, h ∈ G.

Independientemente de cual sea la definición adoptada para la composición en G, la
categoŕıa G resulta isomorfa a la categoŕıa Gop v́ıa el isomorfismo (natural) que mapea a
la flecha g de G en la flecha g−1 de Gop. Por consiguiente, la definición de composición
que se adopte suele ser irrelevante en la mayoŕıa de los casos.

Como en el caso de Ord, es fácil ver que la categoŕıa Grp resulta una subcategoŕıa
plena de Cat.

Definición 1.1.1. Sean A , B y C tres categoŕıas y sean σ : B → A y τ : C → A dos
funtores. Se define la categoŕıa coma σ ↓ τ como la categoŕıa que tiene
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� por objetos a las ternas (B,C, f) ∈ B0 × C0 ×A1 tales que f : σ(B)→ τ(C).

� por flechas del objeto (B,C, f) al objeto (B′, C ′, f ′) a los pares (β, γ) ∈ B(B,B′)×
C (C,C ′) tales que

τ(γ)f = f ′σ(β),

es decir, tales que el siguiente diagrama conmuta

τ(C) τ(C′)

σ(B) σ(B′)
σ(β)

τ(γ)

f f ′

� por composición a la composición coordenada a coordenada.

Cuando se trabaja con categoŕıas coma, dada una categoŕıa D , es usual denotar por
D al funtor IdD . Si D ∈ Obj(D), es común denotar por D al funtor ∗ → D que mapea a
∗ en D y denotar por F/D y D\F a las categoŕıas F ↓ D y D ↓ F , respectivamente, para
cualquier funtor F que caiga en D .

En particular, si C es una categoŕıa y C ∈ Obj(C ), las categoŕıas C /C y C\C son
las categoŕıas IdC ↓ FC y FC ↓ IdC , respectivamente, donde FC : ∗ → C es el funtor que
mapea ∗ en C. La categoŕıa C /C se denomina categoŕıa de objetos sobre C. La categoŕıa
C\C se denomina categoŕıa de objetos bajo C.

La categoŕıa C ↓ C se denomina categoŕıa de flechas de C y suele denotarse por C 2.

Observación 1.1.2. Sean B y C categoŕıas, sea σ : B → C un funtor y sea A ∈ C0. Los
objetos de la categoŕıa σ/A son ternas (B, ∗, f) donde B ∈ B0, ∗ es el único objeto de la
categoŕıa ∗ y f es una flecha en C de σ(B) a A. Es usual entonces considerar que esta
categoŕıa tiene por objetos a los pares (B, f) donde B ∈ Obj(B) y f : σ(B) → A. Bajo
esta identificación, las flechas en σ/A de (B, f) a (B′, f ′) son flechas g : B → B′ tales que
f ′σ(g) = f .

Del mismo modo, se considera que los objetos de la categoŕıa A\σ son pares (B, f)
donde B ∈ Obj(B) y f : A → σ(B), y que las flechas en A\σ de (B, f) a (B′, f ′) son
flechas g : B → B′ tales que σ(g)f = f ′.

Sea C una categoŕıa y sea A ∈ C0. Por lo expuesto en la observación anterior, y del
hecho de que un objeto (B, f) de C ↓ A está determinado por f , es usual considerar que
los objetos de C /A son las flechas en C con codominio A. Las flechas en C con codominio
A suelen entonces llamarse objetos sobre A. Notemos que, bajo esta identificación, una
flecha en C /A de f a g no es otra cosa que una flecha h en C de s(f) a s(g) tal que gh = f .
Las flechas entre objetos sobre A se denominan flechas sobre A.

Del mismo modo, los objetos de la categoŕıa A\C pueden considerarse como flechas
en C con dominio A denominadas objetos bajo A y las flechas entre los objetos f y g bajo
A son flechas h en C de t(f) a t(g) tales que hf = g denominadas flechas bajo A.
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Observación 1.1.3. Un espacio topológico punteado (X,x) se puede interpretar como una
función (continua) del singleton ∗ en X que mapea ∗ en x, o equivalentemente, como
un objeto en Top bajo ∗. Bajo esta interpretación, una función continua que preserva
puntos base no es otra cosa que una flecha en Top bajo ∗. Esta observación nos permite
identificar canónicamente a la categoŕıa Top∗ con la categoŕıa ∗\Top.

Más aún, si C es una categoŕıa con objeto terminal ∗, los objetos de C bajo ∗ se pueden
interpretar como objetos punteados de C y las flechas en C bajo ∗ se pueden interpretar
como flechas en C que respetan puntos base. Esto permite generalizar la noción de objeto
punteado a categoŕıas no necesariamente concretas.

Por otro lado, los objetos de C 2 pueden ser considerados como flechas de C , y las
flechas en C 2 de f a g resultan pares de flechas (α, β) ∈ C (s(f), s(g))×C (t(f), t(g)) tales
que βf = gα.

1.1.2 Las categoŕıas Top y Top/B

Comenzamos esta subsección introduciendo la notación que será utilizada en el resto de
este trabajo.

Notación. Denotaremos por I al intervalo [0, 1] con la topoloǵıa usual.

Notación. Sean X e Y espacios topológicos y sea y ∈ Y . Denotaremos por Cy a la función
constante igual a y de X en Y . El dominio y el codominio de las funciones constantes
notadas de esta manera se indicará expĺıcitamente en cada caso si no pudiera deducirse a
partir del contexto.

Notación. Sean X, Y y Z conjuntos. Para cada función f : X × Y → Z notaremos por f ]

a cualquiera de las funciones inducidas por f por la ley exponencial. Estas son

f ] : Y → Set(X,Z)

definida por f ](y)(x) = f(x, y) para todo x ∈ X, para todo y ∈ Y , y

f ] : X → Set(Y, Z)

definida por f ](x)(y) = f(x, y) para todo x ∈ X, para todo y ∈ Y .

Para cada función g : Y → Set(X,Z) notaremos por g[ a cualquiera de las funciones
inducidas por g por la ley exponencial. Estas son

g[ : X × Y → Z

definida por g[(x, y) = g(y)(x) para todo x ∈ X y para todo y ∈ Y , y

g[ : Y ×X → Z

definida por g[(y, x) = g(y)(x) para todo x ∈ X y para todo y ∈ Y .

Quedará claro a partir del contexto a cuál de las funciones se hace referencia en cada
caso.
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Notación. Sean X e Y espacios topológicos. Denotaremos por Y X al espacio de funciones
continuas de X en Y con la topoloǵıa compacto-abierta, es decir, la topoloǵıa generada por
la subbase

B = {W (K,U) : K ⊆ X compacto y U ⊆ Y abierto},

donde el conjunto W (K,U) es el conjunto de funciones continuas de X en Y que mapean
elementos de K en elementos de U , para cada K ⊆ X y U ⊆ Y .

Dado que, para espacios topológicos X e Y , la topoloǵıa compacto-abierta en Y X es
más fina que la topoloǵıa de convergencia puntual en hom(X,Y ), se sigue que Y X es T0,
T1 o T2, respectivamente, si Y lo es.

Notación. Sean X e Y espacios topológicos y sea x ∈ X. Denotaremos por iYx a cualquiera
de las composiciones

Y
∼=−→ {x} × Y ↪→ X × Y

o
Y
∼=−→ Y × {x} ↪→ Y ×X

donde las flechas Y
∼=−→ {x} × Y y Y

∼=−→ Y × {x} son los homeomorfismos obvios y las
flechas {x} × Y ↪→ X × Y y Y × {x} ↪→ X × Y son las inclusiones.

Cuando no haya lugar a confusión, la función iYx será simplemente denotada por ix.
Definimos la función “evaluación”

evY : Y X ×X → Y

como evY = (IdY X )[, es decir, como la función definida por evY (f, x) = f(x) para todo
f ∈ Y X y todo x ∈ X. Definimos además

evYx : Y X → Y

como la composición

Y X ix−→ Y X ×X evY−−→ Y.

Nuevamente, notaremos evY y evYx por ev y evx cuando no haya lugar a confusión.
Tenemos un funtor

X ×− : Top→ Top

que mapea a todo espacio topológico Z en el espacio X × Z, y a toda función continua
f : W → Z en la función continua IdX × f : X ×W → X ×Z inducida entre los productos
por f y IdX . Desde luego, el funtor

−×X : Top→ Top

se define de manera similar y resulta naturalmente isomorfo a X ×−. Tenemos, por otro
lado, un funtor

−X : Top→ Top

que mapea a todo espacio topológico Z en el espacio ZX y a toda función continua f : W →
Z en la función continua fX = (f ◦ evX)]. Aśı, fX queda definida por fX(g) = fg para
toda g ∈WX .
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Un espacio topológico X se dice exponenciable si las funciones −] y −[ definen biyec-
ciones naturales entre los funtores

Set(X ×−,−)

y
Set(−,−X).

Esto es equivalente a que para cualquier par de espacios topológicos Y y Z, f ] sea una
función continua para cualquier función continua f : X × Y → Z, y g[ sea una función
continua para cualquier función continua g : Y → ZX .

El siguiente resultado puede deducirse de la demostración de [33, Teorema 1].

Proposición 1.1.4 (Ley exponencial para espacios topológicos). Sea X un espacio to-
pológico tal que para cada x ∈ X y para cada entorno abierto U de x existe un entorno
compacto de x contenido en U . Entonces X es exponenciable.

Dado un espacio topológico B, resulta muchas veces conveniente estudiar las funciones
continuas con codominio B como objetos de la categoŕıa Top/B, es decir, como objetos
sobre B. Dado que ∗ es el objeto terminal en Top, entonces la categoŕıa Top es canónica-
mente isomorfa a la categoŕıa Top/∗. Esto muestra que las nociones que desarrollaremos
en esta subsección para la categoŕıa Top/B, para un espacio topológico fijo B, generalizan
nociones particulares de la categoŕıa Top.

Definición 1.1.5. Sean E, E′ y B espacios topológicos y sean p : E → B y p′ : E′ → B
dos funciones continuas. Decimos que una función continua φ : E → E′ respeta fibras si
p′φ = p, o equivalentemente, si para todo b ∈ B se tiene que φ(p−1(b)) ⊆ (p′)−1(b).

Observación 1.1.6. Para un espacio topológico B, la categoŕıa Top/B tiene por objetos
las funciones continuas sobre B y, para dos objetos p : E → B y p′ : E′ → B de Top/B,
las flechas de p a p′ son precisamente las funciones de E a E′ que respetan fibras.

Dado un objeto p : E → B sobre B, la identidad de p no es otra que la identidad de
E considerada como flecha sobre B de p a p. Aśı, cuando se considera a IdE como una
flecha sobre B tiene sentido denotarla por Idp.

Definición 1.1.7. Sea B un espacio topológico y sean p : E → B y p′ : E′ → B dos
funciones continuas consideradas como objetos de Top/B. Sean φ0, φ1 : p → p′ flechas
sobre B de p a p′. Una homotoṕıa (sobre B) de φ0 a φ1 es una función continua H : E×I →
E′ tal que

� p′Hit = p para todo t ∈ I,

� Hi0 = φ0, y

� Hi1 = φ1.

Si A ⊆ E, una homotoṕıa sobre B relativa a A de φ0 a φ1 es una homotoṕıa H sobre
B que se mantiene constante sobre A, esto es, tal que H(a, t) = φ0(a) para todo t ∈ I y
todo a ∈ A. En otras palabras, H es una homotoṕıa relativa a A si Hitj = φ0j para todo
t ∈ I, donde j : A→ E es la inclusión.
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Observemos que las homotoṕıas sobre B relativas a ∅ son precisamente las homotoṕıas
sobre B.

Notaremos H : φ0 ' φ1 si H es una homotoṕıa sobre B de φ0 a φ1 y H : φ0 ' φ1 (relA)
si H es una homotoṕıa sobre B de φ0 a φ1 relativa a A.

Diremos que dos flechas φ0, φ1 sobre B de p a p′ son homotópicas (sobre B) u
homotópicas por fibras, y lo notaremos por φ0 ' φ1, si existe una homotoṕıa H : φ0 ' φ1

sobre B. Del mismo modo, diremos que φ0 y φ1 son homotópicas (sobre B) relativas a
A u homotópicas por fibras relativas a A, y lo notaremos φ0 ' φ1 (relA) si existe una
homotoṕıa H : φ0 ' φ1 (relA) sobre B.

Para un espacio topológico A, es posible definir homotoṕıas en la categoŕıa A\Top
de manera dual a cómo hemos definido homotoṕıas en la categoŕıa Top/B. De hecho, si
f, g : X → Y son dos funciones continuas y A ⊆ X, las homotoṕıas de f a g relativas a A
no son otra cosa que homotoṕıas bajo A, donde las funciones f y g son consideradas como
flechas bajo A de la inclusión A ↪→ X a la restricción f |A.

Esta generalidad no será necesaria y por lo tanto no desarrollaremos estas nociones.

Definición 1.1.8. Sea B un espacio topológico y sean p : E → B y p′ : E′ → B dos
funciones continuas consideradas como objetos de Top/B. Sea f : p→ p′ una flecha sobre
B. Decimos que f es una equivalencia homotópica (sobre B) si existe una flecha g : p′ → p
sobre B, llamada inversa homotópica de f (sobre B) tal que gf ' Idp y fg ' Idp′ . En ese
caso, decimos que p y p′ son homotópicamente equivalentes sobre B u homotópicamente
equivalentes por fibras. Notemos que la equivalencia homotópica por fibras es una relación
de equivalencia.

Sea A ⊆ E un subespacio y sea i : A → E la inclusión. Consideremos la función
continua p| = pi : A→ B como un objeto sobre B.

Diremos que p| es un retracto por deformación fuerte de p si existe una retracción
r : p→ p|, tal que Idp ' ir (relA).

Notemos que si p| es un retracto por deformación fuerte de p en Top/B, entonces A
es un retracto por deformación fuerte de E en Top.

1.1.3 Nervio, realización geométrica y espacio clasificante

Existen dos tipos importantes de morfismos en la categoŕıa ∆ llamados inyecciones ele-
mentales y suryecciones elementales. Una inyección elemental es un morfismo de órdenes
inyectivo de [n] a [n + 1] para n ∈ N0, mientras que una suryección elemental es un
morfismo de órdenes sobreyectivo de [n + 1] en [n]. Es fácil ver que existen exactamente
n+1 inyecciones elementales de [n−1] a [n]: para i = 0, . . . , n, la inyección elemental δni es
el único morfismo de órdenes inyectivo de [n−1] a [n] cuya imagen no contiene al elemento
i. Por otro lado, existen exactamente n+1 suryecciones elementales de [n+1] en [n]: para
i = 0, . . . , n, la suryección elemental σni es el único morfismo de órdenes sobreyectivo que
mapea dos elementos distintos, i e i+ 1, en i.

Es sabido que las inyecciones y suryecciones elementales satisfacen una serie de iden-
tidades, llamadas identidades simpliciales, y que toda flecha en ∆ se factoriza de manera
única como composición de suryecciones e inyecciones elementales satisfaciendo ciertas
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condiciones (ver, por ejemplo, [35]). Aśı, podemos considerar que las flechas en ∆ están
canónicamente generadas por las inyecciones y suryecciones elementales.

Definición 1.1.9. Sea C una categoŕıa. Un objeto simplicial en la categoŕıa C es un
funtor contravariante de ∆ en C , es decir, un objeto de la categoŕıa C ∆op

.

Un objeto simplicial K en una categoŕıa C puede asimismo describirse como una
colección de objetos de C

Kn = K([n]), para n ∈ N0,

junto con una colección de flechas

dni = K(δni ) : Kn → Kn−1, para n ∈ N y para i = 0, . . . , n, y

sni = K(σni ) : Kn → Kn+1, para n ∈ N0 y para i = 0, . . . , n,

que satisfacen relaciones duales a las identidades simpliciales mencionadas anteriormente.

Las flechas dni se llaman operadores de cara, o simplemente caras, mientras que las
funciones sni se llaman operadores de degeneración de K, o simplemente degeneraciones.
Para n ∈ N0, un (n + 1)–śımplex de K se denomina degenerado si está en la imagen de
si : Kn → Kn+1 para algún i ∈ {0, . . . , n}.

Se llama conjunto simplicial a un objeto simplicial en la categoŕıa Set, es decir,
a un objeto de Set∆op

y se llama morfismo simplicial a una transformación natural
entre conjuntos simpliciales. La categoŕıa Set∆op

de conjuntos simpliciales y morfismos
simpliciales se suele denotar por sSet.

Dada una categoŕıa pequeña C , podemos considerar el funtor

hC = Cat(−,C ) : Catop → Set

que asocia a cada categoŕıa pequeña D el conjunto de funtores de D a C . Esta asignación
permite a su vez definir un funtor

h− : Cat→ SetCatop

por h−(C ) = hC para toda C ∈ Cat.

Definición 1.1.10. Se define el funtor nervio (simplicial) N : Cat → sSet como la
composición

Cat
h−−−→ SetCatop → Set∆op

= sSet

donde la segunda flecha es la flecha inducida por la inclusión ∆op ↪→ Catop.

Aśı, a cada categoŕıa pequeña C se le asocia el conjunto simplicial N(C ) que está
definido por N(C )n = C [n] para todo n ∈ N0.

Si n ≥ 1, un n–śımplex de N(C ) puede interpretarse como una cadena de n flechas
componibles en C :

c0
f1−→ c1

f2−→ · · · fn−→ cn.
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Bajo esta interpretación, podemos describir las caras y degeneraciones de N(C ) como
sigue. Para n ∈ N, la función dni : C [n] → C [n−1] es la función que mapea al n–śımplex

c0
f1−→ c1

f2−→ · · · fn−→ cn

en el (n− 1)–śımplex

c0
f1−→ · · · fi−1−−−→ ci−1

fi+1fi−−−−→ ci+1
fi+2−−−→ · · · fn−→ cn,

si i ∈ {1, . . . , n− 1}, en el (n− 1)–śımplex

c1
f2−→ c1

f2−→ · · · fn−→ cn

si i = 0 y en el (n− 1)–śımplex

c0
f1−→ c1

f2−→ · · · fn−1−−−→ cn−1

si i = n. Por otro lado, para n ∈ N0 e i ∈ {0, . . . , n}, la función sni : C [n] → C [n+1] es la
función que mapea al n–śımplex

c0
f1−→ c1

f2−→ · · · fn−→ cn

en el (n+ 1)–śımplex

c0
f1−→ · · · fi−→ ci

Idci−−→ ci
fi+1−−−→ · · · fn−→ cn.

Los n–śımplices degenerados de N(C ) son entonces los funtores de [n] en C que mapean
alguna flecha no trivial de [n] en una flecha trivial (identidad) de C .

Es claro que el conjuntoN(C )0 está en biyección canónica con Obj(C ) y que el conjunto
N(C )1 está en biyección canónica con Mor(C ). Para n ≥ 2, el conjunto N(C )n está en
biyección canónica con el conjunto de n–uplas (f1, . . . , fn) de Mor(C)n tales que t(fi) =
s(fi+1) para todo i = 1, . . . , n− 1.

En [52], J. Milnor asocia a cada conjunto simplicial1 K un espacio topológico |K| que
denomina realización geométrica de K. El espacio |K| se construye como sigue. Primero
se considera el coproducto

K =

∞∐
n=0

Kn ×∆n

donde, para n ∈ N0, el conjunto Kn es considerado como un espacio topológico discreto y
∆n es el n–śımplex estándar

∆n = {(t0, t1, . . . , tn) ∈ In+1 :
n∑
k=0

tk = 1}

1En la época de la publicación de Milnor, los conjuntos simpliciales eran denominados complejos semi-
simpliciales completos.
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con la topoloǵıa de subespacio de In+1. Esta representación del n–śımplex estándar
permite definir de manera muy simple la i–ésima cara del n–śımplex

δi : ∆n−1 → ∆n

por

δi(t0, . . . , tn−1) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)

para todo (t0, . . . , tn−1) ∈ ∆n−1 para i = 0, . . . , n y para n ∈ N, y la i–ésima degeneración
del n–śımplex

σi : ∆n+1 → ∆n

por

σi(t0, . . . , tn+1) = (t0, . . . , ti−1, ti + ti+1, ti+2, . . . , tn+1)

para todo (t0, . . . , tn+1) ∈ ∆n+1 para i = 0, . . . , n y para n ∈ N0.2

A continuación, se considera la relación de equivalencia ∼ en K generada por las
relaciones

(dik, x) ∼ (k, δix), para k ∈ Kn y x ∈ ∆n−1, con n ∈ N y i ∈ {0, . . . , n}, y

(sik, x) ∼ (k, σix), para k ∈ Kn y x ∈ ∆n+1, con n ∈ N0 y i ∈ {0, . . . , n}.

Se define el espacio |K| como el espacio cociente K/ ∼. Este espacio resulta un CW–
complejo que tiene, para cada n ∈ N0, una n–celda por cada n–simplex no degenerado
de K [52, Teorema 1]. Más aún, un morfismo simplicial ϕ : K → K ′ induce, de manera
funtorial, una función continua |ϕ| : |K| → |K ′| definida por |ϕ|([k, x]) = [ϕ(k), x]. Aśı,
podemos definir un funtor realización geométrica

| · | : sSet→ Top

que a cada conjunto simplicial K le asigna el espacio |K| y a cada morfismo simplicial
ϕ : K → K ′ le asocia la función continua |ϕ| : |K| → |K ′|.

Definición 1.1.11 ([65]). Definimos el funtor espacio clasificante B : Cat → Top como
la composición

Cat
N−→ sSet

|·|−→ Top.

2En el art́ıculo original, Milnor define el n–śımplex estándar por

∆n = {(t0, t1, . . . , tn, tn+1) ∈ Rn+2 : 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ tn+1 = 1},

con lo cual las caras y degeneraciones quedan definidas, respectivamente, por

δi(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti, ti, . . . , tn)

y

σi(t0, . . . , tn+2) = (t0, . . . , ti, ti+2, . . . , tn+2).
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G. Segal demuestra en [65] que si C y D son categoŕıas pequeñas y F,G : C → D son
funtores, una transformación natural α : F ⇒ G induce una homotoṕıa α∗ : BF ' BG,
de donde se deduce que el espacio clasificante de una equivalencia de categoŕıas entre
categoŕıas pequeñas es una equivalencia homotópica entre los espacios clasificantes de las
mismas.

En [58], D. Quillen establece a través del funtor espacio clasificante, el uso de termi-
noloǵıa topológica para nociones categóricas. Por ejemplo, un funtor entre categoŕıas
pequeñas se denomina equivalencia homotópica si su espacio clasificante lo es, y una
categoŕıa pequeña se denomina contráctil si lo es su espacio clasificante. En el contexto
de este trabajo, esta terminoloǵıa resultaŕıa ambigua y por lo tanto no será utilizada.

El funtor espacio clasificante permite el estudio de categoŕıas pequeñas mediante
herramientas topológicas. Veremos en la subsección 1.2.1, que todo espacio de Alexandroff
(cf. definición 1.2.1) se puede interpretar como un conjunto preordenado, y por lo tanto,
como una categoŕıa pequeña. Tiene sentido, entonces, estudiar la relación entre los
invariantes homotópicos (débiles) del espacio original y los de su espacio clasificante. Para
esto, necesitamos definir de manera precisa los grupos de homoloǵıa y de homotoṕıa de
una categoŕıa pequeña.

La definición de los grupos de homoloǵıa de una categoŕıa pequeña es sencilla.

Definición 1.1.12 ([58]). Sea A un grupo abeliano. Definimos el funtor

Hn(−;A) : Cat→ Ab

como la composición

Cat
B−→ Top

Hn(−;A)−−−−−→ Ab.

Para n ∈ N0, el funtor Hn(−;A) se denomina n–ésimo grupo de homoloǵıa con coefi-
cientes en A.

D. Quillen observa que los grupos de homoloǵıa de una categoŕıa pequeña C con
coeficientes en un grupo abeliano A se pueden definir algebraicamente como la homoloǵıa
de un complejo de cadenas que se define en términos de cadenas de flechas componibles
de C [58, 59]. En el caso en que C es un espacio de Alexandroff T0 considerado como un
poset, la homoloǵıa de C definida por Quillen coincide con la P–homoloǵıa de C definida
en [20] y, en virtud del teorema de McCord (teorema 1.2.52), con la homoloǵıa singular
de C con coeficientes en A.

Para definir los grupos de homotoṕıa de una categoŕıa pequeña, antes debemos tener
en cuenta las siguientes consideraciones. Notemos que el objeto terminal ∗ en Set induce
un objeto terminal, que denotaremos también por ∗, en sSet. Este es, desde luego,
el funtor constante ∗ de ∆op en Set. Se sigue de la observación 1.1.3, que podemos
considerar la categoŕıa sSet∗ = ∗\Set como la versión punteada de la categoŕıa sSet.
Como N(∗) es el funtor constante ∗, el funtor N se extiende de manera natural a un
funtor N : Cat∗ → sSet∗ y permite extender el funtor B a un funtor B : Cat∗ → Top∗.
Expĺıcitamente, dada una categoŕıa pequeña C y un objeto C de C , el espacio topológico
punteado B(C , C) es el par (BC , C) donde C es considerado en este caso, como la 0–celda
correspondiente al 0–śımplex (no degenerado) C de N(C ).
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Definición 1.1.13 ([58]). Definimos el funtor π0 : Cat∗ → Set∗ como la composición

Cat∗
B−→ Top∗

π0−→ Set∗,

y, para n ∈ N, definimos el funtor πn : Cat∗ → Grp como la composición

Cat∗
B−→ Top∗

πn−→ Grp.

Para n ∈ N0, el funtor πn se denomina n–ésimo grupo de homotoṕıa, aunque es claro
que π0(C , C) es en general un conjunto punteado, y no un grupo, para C ∈ Cat y C ∈ C0.

Desde luego, el funtor π0 se puede considerar como es usual como un funtor de Cat∗
a Set de manera canónica, componiendo con el funtor olvido canónico de Set∗ a Set.

Como en el caso de los espacios topológicos punteados, si C es una categoŕıa pequeña
y C ∈ C0, el grupo π1(C , C) se llama grupo fundamental de C en C.

Los siguientes resultados proveen importantes herramientas para el estudio de los
grupos de homotoṕıa de categoŕıas pequeñas.

Teorema 1.1.14 (Teorema A, [58]). Sean C y D dos categoŕıas pequeñas y sea F : C → D
un funtor. Si B(D\F ) es contráctil para todo D ∈ Obj(D) entonces BF es equivalencia
homotópica.

Dualmente, si B(F/D) es contráctil para todo D ∈ Obj(D), entonces BF es equiva-
lencia homotópica.

Teorema 1.1.15 (Teorema B, [58]). Sean C y D dos categoŕıas pequeñas y sea F : C → D
un funtor.

Si B(u∗) : B(D′\F ) → B(D\F ) es equivalencia homotópica para todo u : D → D′

para cualesquiera D,D′ ∈ Obj(D), donde u∗ : D′\F → D\F es el funtor inducido por u,
entonces F induce una sucesión exacta larga

· · · → πn+1(D , D)→ πn(D\F, (C, IdD))
j∗−→ πn(C , C)

F∗−→ πn(D , D)→ · · ·

para cualquier D ∈ Obj(D) y cualquier C ∈ F−1(D), donde F∗ es el morfismo inducido
por F y j∗ es el morfismo inducido por la proyección canónica j : D\F → C .

Dualmente, si B(u∗) : B(F/D) → B(F/D′) es equivalencia homotópica para todo
u : D → D′ para cualesquiera D,D′ ∈ Obj(D), donde u∗ : F/D → F/D′ es el funtor
inducido por u, entonces F induce una sucesión exacta larga

· · · → πn+1(D , D)→ πn(F/D, (C, IdD))
k∗−→ πn(C , C)

F∗−→ πn(D , D)→ · · ·

para cualquier D ∈ Obj(D) y cualquier C ∈ F−1(D), donde F∗ es el morfismo inducido
por F y k∗ es el morfismo inducido por la proyección canónica k : F/D → C .

1.1.4 Fibraciones de Grothendieck

Sean E y B dos categoŕıas pequeñas y sea p : E → B un funtor. Para cada b ∈ B0, la
fibra Eb = p−1(b) es, en principio, un conjunto de objetos de E que se mapean sobre b
por p y un conjunto de flechas de E que se mapean en IdB por p. Es fácil ver que p−1(b)
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es una subcategoŕıa de E, posiblemente vaćıa, para cada b ∈ B0. Surge naturalmente
preguntarse bajo qué condiciones se puede extender la asignación b 7→ Eb a un funtor
(covariante o contravariante) de B en Cat, que permita recuperar al funtor original p.
Esto requiere, por ejemplo, que los morfismos en B induzcan funtores entre las fibras
correspondientes de alguna manera más o menos natural. Seŕıa también razonable requerir
condiciones adicionales, como ser, que las construcciones involucradas sean “universales”
o “funtoriales” en algún sentido.

La teoŕıa de fibraciones de Grothendieck da una posible respuesta a este problema. El
lector interesado puede encontrar el desarrollo de esta teoŕıa en [37, 36, 43].

No es nuestro objetivo presentar un desarrollo profundo del tema, para lo cual haŕıa
falta introducir conceptos y resultados de la teoŕıa de 2–categoŕıas. Dado que estos
resultados no son necesarios para el desarrollo del presente trabajo, nos limitaremos a
exponer brevemente algunas definiciones y resultados que, por su naturaleza combinatoria,
serán de utilidad en los caṕıtulos 4 y 5.

Definición 1.1.16. Sean E y B dos categoŕıas pequeñas y sea p : E → B un funtor.
Una flecha en f : e′ → e en E se dice cartesiana (respecto de p) si para cualquier flecha
g : e′′ → e en E y cualquier flecha h : p(e′′)→ p(e′) en B tales que p(g) = p(f)h existe una
única flecha h̃ : e′′ → e′ tal que fh̃ = g y p

(
h̃
)

= h.
En términos informales, f es cartesiana si cualquier flecha h que haga conmutativo el

diagrama que a continuación mostramos a la derecha se puede levantar de manera única
por p a una flecha h̃ que haga conmutativo el diagrama de la izquierda.

e′′

e′ e
f

gh̃ p

p(e′′)

p(e′) p(e)
p(f)

p(g)
h

De manera dual, una flecha f : e → e′ en E se dice cocartesiana u opcartesiana si es
cartesiana respecto de pop, esto es, si para cualquier flecha g : e → e′′ en E y cualquier
flecha h : p(e′)→ p(e′′) en B tales que p(g) = hp(f) existe una única flecha h̃ : e′ → e′′ tal
que h̃f = g y p

(
h̃
)

= h.

e′′

e e′
f

g h̃ p

p(e′′)

p(e) p(e′)
p(f)

p(g)
h

Definición 1.1.17. Sean E y B dos categoŕıas pequeñas y sea p : E → B un funtor.
Decimos que p es una fibración de Grothendieck si para todo e ∈ E, todo b ∈ B y toda
flecha f : b → p(e), existe e′ ∈ p−1(b) y una flecha cartesiana f̃ : e′ → e tal que p

(
f̃
)

= f .

La flecha f̃ se denomina levantado cartesiano de f a e.
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De manera dual, decimos que p es una opfibración de Grothendieck si pop es fibración
de Grothendieck. En otras palabras, p es opfibración de Grothendieck si para todo e ∈ E,
todo b ∈ B y toda flecha f : p(e)→ b, existe e′ ∈ p−1(b) y una flecha cocartesiana f̃ : e→ e′

tal que p
(
f̃
)

= f . La flecha f̃ se denomina levantado cocartesiano de f desde e.

Algunas propiedades importantes de las fibraciones de Grothendieck son las siguientes
[13]:

� La composición de fibraciones de Grothendieck es fibración de Grothendieck.

� Las fibraciones de Grothendieck son estables por pullbacks.

� Si B y F son categoŕıas pequeñas, la proyección canónica πB : B×F → B es fibración
de Grothendieck.

� Si p0 : E0 → B0 y p1 : E1 → B1 son fibraciones de Grothendieck, entonces el producto

p0 × p1 : E0 × E1 → B0 ×B1

es una fibración de Grothendieck.

� Si C es una categoŕıa pequeña y p : E → B es fibración de Grothendieck, entonces
pC : EC → BC es fibración de Grothendieck.

Definición 1.1.18. Sean E y B categoŕıas pequeñas y sea p : E → B un funtor. Un
clivaje (para p) es una función φ que a cada e ∈ E0 y a cada flecha f : b → p(e) en B le

asigna un levantado cartesiano φfe de f a e. El clivaje φ se denomina cerrado si respeta

identidades y composiciones, es decir, si φ
Idp(e)
e = Ide para todo e ∈ E y φfge = φfeφ

g
e′ para

todo e ∈ E0, toda flecha f : b′ → p(e) y toda flecha g : b′′ → b′ en B, donde e′ = s(φfe ).
Un opclivaje (para p) es una función φ que a cada e ∈ E0 y a cada flecha f : p(e)→ b

en B le asigna un levantado cocartesiano φfe de f desde e. El opclivaje φ se denomina

cerrado si respeta identidades y composiciones, es decir, si φ
Idp(e)
e = Ide para todo e ∈ E y

φgfe = φge′φ
f
e para todo e ∈ E0, toda flecha f : b→ b′ y toda flecha g : b′ → b′′ en B, donde

e′ = t(φfe ).

Observación 1.1.19. Por el axioma de elección, un funtor entre categoŕıas pequeñas es
fibración de Grothendieck si y sólo si admite un clivaje, y es opfibración de Grothendieck
si y sólo si admite un opclivaje.

Definición 1.1.20. Una fibración (resp. opfibración) de Grothendieck se denomina
escindida si admite un clivaje (resp. opclivaje) cerrado.

Aclaramos que el término fibración escindida puede encontrarse en la bibliograf́ıa con
un significado diferente pero muy relacionado con el que damos aqúı. Una fibración clivada
se define como un par (p, φ) donde p es una fibración de Grothendieck y φ es un clivaje para
p. En este contexto, se suele denominar fibración escindida a una fibración clivada (p, φ)
en que φ es un clivaje cerrado. Desde luego, si (p, φ) es una fibración (clivada) escindida,
entonces la fibración p es escindida según la definición adoptada en este trabajo.
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Se observa en [37] que el conjunto de clivajes de un morfismo de grupos ϕ : G → H
(considerado como un funtor entre categoŕıas con un único objeto) está en correspondencia
biuńıvoca con el conjunto de secciones de ϕ en Set, y que un clivaje es cerrado si y sólo si
la sección de ϕ correspondiente resulta un morfismo de grupos (es decir, si es una sección
de ϕ en Grp). Se sigue, por un lado, que todo epimorfismo de grupos es una fibración de
Grothendieck, y por otro, que existen fibraciones de Grothendieck que no son escindidas.

Ejemplo 1.1.21 ([69]). Consideremos a los grupos Z y a Z/2Z = {[0], [1]} como categoŕıas
con un único objeto. Consideremos además el cociente canónico p : Z → Z/2Z como un
funtor.

Supongamos que φ es un clivaje cerrado para p. Sea k = φ
[1]
∗ . Es claro que k es un

entero impar. Ahora bien,

0 = Id∗ = φId∗
∗ = φ

[0]
∗ = φ

[1]+[1]
∗ = φ

[1]
∗ + φ

[1]
∗ = 2k 6= 0.

Este absurdo muestra que p no admite clivajes cerrados.

Definición 1.1.22 ([37]). Sea B una categoŕıa pequeña y sea F : B → Cat un funtor
(covariante). La construcción de Grothendieck de (o sobre) F es la categoŕıa

∫
F junto

con el funtor πB :
∫
F → B definidos a continuación.

La categoŕıa
∫
F tiene por objetos a los pares (b, x) tales que b ∈ B0 y x ∈ F (b)0. Las

flechas en
∫
F de (b, x) a (b′, x′) son los pares (f, g) donde f : b→ b′ es una flecha en B y

g : F (f)(x)→ x′ es una flecha en F (b′). La composición en
∫
F está definida por

(f ′, g′)(f, g) = (f ′f, g′F (f ′)(g))

para flechas (f, g) : (b, x)→ (b′, x′) y (f ′, g′) : (b′, x′)→ (b′′, x′′) en
∫
F .

El funtor πB :
∫
F → B es la proyección canónica a B, es decir, πB(b, x) = b para todo

objeto (b, x) de
∫
F y πB(f, g) = f para toda flecha (f, g) de

∫
F .

Definición 1.1.23. Sea B una categoŕıa pequeña y sea F : B → Cat un funtor contra-
variante. La construcción de Grothendieck de (o sobre) F es la categoŕıa

∫
F junto con el

funtor πB :
∫
F → B definidos a continuación.

Como en el caso covariante, la categoŕıa
∫
F tiene por objetos a los pares (b, x) tales

que b ∈ B0 y x ∈ F (b)0. Las flechas en
∫
F de (b, x) a (b′, x′) son, en este caso, los pares

(f, g) donde f : b → b′ es una flecha en B y g : x → F (f)(x′) es una flecha en F (b). La
composición en

∫
F está definida por

(f ′, g′)(f, g) = (f ′f, F (f)(g′)g)

para flechas (f, g) : (b, x)→ (b′, x′) y (f ′, g′) : (b′, x′)→ (b′′, x′′) en
∫
F .

El funtor πB :
∫
F → B es nuevamente la proyección canónica a B.

Observación 1.1.24. La construcción de Grothendieck sobre un funtor contravariante de
B a Cat se proyecta (de manera covariante) sobre B, mientras que la construcción de
Grothendieck sobre un funtor covariante de Bop a Cat se proyecta (de manera también
covariante) sobre Bop. Esto muestra que las dos construcciones de Grothendieck que
acabamos de definir son esencialmente distintas y no pueden interpretarse una en términos
de la otra identificando funtores contravariantes de B en Cat con funtores covariantes de
Bop en Cat.
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Uno de los resultados principales de la teoŕıa de fibraciones de Grothendieck se enuncia
en términos de pseudofuntores y 2–categoŕıas. Establece que, para toda categoŕıa pequeña
B, la construcción de Grothendieck define una equivalencia de 2–categoŕıas entre la 2–
categoŕıa de pseudofuntores contravariantes de B en Cat y la 2–categoŕıa de fibraciones
de Grothendieck sobre B (Ver [13, Teorema 8.3.1] y [43, 1.3.6 de sección B1.3]).

En la sección VI.9 de [37] se observa que la construcción de Grothendieck se restringe
a una equivalencia de categoŕıas entre la categoŕıa CatB

op
de funtores contravariantes

de B en Cat y transformaciones naturales y la categoŕıa de fibraciones de Grothendieck
(clivadas) escindidas y morfismos clivados. En particular, la construcción de Grothendieck
para funtores contravariantes induce una biyección canónica entre (clases de isomorfismos
de) funtores contravariantes de C en Cat y (clases de isomorfismo de) fibraciones de
Grothendieck escindidas sobre C.

A continuación damos algunos detalles de las construcciones involucradas en las equi-
valencias anteriormente mencionadas.

Proposición 1.1.25. Sea B una categoŕıa pequeña y sea F : B → Cat un funtor contra-
variante. Entonces πB :

∫
F → B es una fibración de Grothendieck escindida.

Demostración. Observemos primero que si (b, x) es un objeto de
∫
F y f : b′ → b es una

flecha en B, la flecha
(f, IdF (f)(x)) : (b′, F (f)(x))→ (b, x)

es un levantado de f a (b, x).
Ahora bien, si (b0, x0) es un objeto de

∫
F , (g, ϕ) : (b0, x0) → (b, x) es una flecha en∫

F y h : b0 → b′ es una flecha en B tal que g = fh, entonces

(f, IdF (f)(x))(h, ϕ) = (fh, F (h)(IdF (f)(x))ϕ) = (g, ϕ).

Más aún, si (h′, ϕ′) es una flecha en
∫
F de (b0, x0) a (b′, F (f)(x)) tal que πB(h′, ϕ′) = h

y (f, IdF (f)(x))(h
′, ϕ′) = (g, ϕ), se sigue que h′ = h y que

(g, ϕ) = (f, IdF (f)(x))(h
′, ϕ′) = (fh, F (h)(IdF (f)(x))ϕ

′) = (g, ϕ′)

de donde es claro que ϕ = ϕ′. Aśı, (h, ϕ) es la única flecha de (b0, x0) a (b′, F (f)(x)) que
hace conmutar el diagrama de la izquierda

(b0, x0)

(b′, F (f)(x)) (b, x)
(f, IdF (f)(x))

(g, ϕ)
(h, ϕ)

πB

b0

b′ b
f

gh

Por lo tanto, (f, IdF (f)(x)) es un levantado cartesiano de f a (b, x). Es fácil ver que la
función φ que a cada objeto (b, x) de

∫
F y a cada flecha f : b′ → b le asigna el levantado

cartesiano (f, IdF (f)(x)) es un clivaje cerrado para πB.

Mostraremos ahora como construir, a partir de una fibración de Grothendieck escindida
p : E → B, un funtor contravariante de B en Cat cuya construcción de Grothendieck es
isomorfa a p.
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Teorema 1.1.26. Sean E y B categoŕıas pequeñas y sea p : E → B una fibración de
Grothendieck escindida. Entonces existe un funtor contravariante Fp : B → Cat tal que

la proyección canónica π
Fp
B :

∫
Fp → B es un objeto sobre B isomorfo a p.

Demostración. Como hemos mencionado al principio de esta subsección, para cada objeto
b de B tenemos una subcategoŕıa p−1(b) de E cuyos objetos son los objetos de E que se
mapean sobre b por p y cuyas flechas son las flechas de E que se mapean sobre Idb por p.

Sea φ un clivaje cerrado para p. Veamos como construir, para cualquier flecha φ : b′ → b
en B, un funtor f∗ : p−1(b)→ p−1(b′).

Sea f : b′ → b una flecha en B. Para todo e ∈ p−1(b), se tiene que f : b′ → p(e) y por

lo tanto existe un levantado cartesiano φfe : e′ → e de f a e. Definimos entonces la función
f∗ : p−1(b)0 → p−1(b′)0 por f∗(e) = s(φfe ) para todo e ∈ p−1(b)0.

Necesitamos ahora definir f∗(α) para toda flecha α en p−1(b). Sea entonces α : e0 → e1

una flecha en p−1(b). Dado que φfe1 es cartesiana, se sigue que existe una única flecha

α̃ : s(φfe0)→ s(φfe1) tal que φfe1α̃ = αφfe0 y p
(
α̃
)

= Idb′ . Podemos entonces definir f∗(α) =
α̃. Es fácil verificar que f∗ es un funtor.

Definimos la asignación Fp : B → Cat por Fp(b) = p−1(b) para todo b ∈ B0 y por
Fp(f) = f∗ para toda f ∈ B1. Es fácil también verificar que Fp es un funtor contravariante.

Ahora bien, existe un funtor canónico γ :
∫
Fp → E definido por γ(b, e) = e para todo

(b, e) ∈
∫
Fp y por γ(f, g) = φfe′g para toda flecha (f, g) : (b, e) → (b′, e′) en

∫
Fp. Por

otro lado, existe un funtor δ : E →
∫
Fp definido por δ(e) = (p(e), e) para todo e ∈ E0 y

por δ(f) = (p(f), f̃) para toda flecha f : e → e′ en E, donde f̃ es la única flecha de e a

s(φ
p(f)
e′ ) tal que φ

p(f)
e′ f̃ = f y p(f̃) = Idp(e). No es dif́ıcil ver que γ y δ son isomorfismos

mutuamente inversos sobre B entre π
Fp
B y p. Aśı, π

Fp
B y p son objetos isomorfos sobre

B.

Resultados análogos a los aqúı expuestos valen para funtores covariantes y opfibraciones
de Grothendieck, utilizando desde luego, la construcción de Grothendieck para funtores
covariantes correspondiente.

En el caṕıtulo 4 daremos una definición de una construcción análoga que hemos
denominado construcción de Grothendieck topológica que será de suma importancia en
los caṕıtulos 4 y 5.

1.1.5 Propiedades de levantamiento

Las propiedades de levantamiento ocupan un importante rol en la teoŕıa de categoŕıas
de modelos desarrollada por D. Quillen [60], permitiendo el desarrollo de una “teoŕıa de
homotoṕıa abstracta” en el contexto de la teoŕıa de categoŕıas.

Si bien las propiedades de levantamiento no resultan esenciales para este trabajo,
haremos un breve desarrollo de algunos resultados que resultará conveniente tener a mano
a la hora de desarrollar las nociones de levantamiento y extensión de homotoṕıas.

Los resultados de esta subsección se demuestran mediante argumentos estándar. El
lector interesado puede profundizar el desarrollo aqúı expuesto aśı como su relación con el
estudio de teoŕıa de homotoṕıa abstracta en [41].
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Definición 1.1.27. Sea C una categoŕıa y sean i : A→ B y p : X → Y dos morfismos en
C . Decimos que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p y que p
tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i si para cualesquiera morfismos
f : A→ X y g : B → Y tales que pf = gi existe un morfismo h : B → X, llamado levantado
de g por p (a partir de f a través de i), tal que hi = f y ph = g.

Esta situación puede ser representada en términos de diagramas conmutativos. En
efecto, i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, si cualquier
diagrama conmutativo

B

A

Y

X

i

f

p

g

se puede completar, mediante un morfismo h : B → X, a un diagrama conmutativo

B

A

Y

X

i

f

p

g

h

Ejemplo 1.1.28. Si p : E → B es un isomorfismo en una categoŕıa C , entonces para
cualquier flecha i : A → X en C y cualquier par de flechas f : A → E y g : X → B en
C tales que pf = gi, tenemos que pp−1g = g y p−1gi = p−1pf = f . Luego, p−1g es un
levantado de g por p a partir de f .

B

A

Y

X

i

f

p

g

p−1g

Aśı, todo isomorfismo en C tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de
cualquier flecha.

De manera similar, todo isomorfismo en C tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de cualquier flecha.

Observación 1.1.29. Es fácil ver que si una flecha p : E → B en una categoŕıa C tiene
la propiedad de levantamiento a derecha (o equivalentemente, a izquierda) respecto de śı
misma, entonces es un isomorfismo. En efecto, dado que pIdE = p = IdBp, si p tuviera la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de śı misma, entonces existiŕıa h : B → E
tal que ph = IdB y hp = IdE .
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Ejemplo 1.1.30. Sea C una categoŕıa con objeto terminal ∗, sea E un objeto de C y
sea p : E → ∗ la única flecha posible. Entonces p tiene la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de las secciones.

En efecto, si i : A→ X es una sección y r : X → A es tal que ri = IdA, entonces para
cualquier flecha f : A → E se tiene que fri = f y por lo tanto fr es un levantado de la
única flecha X → ∗ por p desde f .

De manera dual, si C tiene objeto inicial ∅ y X es un objeto de C , entonces la
única flecha de ∅ a X tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de las
retracciones.

Proposición 1.1.31. Sea C una categoŕıa, sea p : E → B una flecha y sean i : X → Y y
j : Y → Z flechas en C que tienen la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de
p. Entonces ji tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p.

Demostración. Sean f : X → E y g : Z → B flechas en C tales que pf = gji. Dado que i
tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, existe una flecha h : Y → E
tal que hi = f y ph = gj. Por otro lado, como j tiene la propiedad de levantamiento
a izquierda respecto de p, existe una flecha k : Z → E tal que kj = h y pk = g. Dado
que kji = hi = f , se sigue que k es el levantado de g por p desde f . Luego, ji tiene la
propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p.

Dualmente, se demuestra la siguiente proposición.

Proposición 1.1.32. Sea C una categoŕıa, sea i : A→ X una flecha y sean p : X → Y y
q : Y → Z flechas en C que tienen la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i.
Entonces qp tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i.

Proposición 1.1.33. Sea C una categoŕıa, sea i : A→ X una flecha en C y sea {pj : Ej →
Bj}j∈J una colección, indexada por un conjunto J , de flechas en C que tienen la propiedad
de levantamiento a derecha respecto de i. El producto

∏
j∈J

pj, si existe, tiene la propiedad

de levantamiento a derecha respecto de i.

Demostración. Supongamos que el producto∏
j∈J

pj :
∏
j∈J

Ej →
∏
j∈J

Bj

existe. Para cada j ∈ J denotamos por πEj y por πBj a las proyecciones canónicas de∏
j∈J

Ej en Ej y de
∏
j∈J

Bj en Bj , respectivamente. Entonces pjπEj = πBj
∏
j∈J

pj para todo

j ∈ J .

Sean ahora f : A →
∏
j∈J

Ej y g : X →
∏
j∈J

Bj flechas en C tales que

(∏
j∈J

pj

)
f = gi.

Entonces, pjπEjf = πBjgi para todo j ∈ J y por lo tanto, para cada j ∈ J existe
hj : X → Ej tal que pjhj = πBjg y hji = πEjf . Sea h : X →

∏
j∈J

Ej la flecha inducida por

la colección de flechas {hj}j∈J .
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Tenemos, por un lado, que

πBj

∏
j∈J

pj

h = pjπEjh = pjhj = πBjg

para todo j ∈ J de donde se sigue que

(∏
j∈J

pj

)
h = g.

Por otro lado, tenemos que

πEjhi = hji = πEjf

para todo j ∈ J de donde se sigue que hi = f . Aśı, h es el levantado de g por
∏
j∈J

pj a

partir de f .

Tenemos además el siguiente resultado, dual de 1.1.33.

Proposición 1.1.34. Sea C una categoŕıa, sea p : E → B una flecha en C y sea {ij : Aj →
Xj}j∈J una colección, indexada por un conjunto J , de flechas en C que tienen la propiedad
de levantamiento a izquierda respecto de p. El coproducto

∐
j∈J

ij, si existe, tiene la propie-

dad de levantamiento a izquierda respecto de p.

Como probamos a continuación, la propiedad de levantamiento a izquierda es preser-
vada por retracciones y pushouts, mientras que la propiedad de levantamiento a derecha
es preservada por retracciones y pullbacks.

Proposición 1.1.35. Sea C una categoŕıa, sean i : A→ B y p : X → Y morfismos en C
y sea i′ : A′ → B′ un retracto de i. Si i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda
respecto de p, entonces i′ también la tiene. Equivalentemente, si p tiene la propiedad
de levantamiento a derecha respecto de i entonces tiene la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de i′.

Demostración. Sean f : A′ → X y g : B′ → Y flechas en C tales que pf = gi′. Dado
que i′ es retracto de i, existen morfismos (s, s′) : i′ → i y (r, r′) : i → i′ en la categoŕıa de
flechas de C tales que (r, r′)(s, s′) = Idi′ . En particular, i′r = r′i. Tenemos entonces que
pfr = gr′i y dado que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, se
sigue que existe un morfismo h̃ : B → X en C tal que h̃i = fr y ph̃ = gr′. Sea h = h̃s′.
Entonces hi′ = h̃s′i′ = h̃is = frs = f y ph = ph̃s′ = gr′s′ = g. El resultado se sigue.

Dualmente se demuestra la siguiente proposición.

Proposición 1.1.36. Sea C una categoŕıa, sean i : A→ B y p : X → Y morfismos en C
y sea p′ : X ′ → Y ′ un retracto de p. Si p tiene la propiedad de levantamiento a derecha
respecto de i, entonces p′ también la tiene. Equivalentemente, si i tiene la propiedad de
levantamiento a izquierda respecto de p entonces tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de p′.
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Proposición 1.1.37. Sea C una categoŕıa, sean i : A → B, p : X → Y y β : Y ′ → Y
morfismos en C y sea p′ : X ′ → Y ′ un pullback de p a lo largo de β. Si p tiene la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de i, entonces p′ también la tiene.

Demostración. Sean f : A → X ′ y g : B → Y ′ morfismos en C tales que p′f = gi. Sea
α : X ′ → X el pullback de β a lo largo de p tal que pα = βp′. Tenemos entonces que
βgi = βp′f = pαf , y puesto que p tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de i, entonces existe h̃ : B → X tal que h̃i = αf y ph̃ = βg. Existe entonces un único
h : B → X ′ tal que αh = h̃ y p′h = g.

B

A

Y ′

X ′

Y

X

pulli

f

g

α

β

p′ p

B

Y ′

X ′

Y

X

pull

h̃

g

h
α

β

p′ p

Para ver que p′ tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i, falta probar
que hi = f . Ahora bien, αhi = h̃i = αf y p′hi = gi = p′f . Por propiedad universal del
pullback, hi = f . Se sigue que p′ tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de i.

Se tiene asimismo el resultado dual siguiente.

Proposición 1.1.38. Sea C una categoŕıa, sean i : A → B, p : X → Y y α : A → A′

morfismos en C y sea i′ : A′ → B′ el pushout de i a lo largo de α. Si i tiene la propiedad
de levantamiento a izquierda respecto de p, entonces i′ también la tiene.

1.2 Espacios Topológicos Finitos

En esta sección expondremos la teoŕıa básica de espacios topológicos finitos, es decir, de
espacios topológicos con una cantidad finita de elementos.

El desarrollo de la teoŕıa de espacios topológicos finitos fue iniciado por Pavel Alexan-
droff en [3] al establecer una correspondencia biuńıvoca entre los conjuntos preordenados
y los espacios topológicos que hoy llevan su nombre, la cual se restringe a una correspon-
dencia biuńıvoca entre los conjuntos preordenados finitos y los espacios topológicos finitos.
Este desarrollo fue posteriormente enriquecido por los aportes de Robert Stong [68], quien
estudió tipos de homotoṕıa de espacios topológicos finitos mediante herramientas com-
binatorias, y Michael McCord [51], quien utilizó complejos simpliciales y poliedros para
estudiar invariantes homotópicos débiles de espacios topológicos finitos.

Hasta principios de la década del 2000, la teoŕıa de espacios topológicos finitos continuó
lentamente su desarrollo en trabajos como [77, 56, 39, 38]. En el año 2003, los resultados
más importantes de esta teoŕıa conocidos hasta el momento fueron recopilados por J. P.

22



1.2 Espacios Topológicos Finitos

May en [49], trabajo que inspiró a otros investigadores y alumnos a continuar con el estudio
y el posterior desarrollo de la misma.

Los principales avances en el estudio de los espacios topológicos finitos surgidos a
continuación del trabajo de May pueden encontrarse en [7, 9, 8, 61, 5, 10, 53, 18, 6, 29,
50, 20, 72]. Las referencias principales para esta sección son [5] y [50].

1.2.1 Espacios de Alexandroff y conjuntos preordenados

Comenzamos esta sección recordando la definición de espacio de Alexandroff y mostrando,
a continuación, una conocida equivalencia entre espacios de Alexandroff y conjuntos pre-
ordenados que utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un espacio (topológico)
de Alexandroff o A–espacio si la intersección arbitraria de abiertos de X es un conjunto
abierto.

Ejemplo 1.2.2. Todo espacio topológico finito es de Alexandroff.

En un espacio de Alexandroff tiene sentido la noción de abierto minimal.

Definición 1.2.3. Sea X un espacio de Alexandroff. Para todo x ∈ X, definimos el
abierto minimal de x en X como la intersección de todos los abiertos de X que contienen
a x. Este conjunto, que es claramente abierto, será denotado por UXx , o simplemente por
Ux si el espacio X está sobreentendido.

Definimos la base minimal de X como el conjunto

B = {Ux : x ∈ X}.

Es fácil ver que B es una base para la topoloǵıa de X y que cualquier otra base para X
contiene a B, de donde es claro que B es base minimal en el sentido de la inclusión.

Observación 1.2.4. Sea X un espacio de Alexandroff y sea Y un espacio topológico cual-
quiera. Si (x, y) ∈ X × Y y U es un entorno abierto de (x, y), entonces Ux × {y} ⊆ U .

Observación 1.2.5. Si X es un espacio de Alexandroff, es evidente que Ux es compacto
para todo x ∈ X. De la proposición 1.1.4 se sigue que los espacios de Alexandroff son
exponenciables.

Existe una correspondencia biuńıvoca entre espacios topológicos de Alexandroff y
conjuntos preordenados dada por las siguientes construcciones, mutuamente inversas.

Definición 1.2.6. Sea (X, τ) un espacio de Alexandroff. Definimos en X la relación ≤τ
por

x ≤τ y ⇔ Ux ⊆ Uy

para x, y ∈ X.

Es claro que ≤τ es reflexiva y transitiva. Aśı, (X,≤τ ) es un conjunto preordenado.

Además, no es dif́ıcil ver que ≤τ es antisimétrica si y sólo si X es un espacio T0, en
cuyo caso, se sigue que (X,≤τ ) es un conjunto parcialmente ordenado, o poset.
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Definición 1.2.7. Sea (X,≤) un conjunto preordenado. Decimos que un subconjunto S
de X es una sección inicial (resp. final) de X si para cualquier x ∈ S y cualquier y ≤ x
(resp. y ≥ x), se cumple que y ∈ S.

Definimos el conjunto

τ≤ = {S ⊆ X : S es sección inicial de X}.

No es dif́ıcil ver que el conjunto τ≤ es una topoloǵıa en X. Dado que la intersección
arbitraria de secciones iniciales es una sección inicial, se sigue que el espacio (X, τ≤) es un
espacio topológico de Alexandroff. Más aún, es fácil ver que (X, τ≤) es T0 si y sólo si ≤
es un orden parcial.

Las construcciones que acabamos de definir son mutuamente inversas, esto es, para
todo espacio topológico de Alexandroff (X,T ), se tiene que

T = τ≤T

y para todo conjunto preordenado (X,�) se tiene que

�=≤τ� .

Estas establecen, para cada conjunto X, una correspondencia biuńıvoca entre topoloǵıas
de Alexandroff en X y preórdenes en X, que se restringe a su vez a una correspondencia
biuńıvoca entre topoloǵıas de Alexandroff T0 en X y órdenes parciales en X.

Por otro lado, es también fácil ver que las funciones continuas entre espacios de
Alexandroff son precisamente los morfismos de preórdenes entre los conjuntos preorde-
nados correspondientes. Aśı, la categoŕıa ATop que es la subcategoŕıa plena de Top
cuyos objetos son los espacios de Alexandroff es isomorfa a la categoŕıa Ord de conjuntos
preordenados y morfismos de preórdenes, que a su vez puede ser considerada una subca-
tegoŕıa plena de Cat. Del mismo modo, la categoŕıa ATop0, que es la subcategoŕıa plena
de Top cuyos objetos son los espacios de Alexandroff T0 es isomorfa a la categoŕıa Pos
de conjuntos parcialmente ordenados y morfismos de órdenes.

Aśı, a lo largo de este trabajo, identificaremos a las categoŕıas ATop y Ord y las
consideraremos subcategoŕıas plenas de Top y de Cat sin volver a mencionarlo expĺı-
citamente. De manera similar, identificaremos a las categoŕıas ATop0 y Pos y las
consideraremos como subcategoŕıas plenas de las anteriores.

Observación 1.2.8. El espacio de Sierpinksi es el espacio {0, 1} cuyo único abierto no trivial
es el conjunto {0}. El poset asociado a este espacio es el ordinal S = [1] = {0, 1} con el
orden usual. En adelante, por lo tanto, el espacio de Sierpinski será denotado por S.

Notemos que, bajo la identificación antedicha, los subconjuntos abiertos de un espacio
de Alexandroff corresponden a las secciones iniciales del mismo, mientras que los subcon-
juntos cerrados corresponden a las secciones finales.

Cuando no haya lugar a confusión, el orden en un espacio de Alexandroff será denotado
simplemente por ≤. Como es usual, notaremos por ≥ al orden opuesto a ≤, y por < y >
a los órdenes parciales estrictos asociados a ≤ y a ≥, respectivamente.
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Definición 1.2.9. Sea (X, τ) un espacio de Alexandroff. Definimos el espacio Xop,
denominado espacio opuesto de X como el espacio (de Alexandroff) sobre el conjunto
X que tiene por abiertos a los cerrados de (X, τ).

Equivalentemente, si denotamos por ≤ el orden en X y por ≥ al orden inverso a este,
el espacio Xop es el espacio de Alexandroff asociado a ≥.

Observemos que si f : X → Y es una función continua entre espacios de Alexandroff,
o equivalentemente, un morfismo de órdenes, entonces puede ser considerada como un
morfismo de órdenes, y por lo tanto como una función continua,

fop : Xop → Y op.

Es claro que (IdX)op = IdXop para todo espacio de Alexandroff X y que (gf)op = gopfop

para funciones continuas f : X → Y y g : Y → Z entre espacios de Alexandroff X, Y y
Z. Aśı, podemos considerar a −op como un endofuntor de la categoŕıa de espacios de
Alexandroff que se restringe a un endofuntor de la categoŕıa de espacios de Alexandroff
T0.

Definición 1.2.10. Sea X un espacio de Alexandroff y sea x ∈ X. Definimos

� FXx = {y ∈ X : y ≥ x}, o equivalentemente, FXx = {x} = UX
op

x .

� CXx = UXx ∪ FXx .

� ÛXx = UXx − {x}.

� F̂Xx = FXx − {x}.

� ĈXx = CXx − {x}.

Cuando no haya riesgo de confusión, notaremos FXx , CXx , ÛXx , F̂Xx y ĈXx respectivamente
por Fx, Cx, Ûx, F̂x y Ĉx.

Conviene tener presente que si X es un poset y x ∈ X, entonces los elementos menores
o iguales a x corresponden a objetos sobre x, de modo que la categoŕıa X/x es precisamente
Ux. Del mismo modo, los elementos mayores o iguales a x corresponden a objetos bajo x
y por lo tanto x\X es la categoŕıa Fx.

Notación. Sea X un poset.

� Denotaremos por mnl(X) al conjunto de elementos minimales de X.

� Denotaremos por mxl(X) al conjunto de elementos maximales de X.

� Si el conjunto X tiene mı́nimo, este será denotado por min(X).

� Si el conjunto X tiene máximo, este será denotado por max(X).
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1.2.2 Algunas construcciones asociadas a espacios finitos

Las siguientes dos construcciones fueron definidas en [51] y son de especial interés en el
estudio de espacios topológicos finitos.

Definición 1.2.11. Sea X un espacio topológico. El cono no Hausdorff de X es el espacio
CX sobre el conjunto X t {+} cuyos abiertos son los abiertos de X y el propio X t {+}.

No es dif́ıcil ver que el espacio CX es contráctil para todo espacio topológico X.

Definición 1.2.12. Sea X un espacio topológico. La suspensión no Hausdorff de X es
el espacio SX sobre el conjunto X t {+,−} cuyos abiertos son los abiertos de X y los
conjuntos X ∪ {+}, X ∪ {−} y el propio X t {+,−}.

McCord muestra en [51] que, para todo espacio topológico X, el espacio SX es débil-
mente equivalente al espacio ΣX, la suspensión clásica de X. En particular, el espacio
SnS0 es débilmente equivalente a ΣnS0 ∼= Sn para todo n ∈ N.

La siguiente definición de [9] puede interpretarse como un análogo discreto del cilindro
mapeante para funciones continuas entre espacios topológicos finitos T0 (ver también [5]).

Definición 1.2.13. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 y sea f : X → Y una
función continua. El cilindro mapeante no Hausdorff de f es el espacio B(f) cuyo conjunto
subyacente es X t Y y cuya topoloǵıa es la inducida por el siguiente orden en B(f):

z ≤ z′ en B(f) si y sólo si


z ≤ z′ en X si z, z′ ∈ X,

f(z) ≤ z′ en Y si z ∈ X y z′ ∈ Y , o

z ≤ z′ en Y si z, z′ ∈ Y .

Las inclusiones canónicas de X e Y en B(f) serán denotadas por jX y jY , respectivamente.

En particular, el cono no Hausdorff de un espacio topológico finito T0 conicide con el
cilindro mapeante no Hausdorff de la única función de dicho espacio al singleton.

En el art́ıculo [29], se define el coĺımite homotópico no Hausdorff de posets finitos como
la construcción de Grothendieck sobre un diagrama de posets finitos indexado por un poset
finito. Es claro que esta definición se puede extender a conjuntos preordenados, o espacios
de Alexandroff.

Definición 1.2.14. Sea B un espacio de Alexandroff y sea F : B → Ord un funtor. Sea
ι : Ord → Cat el funtor inclusión. Se define el coĺımite homotópico no Hausdorff de F
como la construcción de Grothendieck sobre el funtor ιF .

Expĺıcitamente, el coĺımite homotópico no Hausdorff de un diagrama F : B → Ord es
el conjunto preordenado

Obj

(∫
ιF

)
= {(b, x) : b ∈ B y x ∈ F (b)} =

⋃
b∈B
{b} × F (b)

con el preorden ≤ definido por

(b, x) ≤ (b′, x′)⇔ b ≤ b′ y F (b ≤ b′)(x) ≤ x′
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para (b, x), (b′, x′) ∈ Obj(
∫
ιF ).

Se observa además en [29] que si un diagrama D de posets finitos está indexado por
el espacio de Sierpinski (es decir, D es un funtor de S en FinTop0), entonces el coĺımite
homotópico no Hausdorff de D no es otra cosa que el cilindro mapeante no Hausdorff de
la función D(0 ≤ 1). Se sigue, en particular, que el cono no Hausdorff de un espacio finito
T0 X es el coĺımite homotópico no Hausdorff del diagrama

X → ∗.

No es dif́ıcil ver que la suspensión no Hausdorff de un espacio de Alexandroff X se puede
asimismo modelar como el coĺımite homotópico no Hausdorff del diagrama

∗ ← X → ∗.

1.2.3 Conexión y arcoconexión de A–espacios

Lema 1.2.15. Sea X un espacio topológico de Alexandroff y sean x, y ∈ X tales que
x ≤ y. Entonces existe un camino en {x, y} de x a y.

Demostración. No es dif́ıcil ver que la función η(x ≤ y) : I → X definida por

η(x ≤ y)(t) =

{
x si t < 1,

y si t = 1,

resulta continua y es, por lo tanto, un camino en {x, y} de x a y.

Dado que el camino definido en la prueba anterior es, de alguna manera, una elección
canónica para los caminos en X de x a y, adoptaremos la siguiente definición.

Definición 1.2.16. Sea X un espacio de Alexandroff y sean x, y ∈ B tales que x ≤ y.
Definimos el camino η(x ≤ y) : I → B por

η(x ≤ y)(t) =

{
x si t < 1,

y si t = 1.

Definimos, por otro lado, el camino η(y ≥ x) : I → B por

η(y ≥ x)(t) =

{
y si t = 0,

x si t > 0.

Aśı, el camino η(y ≥ x) es el camino inverso de η(x ≤ y).

Se deduce fácilmente del lema anterior, que si X es un espacio de Alexandroff, entonces
Ux es arcoconexo para todo x ∈ X. Se sigue que los espacios de Alexandroff son localmente
conexos y localmente arcoconexos. Veremos más adelante que los espacios de Alexandroff
son localmente contráctiles.

Siguiendo la terminoloǵıa clásica, diremos que dos objetos x e y de una categoŕıa
pequeña C están conectados (por caminos) si existen una colección finita de objetos {xi}ni=0
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de C tales que x0 = x y xn = y, y una colección finita de flechas {fi}n−1
i=0 de C tales que

fi : xi → xi+1 o fi : xi+1 → xi para todo i = 0, . . . , n − 1. La categoŕıa C se denomina
conexa si para cualesquiera x, y ∈ Obj(C ), x e y están conectados.

La relación “estar conectados por caminos” es una relación de equivalencia en Obj(C )
cuyas clases de equivalencia se denominan componentes conexas. Haciendo abuso de
lenguaje, diremos que una subcategoŕıa plena D de C es una componente conexa de
C si Obj(D) lo es. Es sabido que toda categoŕıa pequeña es isomorfa al coproducto de
sus componentes conexas [45, Ejercicio 7 de Sección IV.2].

No es dif́ıcil ver entonces que un conjunto preordenado X es conexo como categoŕıa si
y sólo si para cualquier par de objetos x e y en X, existe una colección finita {xi}ni=0 de
puntos de X tal que x = x0, y = xn y xi es comparable con xi+1 para todo i = 0, . . . , n−1.
Esta es, de hecho, una de las la definiciones usuales de conexión de conjuntos preordenados.
Aśı, un espacio de Alexandroff es conexo como categoŕıa si y sólo si lo es como conjunto
preordenado.

Proposición 1.2.17. Sea X un espacio topológico de Alexandroff. Son equivalentes:

(1) X es arcoconexo.

(2) X es conexo.

(3) X es un conjunto preordenado conexo.

(4) X es una categoŕıa conexa.

Demostración. Es claro que (1) implica (2). Por otro lado, (3) implica (1) en virtud del
lema anterior y, como hemos observado, es trivialmente equivalente a (4).

Falta ver que (2) implica (3). Supongamos entonces que X es conexo y tomemos x ∈ X.
Queremos probar que para todo y ∈ X, existe una colección finita {xi}ni=0 de elementos
de X tal que x = x0, y = xn y xi es comparable con xi+1 para todo i = 0, . . . , n− 1. Sea
entonces A el conjunto de los puntos y de X para los cuales existe una tal colección. Es
fácil ver que A es sección inicial y sección final, de donde obtenemos que A es abierto y
cerrado en X. Dado que x ∈ A y X es conexo, se concluye que A = X y el resultado se
sigue.

Corolario 1.2.18. Sea X un espacio de Alexandroff y sean x, y ∈ X. Si existe un camino
en X de x a y, entonces existen elementos x0, x1, . . . , xn en X tales que

x = x0 ≤ x1 ≥ x2 ≤ · · · ≤ xn = y.

1.2.4 Espacios de funciones entre espacios topológicos finitos

Si X e Y son espacios topológicos finitos, el espacio Y X también lo es. El siguiente teorema
nos dará una descripción expĺıcita del preorden en Y X .

Proposición 1.2.19. Sean X e Y espacios topológicos finitos y sean f, g ∈ Y X . Entonces
f ≤ g si y sólo si f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X. En otras palabras, el preorden
correspondiente al espacio topológico Y X no es otro que el preorden puntual.
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Demostración. Supongamos que f ≤ g y sea x ∈ X. Dado que g(x) ∈ Ug(x), tenemos

entonces que W ({x}, Ug(x)) es un entorno abierto de g en Y X . Se sigue que f ∈ Ug ⊆
W ({x}, Ug(x)) y por lo tanto, que f(x) ≤ g(x).

Supongamos ahora que f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X. Para todo K ⊆ X compacto
y todo U ⊆ Y abierto tales que g ∈ W (K,U), tenemos que f(x) ≤ g(x) ∈ U para todo
x ∈ K, de donde es claro que f ∈ W (K,U). Aśı, f pertenece a todo abierto de subbase
que contenga a g. No es dif́ıcil concluir que f ∈ Ug y por lo tanto, que f ≤ g.

Observemos que si X es un espacio topológico finito entonces satisface trivialmente
las condiciones de la proposición 1.1.4. En particular, si X e Y son espacios topológicos
finitos y f, g : X → Y son funciones continuas tales que f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X,
entonces f ≤ g en Y X de donde se sigue que existe un camino en Y X de f a g, y por lo
tanto, que f es homotópica a g.

El siguiente resultado es una generalización de [5, Corolario 1.2.6] que incluye a [71,
Lema 3.4]. La prueba es, esencialmente, la de las pruebas dadas en estas referencias.

Proposición 1.2.20. Sean X, Y y B espacios topológicos finitos, sea A ⊆ X y sean
p : X → B y q : Y → B funciones continuas, consideradas como objetos sobre B. Sean
f, g : X → Y funciones continuas tales que f |A = g|A y qf = qg = p, consideradas como
flechas sobre B de p a q.

(1) Si f ≤ g, entonces f es homotópica por fibras a g relativa a A.

(2) Si f y g son homotópicas por fibras relativas a A, entonces existen funciones conti-
nuas f0, f1, . . . , fn sobre B de p a q cuyas restricciones a A coinciden con la de f ,
tales que f = f0 ≤ f1 ≥ · · · ≤ fn = g.

Demostración. Sea i : A ↪→ X la inclusión y consideremos las funciones

Y i : Y X → Y A

y
qX : Y X → BX .

Sea Ω = (Y i)−1(f |A) ∩ (qX)−1(p). Notemos que f y g pertenecen a Ω.
Veamos (1). Supongamos que f ≤ g. Entonces f y g son elementos comparables de Ω

y por lo tanto existe un camino η(f ≤ g) contenido en Ω de f a g. Es fácil verificar que la
homotoṕıa η(f ≤ g)[ inducida por η(f ≤ g) por la ley exponencial es una homotoṕıa por
fibras de f a g relativa a A.

La proposición (2) se demuestra de manera similar. Supongamos que f y g son
homotópicas por fibras relativas a A y sea H : X× I → Y una homotoṕıa sobre B relativa
a A de f a g.

Consideremos el camino H] : I → Y X inducido por H por la ley exponencial. Es claro
que Y iH] es el camino (en Y A) constante igual a f |A y que qXH] es el camino (en BX)
constante igual a p. Se sigue que H] es un camino en Y X de f a g contenido en Ω.

Por el corolario 1.2.18, existen f0, f1, . . . , fn en Ω tales que f = f0, g = fn y

f0 ≤ f1 ≥ · · · ≤ fn.

Es claro que fj |A = Y i(fj) = f |A y que qfj = qX(fj) = p para todo j = 0, . . . , n.
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Desde luego, tomando B = ∗ en la proposición anterior obtenemos [5, Corolario 1.2.6]
mientras que tomando A = ∅ obtenemos [71, Lema 3.4].

Si bien los espacios de Alexandroff son exponenciables, no es cierto en general que
el espacio Y X tenga la topoloǵıa del orden puntual. De hecho, tomando X = N con la
topoloǵıa discreta es fácil ver que SX no es siquiera un espacio de Alexandroff.

Sin embargo, el siguiente resultado permite ver que las funciones continuas a espacios
de Alexandroff que son comparables punto a punto (en un mismo sentido) son homotópicas.

Proposición 1.2.21. Sean X e Y espacios topológicos con Y espacio de Alexandroff y
sean f, g : X → Y funciones continuas tales que f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ X. Sea
A = {x ∈ X : f(x) = g(x)}. Entonces f ' g (relA).

Demostración. Definimos la función H : X × I → Y por

H(x, t) =

{
f(x) si t < 1,

g(x) si t = 1.

Es claro que Hi0 = f , que Hi1 = g y que H(a, t) = f(a) = g(a) para todo a ∈ A.
Notemos que si U es un abierto de Y , entonces f(x) ≤ g(x) ∈ U para todo x ∈ g−1(U).

Se sigue que g−1(U) ⊆ f−1(U). Luego

H−1(U) = g−1(U)× {1} ∪ f−1(U)× [0, 1) = g−1(U)× I ∪ f−1(U)× [0, 1)

para todo abierto U de Y . Es claro entonces que H es continua.

Corolario 1.2.22. Para todo espacio de Alexandroff X y todo x ∈ X, el subespacio {x}
es retracto por deformación fuerte de Ux. En particular, todo espacio de Alexandroff es
localmente contráctil.

Demostración. Sea X un espacio de Alexandroff y sea x ∈ X. Consideremos las funciones
IdUx , Cx : Ux → Ux. Dado que IdUx(y) = y ≤ x = Cx(y) para todo y ∈ Ux, tenemos que
IdUx ' Cx (rel{x}) por 1.2.21. El resultado se sigue.

1.2.5 Tipos de homotoṕıa de espacios topológicos finitos

En esta subsección expondremos algunos resultados de R. Stong sobre clasificación de
espacios topológicos finitos por tipo de homotoṕıa. La referencia original de estos resul-
tados es [68], aunque aqúı hemos adoptado la terminoloǵıa de [49] y hemos seguido la
presentación que se hace del tema en [5].

Dado un espacio topológico X, puede definirse en X una relación de equivalencia ∼
por

x ∼ y ⇔ para todo U abierto en X, x ∈ U si y sólo si y ∈ U

para todo x, y ∈ X. En otras palabras, dos elementos en X son equivalentes si no existen
abiertos que los distingan. Equivalentemente, dos elementos x e y en X serán equivalentes
si y sólo si {x} = {y}.

El cociente X/ ∼ es un espacio T0 denominado cociente de Kolmogorov de X y será
denotado por K(X). Denotaremos por qX a la función cociente canónica de X en K(X).
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Sean X e Y dos espacios topológicos y sea f : X → Y una función continua. Dados
dos elementos x, x′ de X cualesquiera, la preimagen por f de cualquier abierto en Y
que distinga a f(x) de f(x′) será un abierto en X que distinga a x de x′. Se sigue que
f(x) ∼ f(x′) siempre que x ∼ x′ y por lo tanto, que f induce una función continua
K(f) : K(X)→ K(Y ) definida por K(f)(qX(x)) = qY (f(x)).

Es fácil probar que la asignación de Top en Top0 definida por X 7→ K(X) para todo
espacio topológico X y f 7→ K(f) para toda función continua f es un funtor. La clase de
flechas {qX}X∈Obj(Top) define una transformación natural q : IdTop ⇒ inc ◦K donde inc
es el funtor inclusión de Top0 en Top.

Notemos que si Y es un espacio T0, la relación ∼ en Y es trivial y por lo tanto la
función cociente qY : Y → Y/ ∼ es un homeomorfismo. En ese caso, toda función continua
f : X → Y se factoriza de manera única a través de qX , para cualquier espacio topológico
X. Esta factorización induce una biyección natural entre Top0(K(X), Y ) y Top(X,Y ),
de donde obtenemos que K es adjunto a izquierda de inc. En otras palabras, Top0 es una
subcategoŕıa reflexiva de Top [34, 2].

No es dif́ıcil ver que si X es un espacio topológico de Alexandroff, la relación ∼ definida
anteriormente está equivalentemente definida por

x ∼ x′ ⇔ x ≤ x′ y x′ ≤ x.

Puede probarse fácilmente que, en ese caso, K(X) es un espacio de Alexandroff y que el
orden en K(X) viene dado por

qX(x) ≤ qX(x′)⇔ x ≤ x′.

En particular, el funtor K se puede restringir a un funtor de ATop en ATop0 y a un
funtor de FinTop en FinTop0.

Observación 1.2.23. Sea X un espacio topológico de Alexandroff.

1. El conjunto de componentes conexas de K(X) es

{qX(C) : C es una componente conexa de X}.

Esto puede probarse a partir de 1.2.17 considerando el orden en K(X) y los cocientes
canónicos X → π0(X) y K(X)→ π0(K(X)).

2. Sea A un subespacio de X y sea i : A → X la función inclusión. Los órdenes
de K(A) y K(X) permiten ver fácilmente que la función K(i) : K(A) → K(X) es
subespacio y por lo tanto K(A) es canónicamente homeomorfo a qX(A). Además,
qX(A ∩ C) = qX(A) ∩ qX(C) para cada componente conexa C de X.

Proposición 1.2.24. Sea X un espacio topológico de Alexandroff. Entonces X es homo-
tópicamente equivalente a K(X). Más aún, existe una función subespacio i : K(X) → X
tal que i(K(X)) es retracto por deformación fuerte de X.

Demostración. Sea q = qX : X → K(X) la función cociente canónica y sea i : K(X)→ X
una sección de q. Notemos que i(q(x)) ∼ x para todo x ∈ X. Aśı, si x, x′ son elementos de
X tales que q(x) ≤ q(x′), entonces i(q(x)) ≤ x ≤ x′ ≤ i(q(x′)). Se sigue que i es morfismo
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de órdenes y por lo tanto una función continua. En particular, i es una sección en Top y
por lo tanto es subespacio.

Por otro lado, iq ≤ IdX y qi = IdK(X) de donde obtenemos que iq ' IdX (rel i(K(X))).
Se sigue que i(K(X)) es retracto por deformación fuerte de X.

En particular, todo espacio finito tiene un retracto por deformación fuerte que es un
espacio T0.

Definición 1.2.25. Sea X un espacio topológico finito T0. Sea x ∈ X.

� Decimos que x es un down beat point de X si el subespacio ÛXx tiene máximo.

� Decimos que x es un up beat point de X si el subespacio F̂Xx tiene mı́nimo.

� Decimos que x es un beat point de X si es un down beat point de X o un up beat
point de X.

Proposición 1.2.26. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea x un beat point de X.
Entonces X − {x} es un retracto por deformación fuerte de X.

Demostración. Supongamos que x es down beat point de X. Sea x′ = max(ÛXx ) y
definamos la función r : X → X − {x} por

r(z) =

{
z si z 6= x,

x′ si z = x.

Es fácil ver que r es continua. Sea i : X−{x} → X la inclusión. Es claro que ri = IdX−{x}.
Por otro lado ir ≤ IdX y ir|X−{x} = iri = i = IdX |X−{x}. De la proposición 1.2.21
obtenemos que ir ' IdX (relX − {x}). Aśı, X − {x} es retracto por deformación fuerte
de X.

Si x es up beat point, la demostración es análoga. El resultado se sigue.

Definición 1.2.27. Un espacio topológico finito T0 se dice minimal si no tiene beat
points.

Definición 1.2.28. Sea X un espacio topológico finito. Un core de X es un espacio finito
minimal XC que es retracto por deformación fuerte de X.

Notemos que el core de un espacio finito es, por definición, un espacio T0.

Teorema 1.2.29. Todo espacio topológico finito tiene un core.

Demostración. Por la proposición 1.2.24, basta probar que todo espacio topológico finito
T0 tiene un core. Sea entonces X un espacio topológico finito T0. Dada la finitud de X,
es claro que podemos eliminar sucesivamente beat points de X hasta obtener un espacio
XC minimal. Por 1.2.26, es claro que XC es retracto por deformación fuerte de X. Se
sigue que XC es un core de X como queŕıamos probar.

Teorema 1.2.30. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea f : X → X una función
continua.
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1. Si X no tiene down beat points y f ≤ IdX , entonces f = IdX .

2. Si X no tiene up beat points y f ≥ IdX , entonces f = IdX .

3. X no tiene beat points y f ' IdX , entonces f = IdX .

Demostración. Veamos (1). Supongamos que f ≤ IdX y definamos A = {x ∈ X : f(x) <
x}. Si A = ∅, entonces f = IdX como queŕıamos. Supongamos, por lo tanto, que A 6= ∅
y tomemos x ∈ mnl(A). Dado que x es un elemento minimal de A y que f(x) < x, es
claro que f(x) 6∈ A, y por lo tanto que f(f(x)) = f(x).

Desde luego, f(x) ∈ Ûx. Veamos que f(x) = max Ûx. En efecto, si y < x, entonces
y 6∈ A y por lo tanto y = f(y) ≤ f(x). Aśı, f(x) = max Ûx como queŕıamos y se sigue que
x es un down beat point de X. Este absurdo muestra que A = ∅ y por consiguiente, que
f = IdX .

La proposición (2) se demuestra de manera análoga.

La proposición (3) se sigue de (1) y (2), y del ı́tem (2) de la proposición 1.2.20.

Corolario 1.2.31. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 minimales y sea h : X → Y
una equivalencia homotópica. Entonces h es un homeomorfismo.

Demostración. Sea g una inversa homotópica de h. Entonces gh ' IdX . Dado que X es
minimal, se sigue del teorema 1.2.30 que gh = IdX . Del mismo modo, hg = IdY . Aśı, h
es un homeomorfismo con inverso g.

Corolario 1.2.32. Sea X un espacio topológico finito y sean X1 y X2 dos cores de X.
Entonces X1 y X2 son homeomorfos.

Demostración. Los espacios X1 y X2 son homotópicamente equivalentes a X y por lo
tanto son homotópicamente equivalentes entre si. Se sigue que existe una equivalencia
homotópica h deX1 aX2. Dado queX1 yX2 son espacios topológicos finitos T0 minimales,
se sigue que h es un homeomorfismo.

Teorema 1.2.33. Dos espacios topológicos finitos son homotópicamente equivalentes si y
sólo si tienen cores homeomorfos.

Demostración. Dado que un core de un espacio topológico finito es homotópicamente
equivalente al mismo, es claro que si dos espacios finitos tienen cores homeomorfos entonces
son homotópicamente equivalentes entre śı.

Supongamos, por otro lado, que X e Y son espacios topológicos finitos homotópica-
mente equivalentes y sea h : X → Y una equivalencia homotópica. Sean XC e YC cores
de X e Y , respectivamente, sea i : XC → X la inclusión y sea r : Y → YC una retracción
por deformación fuerte. Dado que i y r son equivalencias homotópicas, se sigue que
rhi también lo es. Por 1.2.31, rhi es un homeomorfismo. Aśı, XC e YC son espacios
homeomorfos.
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1.2.6 Tipos de homotoṕıa débil de espacios topológicos finitos

El trabajo de Michael McCord [51] muestra que los tipos homotópicos débiles de espacios
topológicos finitos son precisamente los de los poliedros compactos. Este hecho da lugar a
una fruct́ıfera interacción entre poliedros y espacios finitos: por un lado, pueden utilizarse
modelos poliédricos para calcular invariantes homotópicos débiles (grupos de homoloǵıa
u homotoṕıa, por ejemplo) de espacios topológicos finitos mediante herramientas clásicas;
por otro, pueden utilizarse espacios finitos para estudiar propiedades estructurales de
poliedros y CW–complejos compactos mediante herramientas combinatorias.

Comenzamos esta subsección recordando algunos resultados de la teoŕıa de complejos
simpliciales que serán esenciales para el desarrollo del trabajo de McCord. La bibliograf́ıa
estándar es [66].

Definición 1.2.34. Un complejo simplicial es un par ordenado K = (VK , SK) donde VK
es un conjunto no vaćıo, llamado conjunto de vértices de K y donde SK es una colección de
subconjuntos finitos no vaćıos de VK llamados śımplices de K que satisfacen las siguientes
dos condiciones:

� Para todo a ∈ VK , el conjunto {a} es un śımplex de K.

� Si s es un śımplex de K y t es un subconjunto no vaćıo de s, entonces t es un śımplex
de K.

Dado un śımplex s de K, un śımplex t de K contenido en s se denomina cara de s.
Una cara de s se denomina cara propia de s si no es igual a s.

Definimos la dimensión de un śımplex s de K como dim s = #s− 1. Diremos que s es
un n–śımplex de K si s es un śımplex de K de dimensión n. Definimos la dimensión de
K como

dimK = sup
s∈SK

dim(s).

Diremos que K es finito si el conjunto VK es finito (o equivalentemente, si el conjunto
SK lo es).

Notación. En adelante, si K es un complejo simplicial, denotaremos por VK al conjunto
de vértices de K y denotaremos por SK al conjunto de śımplices de K.

Ejemplo 1.2.35. Sea V un conjunto no vaćıo y sea S el conjunto de partes finitas no
vaćıas de V . El par K = (V, S) es claramente un complejo simplicial.

Definición 1.2.36. Sea K un complejo simplicial. Un subcomplejo de K es un complejo
simplicial L tal que VL ⊆ VK y SL ⊆ SK . El complejo simplicial L se dirá subcomplejo
pleno de K si todo śımplex de SK que está incluido en VL, es un śımplex de SL.

Definición 1.2.37. Sean K y L complejos simpliciales. Un morfismo simplicial

ϕ : K → L

es una función ϕ : VK −→ VL tal que ϕ(s) ∈ SL para todo s ∈ SK .
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No es dif́ıcil ver que la composición de morfismos simpliciales es nuevamente un
morfismo simplicial, que la composición de morfismos simpliciales resulta asociativa y
que la función identidad IdVK induce un morfismo simplicial

IdK : K → K

que resulta neutro a izquierda y a derecha para la composición. Definimos entonces la
categoŕıa SCpx de complejos simpliciales y morfismos simpliciales.

Definición 1.2.38. Sea K un complejo simplicial. Para cada función α : VK → I,
definimos el soporte de α como el conjunto

sopα = {v ∈ VK : α(v) 6= 0}.

Definimos |K| como el conjunto de funciones

α : VK −→ I

tales que:

(1) sopα ∈ SK .

(2)
∑
v∈VK

α(v) = 1.

Definimos una métrica d : |K| × |K| −→ R en |K| por d(α, β) =
√ ∑
v∈VK

(α(v)− β(v))2.

Notamos por |K|d al espacio topológico cuyo conjunto subyacente es |K| y cuya
topoloǵıa es la inducida por d.

Definición 1.2.39. Sea K un complejo simplicial y sea s ∈ SK . Definimos el śımplex
cerrado |s| como el subespacio de |K|d formado por las funciones de |K| cuyo soporte está
incluido en s, es decir,

|s| = {α ∈ |K| : sopα ⊆ s}.

Definimos el śımplex abierto 〈s〉 como el subespacio de |K|d formado por las funciones
de |K| cuyo soporte es exactamente s, es decir,

〈s〉 = {α ∈ |K| : sopα = s}.

Para n ∈ N0, consideramos el n-śımplex estándar ∆n como el conjunto

∆n = {(x0, . . . , xn) ∈ In+1 :

n∑
i=0

xi = 1}

con la topoloǵıa de subespacio de In+1.
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Definición 1.2.40. Sea K un complejo simplicial y sea s = {v0, · · · , vn} un n-śımplex de
K. Para v ∈ VK , denotaremos por χv a la función caracteŕıstica de v

χv : VK −→ I

definida por χv(w) = δv,w para todo w ∈ VK , donde δ es la función delta de Kronecker.
Observemos que |{v}| = {χv}.

La función caracteŕıstica de s será la función

σs : ∆n −→ |K|

definida por σs(x0, . . . , xn) =
n∑
i=0

xiχvi para todo (x0, . . . , xn) ∈ ∆n.

Es fácil probar que σs está bien definida y que mapea homeomórficamente al n–śımplex
estándar ∆n en el śımplex cerrado |s|. Más aún, si n ≥ 1, σs mapea el interior (∆n)◦ del
n–śımplex estándar homeomórficamente en el śımplex abierto 〈s〉.

Definición 1.2.41. Sea K un complejo simplicial. Para cada s ∈ SK , sea is : |s| −→ |K|
la inclusión.

Le damos al conjunto |K| la topoloǵıa final respecto de la familia {is : s ∈ SK}. Este
espacio, que también denotaremos por |K|, se denomina realización geométrica de K.

No es dif́ıcil ver que un subconjunto F de |K| será cerrado en |K| si y sólo si |s| ∩F es
cerrado en |s| para todo s ∈ SK . Se deduce de este hecho que |K| = |K|d si K es finito.

Notemos además que si L es un subcomplejo de K, entonces |L| es un subespacio
cerrado de |K|.

Similarmente, una función f : |K| −→ Y será continua si y sólo si la restricción

f ||s| : |s| −→ Y

de f es continua para todo s ∈ SK .

Definición 1.2.42. Sean K y L complejos simpliciales y sea ϕ : K −→ L un morfismo
simplicial. Definimos la realización geométrica de ϕ como la función

|ϕ| : |K| −→ |L|

definida para α ∈ |K| por

|ϕ|(α)(w) =
∑

ϕ(v)=w

α(v)

para todo w ∈ VL.

Es fácil probar que |ϕ| está bien definida. Dado que las restricciones |ϕ|
∣∣|s| de |ϕ| son

funciones lineales para s ∈ SK se sigue del lema de pegado que |ϕ| es una función continua.
Se tiene además que |IdK | = Id|K| para todo complejo simplicial K y que |ϕφ| = |ϕ||φ|
para morfismos simpliciales φ : K1 → K2 y ϕ : K2 → K3. Aśı, la realización geométrica se
extiende a un funtor covariante

| · | : SCpx→ Top.
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Definición 1.2.43. Sea K un complejo simplicial y sea v ∈ VK . Definimos la estrella
abierta de v como el conjunto

st(v) = {α ∈ |K| : α(v) 6= 0}.

Un resultado estándar establece que si K es un complejo simplicial, entonces st(v) es
abierto en |K| para todo v ∈ VK . En efecto, no es dif́ıcil ver que, para todo s ∈ SK y toda
α ∈ st(v) ∩ |s|, la bola en |s| de centro α y radio α(v) está contenida en st(v) ∩ |s|.

La prueba del siguiente lema tiene detalles técnicos que no resultan relevantes para el
presente trabajo y por lo tanto será omitida. Para una demostración del mismo, referimos
al lector a la demostración del corolario 11 de la sección 3.3 de [66].

Lema 1.2.44. Sea K un complejo simplicial finito y sea L un subcomplejo pleno de K.
Entonces |L| es retracto por deformación fuerte de

⋃
x∈VL

st(x).

Definición 1.2.45. Sea K un complejo simplicial. Definimos la subdivisión baricéntrica
de K como el complejo simplicial K ′ que tiene por vértices a los śımplices de K y por
śımplices a las cadenas no vaćıas de śımplices de K ordenados por la inclusión.

Expĺıcitamente, VK′ = SK y

SK′ =
{
{s0, . . . , sn} : si ∈ SK ∀i ∈ {0, . . . , n} ∧ s0 ⊆ · · · ⊆ sn

}
.

Dados dos complejos simpliciales K y L, un morfismo simplicial ϕ : K → L induce
un morfismo simplicial ϕ′ : K ′ → L′ denominado subdivisión baricéntrica de ϕ, definido
obviamente por ϕ′(s) = ϕ(s) para todo s ∈ VK′ = SK . Es fácil probar que la asignación
sd: SCpx → SCpx definida por sdK = K ′ para todo complejo simplicial K y por
sdϕ = ϕ′ para todo morfismo simplicial ϕ resulta un funtor covariante, denominado
subdivisión baricéntrica.

Es un resultado estándar que para todo complejo simplicial K, la única función

lineal a trozos jK : |K ′| −→ |K| tal que jK(χs) =
1

#s

∑
v∈s

χv para todo s ∈ VK′ , es un

homeomorfismo. En particular, |K ′| es canónicamente isomorfo a |K|.
Exponemos a continuación algunos resultados de la teoŕıa de McCord que serán e-

senciales en el caṕıtulo 2, en el que desarrollaremos herramientas que nos permitirán
estudiar la minimalidad de modelos finitos, un problema natural que surge del modelado
de poliedros mediante espacios finitos. La referencia principal para esta parte es [51].

Definición 1.2.46. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0, considerado como un
poset. Definimos el complejo simplicial K(X) como el complejo simplicial que tiene por
vértices a los elementos de X y por śımplices a las cadenas no vaćıas de X.

Es claro que una función continua f : X → Y entre espacios de Alexandroff T0, o
equivalentemente, un morfismo de órdenes entre posets, induce un morfismo simplicial
K(f) : K(X)→ K(Y ). Es fácil ver entonces que se tiene un funtor

K : ATop0 → SCpx

y equivalentemente, un funtor
K : Pos→ SCpx.
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Definición 1.2.47. Sea X un espacio de Alexandroff T0. Definimos la función

ϕX : |K(X)| −→ X

por

ϕX(α) = min(sopα)

para todo α ∈ |K(X)|.
Es claro que ϕX está bien definida.

No es dif́ıcil probar que

ϕ−1
X (U) =

⋃
x∈U

st(x)

para todo U abierto en X. Dado que st(x) es abierto en |K(X)| para todo x ∈ X, se sigue
que ϕX es continua.

Lema 1.2.48. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0 y sea x ∈ X. Entonces
|K(Ux)| es contráctil.

Demostración. Sea H : |K(Ux)| × I −→ |K(Ux)| definida por

H(α, t) = (1− t)χx + tα

Es fácil ver que H está bien definida y puede probarse que es continua. Omitimos estos
detalles.

Se sigue que H es una homotoṕıa entre Id|K(Ux)| y la función constante Cχx . Aśı,
|K(Ux)| es contráctil.

Alternativamente, puede probarse que |K(Ux)| es homeomorfo al cono de |K(Ûx)|.

Proposición 1.2.49. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0 y sea x ∈ X.
Entonces ϕ−1

X (Ux) es contráctil.

Demostración. Es fácil ver que K(Ux) es un subcomplejo pleno de K(X). Se sigue por
1.2.44 que |K(Ux)| es retracto por deformación fuerte de ϕ−1

X (Ux). El resultado se sigue
por el lema 1.2.48.

Para probar el teorema 1.2.53 necesitamos el teorema 1.2.52, un resultado profundo
de la teoŕıa de equivalencias débiles demostrado por McCord en [51]. Antes, debemos
recordar las siguientes definiciones.

Definición 1.2.50. Sea X un espacio topológico y sea U un cubrimiento por abiertos de
X. Decimos que U es un cubrimiento tipo base si para cualesquiera U y V de U y cualquier
x ∈ U ∩ V , existe W ∈ U tal que x ∈W ⊆ U ∩ V .

En otras palabras, U es un cubrimiento tipo base si es base para una topoloǵıa en X
menos fina que la de X.

Definición 1.2.51. Sean X e Y espacios topológicos y sea f : X → Y una función
continua. Decimos que f es una equivalencia débil si f induce isomorfismos en todos los
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grupos de homotoṕıa para cualquier punto base considerado. Esto es, para todo x ∈ X,
la función

f∗ : π0(X,x)→ π0(Y, f(x))

inducida por f es una biyección (que claramente respeta punto base) y para todo n ∈ N,
la función

f∗ : πn(X,x)→ πn(Y, f(x))

inducida por f es un isomorfismo de grupos.

Puede probarse que si f : X → Y y g : Y → Z son funciones continuas entre espacios
topológicos y dos de las tres funciones f , g, gf son equivalencias débiles, entonces la tercera
también lo es.

Por otro lado, es sabido que las equivalencias débiles inducen isomorfismos en todos los
grupos de homoloǵıa y de cohomoloǵıa con cualquier grupo de coeficientes [40, Proposición
4.21].

Teorema 1.2.52 (McCord, [51]). Sean X e Y espacios topológicos y sea f : X → Y una
función continua. Supongamos que existe un cubrimiento tipo base U de Y tal que para
todo U ∈ U , la restricción

f |Uf−1(U) : f−1(U)→ U

de f es una equivalencia débil. Entonces f es una equivalencia débil.

Teorema 1.2.53. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0. Entonces ϕX es una
equivalencia débil.

Adicionalmente, si Y es otro espacio topológico de Alexandroff T0 y f : X −→ Y es
una función continua, entonces fϕX = ϕY |K(f)|.

Demostración. Es claro que la base minimal de X es un cubrimiento tipo base de X. Para
todo x ∈ X, los espacios Ux y ϕ−1

X (Ux) son contráctiles y por lo tanto,

ϕX |ϕ−1
X (Ux) : ϕ−1

X (Ux) −→ Ux

es una equivalencia débil. Por el teorema 1.2.52 tenemos que ϕX es una equivalencia débil.
Para la segunda parte, sea Y un espacio topológico de Alexandroff T0 y sea f : X −→ Y

una función continua. Entonces, para todo α ∈ |K(X)|,

sop |K(f)|(α) =

{
w ∈ Y :

∑
f(v)=w

α(v) 6= 0

}
=

= {w ∈ Y : ∃v ∈ X/f(v) = w ∧ α(v) 6= 0} =

= {f(v) : v ∈ sopα} = f(sopα)

y por lo tanto

fϕX(α) = f(min(sopα)) = min f(sopα) = min(sop |K(f)|(α)) = ϕY |K(f)|(α).

Corolario 1.2.54. Sea X un espacio topológico de Alexandroff. Entonces existe un
complejo simplicial K, que resulta finito si X lo es, y una equivalencia débil ϕ : |K| −→ X.

39



1 Preliminares

Demostración. Por la proposición 1.2.24 existe una equivalencia homotópica i : K(X) −→
X (es evidente además que K(X) es finito si X lo es). Tenemos, por otro lado, una
equivalencia débil ϕK(X) : |K(K(X))| → K(X). El resultado se sigue tomando K =
K(K(X)) y

ϕ = iϕK(X) : |K| −→ X.

Definición 1.2.55. Sea K un complejo simplicial. Definimos el espacio X (K) como el
espacio topológico de Alexandroff T0 asociado al poset (SK ,⊆).

Un morfismo simplicial ϕ : K → L induce una función continua X (ϕ) : X (K)→ X (L)
definida por X (ϕ)(s) = ϕ(s) para todo s ∈ SK .

No es dif́ıcil ver que las construcciones anteriores permiten definir un funtor

X : SCpx→ ATop0

y equivalentemente, un funtor

X : SCpx→ Pos.

Observación 1.2.56. Es fácil probar que sd = KX .

Definición 1.2.57. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea f : |K| −→ |L| una
función continua. Una aproximación simplicial de f es un morfismo simplicial ϕ : K −→ L
tal que |ϕ|(α) ∈ |s| para todo α ∈ |K| y todo s ∈ SL tales que f(α) ∈ 〈s〉.

Proposición 1.2.58. Sean K y L complejos simpliciales, sea f : |K| → |L| una función
continua y sea ϕ : K → L una aproximación simplicial de f . Sea además

A = {α ∈ |K| : |ϕ|(α) = f(α)}.

Entonces |ϕ| ' f (relA).

Demostración. Definimos la homotoṕıa H : |K| × I → |L| por

H(α, t) = tf(α) + (1− t)|ϕ|(α)

para toda α ∈ |K| y todo t ∈ I. No es dif́ıcil ver que H está bien definida. Puede probarse
además que H es continua (cf. [5, Prop. A.1.2] y su demostración).

Es claro que Hi0 = |ϕ|, que Hi1 = f y que H(α, t) = f(α) = |ϕ|(α) para toda α ∈ A.
El resultado se sigue.

Lema 1.2.59. Sea K un complejo simplicial y sea ϕ : VK′ −→ VK una función tal que
ϕ(s) ∈ s para todo s ∈ VK′. Entonces ϕ : K ′ → K es un morfismo simplicial y una
aproximación simplicial de jK .

Demostración. Es fácil ver que ϕ es un morfismo simplicial. Veamos que ϕ es una
aproximación simplicial de jK . Sea α ∈ |K ′| y sea s ∈ SK tales que jK(α) ∈ 〈s〉.
Queremos probar que |ϕ|(α) ∈ |s| o, equivalentemente, que sop |ϕ|(α) ⊆ s. Sea entonces
w ∈ sop |ϕ|(α). Existe σ ∈ SK tal que ϕ(σ) = w y α(σ) 6= 0. Notemos que w = ϕ(σ) ∈ σ.
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Aśı, α(σ) > 0, χw(w) = 1, w ∈ σ y σ ∈ SK . Es claro entonces que

jK(α)(w) =
∑
t∈SK

(
α(t)

#t

∑
v∈t

χv(w)

)
≥ α(σ)

#σ
> 0.

Luego, w ∈ sop jK(α) = s.

Lema 1.2.60. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea ϕ : K −→ L un morfismo
simplicial. Entonces jL|ϕ′| ' |ϕ|jK .

Demostración. Si K y L son complejos simpliciales finitos, el resultado se sigue de la
prueba de [5, Proposición 1.4.13].

No es dif́ıcil extender esta demostración al caso general por medio del teorema 21 de
[66, Sección 3.1].

Teorema 1.2.61. Sea K un complejo simplicial. Entonces existe una equivalencia débil

ϕK : |K| −→ X (K).

Adicionalmente, si K y L son complejos simpliciales y ψ : K −→ L es un morfismo
simplicial, entonces X (ψ)ϕK ' ϕL|ψ|, es decir que el siguiente diagrama es homotópica-
mente conmutativo:

|K|
ϕK
��

|ψ| // |L|
ϕL
��

X (K)
X (ψ)

// X (L)

Demostración. Por el teorema 1.2.53 tenemos una equivalencia débil

ϕX (K) : |K ′| = |K(X (K))| −→ X (K).

Componiendo ϕX (K) con el homeomorfismo j−1
K : |K| −→ |K ′|, obtenemos la equivalencia

débil buscada.
La segunda parte se sigue del teorema 1.2.53 y del lema 1.2.60.

Definición 1.2.62. Sea X un poset. Definimos la subdivisión baricéntrica de X como el
poset sdX = XK(X). Este poset también será denotado por X ′.

Los elementos de X ′ son, obviamente, las cadenas no vaćıas de X y el orden en X ′ es
el de la inclusión. La función max: X ′ → X resulta claramente continua.

Es claro entonces que se tiene un funtor covariante sd: Pos→ Pos definido por sd =
XK y no es dif́ıcil probar que max induce una transformación natural max: sd⇒ IdPos.

Observación 1.2.63. Para todo poset X se tiene que K(X ′) = K(X)′. Similarmente, para
todo complejo simplicial K se tiene que X (K ′) = X (K)′.

Proposición 1.2.64. Sea X un poset. Entonces, la función max: X ′ → X es una
equivalencia débil.
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Demostración. Dado que X = VK(X) y que X ′ = VK(X′) = VK(X)′ , la función max puede
ser considerada como una función de conjuntos

max: VK(X)′ → VK(X).

Es claro que max(s) ∈ s para todo s ∈ VK(X)′ . Se sigue de 1.2.59 que el morfismo simplicial

max: K(X)′ → K(X)

es una aproximación simplicial de jK . Por otro lado, este morfismo simplicial no es otro
que el morfismo simplicial

K(max): K(X ′)→ K(X).

Es claro entonces que |K(max)| ' jK . Dado que jK es un homeomorfismo, se sigue que
|K(max)| es una equivalencia homotópica. El resultado, entonces, se sigue de 1.2.53 y de
la propiedad 2-de-3 de las equivalencias débiles.

El siguiente es un resultado conocido y puede encontrarse en [58, 61]3.

Teorema 1.2.65. Los funtores

Pos
K−→ SCpx

|·|−→ Top

y

Pos ↪→ Cat
B−→ Top

son naturalmente isomorfos.

Demostración. Sea X un poset. Para simplificar la notación, denotaremos por x a la
función caracteŕıstica χx : X → I para todo x ∈ X. Dado t ∈ ∆n, notaremos por ti a la
i–ésima coordenada de t para i = 0, . . . , n.

Para cada m–śımplex r de K(X), notaremos por lr a la composición

∆m ∼= |r| ↪→ |K(X)|.

Ahora bien, para cada n–śımplex ω de N(X), la imagen de ω considerado como un
morfismo de órdenes de [n] en X, es un śımplex de K(X) que denotaremos por rω. Es
claro que si m = dim rω entonces la factorización de ω a través de rω induce un morfismo
de órdenes [n]→ [m] que a su vez induce una función continua

ω∗ : ∆n → ∆m

definida por

ω∗(t)k =
∑

ω(j)=ak

tj

para todo k = 0, . . . ,m, donde rω = {a1, . . . , am} con a1 < . . . < am. Notemos que si ω es
no degenerado, entonces ω∗ = Id∆n .

3Ver también la afirmación al final de la sección 1 de [52], aśı como 1.3 y 1.29 de [27].
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Notemos, por otro lado, que dado que N(X)n es un conjunto considerado como un
espacio topológico discreto para cada n ∈ N, entonces el espacio N(X)n × ∆n puede
identificarse con el coproducto ∐

ω∈N(X)n

∆n.

Se sigue que el espacio N(X) definido en la subsección 1.1.3 es el coproducto∐
n∈N0

∐
ω∈X[n]

∆n.

Por lo tanto, la familia de funciones {lrωω∗ : ω es un śımplex de N(X)} induce una
función continua

f : N(X)→ |K(X)|

definida claramente por f(ω, t) =
n∑
k=0

tkω(k) para todo (ω, t) ∈ N(X)n×∆n para n ∈ N0.

No es dif́ıcil ver que f es una función cociente. Por otro lado, un cálculo directo
muestra que

f(diω, t) = f(ω, δit)

para todo ω ∈ N(X)n y todo t ∈ ∆n−1, para n ∈ N y 0 ≤ i ≤ n, y que

f(siω, t) = f(ω, σit)

para todo ω ∈ N(X)n y todo t ∈ ∆n+1, para n ∈ N0 y 0 ≤ i ≤ n.
Queremos probar ahora que dos elementos de N(X) que se mapean en la misma función

por f son equivalentes. Veremos antes que todo elemento (ω, t) de N(X) es equivalente
al elemento (ω, t) donde ω es el śımplex no degenerado que se mapea biyectivamente en el
soporte de f(ω, t) y

tj = f(ω, t)(ω(j)) =
∑

ω(k)=ω(j)

tk

para todo j = 0, . . . ,dimω (comparar con [52, Lema 3]).
En primer lugar, notemos que si ω es degenerado, entonces existe un (único) śımplex

ω′ no degenerado y degeneraciones si1 , . . . , sip tales que ω = sip . . . si1ω
′. Poniendo t′ =

σi1 . . . σipt, es claro que
(ω, t) ∼ (ω′, t′).

Si ω es no degenerado, ponemos ω′ = ω y t′ = t. Puesto que (ω, t) ∼ (ω′, t′), f(ω, t) =
f(ω′, t′) de donde se sigue que

t′j = f(ω′, t′)(ω′(j)) = f(ω, t)(ω′(j)) =
∑

ω(k)=ω′(j)

tk

para j ∈ [dimω′].
Ahora bien, si t′ tiene una o más coordenadas iguales a cero, entonces existen q ∈ N0,

t ∈ ∆q y caras δj1 , . . . , δjp′ tales que t tiene todas sus coordenadas distintas de cero y

t′ = δjp′ . . . δj1t. Poniendo ω = dj1 . . . djp′ω
′, vemos que

(ω′, t′) ∼ (ω, t).
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Si todas las coordenadas de t′ son distintas a cero, ponemos ω = ω′ y t = t′.

Notemos que, dado que X es un poset y ω′ es no degenerado, ω es no degenerado y
para todo j ∈ [dimω] existe un único elemento k ∈ [dimω′] tal que ω′(k) = ω(j). En ese
caso, obtenemos que

tj = f(ω, t)(ω(j)) = f(ω′, t′)(ω′(k)) = t′k.

Es claro que (ω, t) ∼ (ω, t). Puede verse fácilmente, además, que la imagen de ω es el
soporte de f(ω, t) y que

tj = f(ω, t)(ω(j)) = f(ω, t)(ω(j)) =
∑

ω(h)=ω(j)

th

para todo j = 0, . . . ,dimω como queŕıamos.

Ahora, sean (ω, t) y (ω′, t′) elementos de N(X) tales que f(ω, t) = f(ω′, t′). Entonces

dimω∑
h=0

thω(h) =

dimω′∑
j=0

t′jω
′(j).

Es claro que

Imω = sop f(ω, t) = sop f(ω′, t′) = Imω′

y que

tj = f(ω, t)(ω(j)) = f(ω′, t′)(ω′(j)) = t′j

siempre que 0 ≤ j ≤ dimω. Luego

(ω, t) ∼ (ω, t) = (ω′, t′) ∼ (ω′, t′).

Aśı, si notamos por [ω, t] a la clase de (ω, t) en BX para (ω, t) ∈ N(X), vemos que la
función

fX : BX =
(
N(X)/ ∼

)
→ |K(X)|

definida por fX([ω, t]) = f(ω, t) para todo [ω, t] ∈ BX es un homeomorfismo.

Más aún, dados dos posets X e Y y un morfismo de órdenes g : X → Y , un cálculo
directo muestra que

(|K(g)| ◦ fX)([ω, t])(y) =
∑

k∈(gω)−1(y)

tk = (fY ◦Bg)([ω, t])(y)

para todo [ω, t] ∈ BX y todo y ∈ Y . Se sigue que

|K(g)|fX = fYBg.

Esto concluye la demostración.
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1.2.7 Homoloǵıa de A–espacios

En virtud de la equivalencia débil ϕX : |K(X)| → X dada por el teorema 1.2.53, el cálculo
de los grupos de homoloǵıa singular de un espacio de Alexandroff T0 X se reduce al cálculo
de la homoloǵıa simplicial de K(X), lo cual es hoy un procedimiento estándar en topoloǵıa
algebraica. Es inmediato que la homoloǵıa simplicial de K(X) no es otra cosa que la
homoloǵıa del poset X, que hemos definido como P–homoloǵıa en [20]. Recordaremos
aqúı las definiciones involucradas.

Definición 1.2.66. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0. Para cada n ∈ N0,
definimos una n–cadena de X como un subconjunto totalmente ordenado de X de cardinal
n + 1. Aśı, una n–cadena de X es precisamente un n–śımplex de K(X). Una n–cadena
{x0, . . . , xn} de X en que x0 < · · · < xn será denotada por [x0, . . . , xn]. Si [x0, . . . , xn] es
una n–cadena de X, la cadena [x0, . . . , xn] − {xi} será denotada por [x0, . . . , x̂i, . . . , xn],
para i ∈ [n].

Para cada n ∈ N0, denotamos por Chn(X) al conjunto de n–cadenas de X.

Definición 1.2.67. Sea X un espacio de Alexandroff T0. El P–complejo de cadenas de
X será el complejo de cadenas C(X) = (Cn(X), dn)n∈Z definido por

Cn(X) =


⊕

Chn(X)

Z si n ≥ 0

0 si n < 0

donde, para n ∈ N, los morfismos dn : Cn(X) −→ Cn−1(X) están definidos por

dn([v0, . . . , vn]) =
n∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vn]

para toda cadena [v0, . . . , vn] ∈ Chn(X).

Es inmediato que el complejo C(X) es naturalmente isomorfo al complejo de cadenas
simplicial de K(X).

Definición 1.2.68. Sea X un espacio de Alexandroff T0. Para n ∈ Z definimos el n–ésimo
grupo de P–homoloǵıa de X como el n–ésimo grupo de homoloǵıa del complejo C(X). El
mismo será denotado por Hn(X).

Es claro entonces que, para todo espacio de Alexandroff T0 X y para todo n ∈ N0,
el grupo Hn(X) es naturalmente isomorfo al n–ésimo grupo de homoloǵıa simplicial de
K(X). Por [40, Teorema 2.27], este es a su vez naturalmente isomorfo al n–ésimo grupo
de homoloǵıa singular de |K(X)| que, por [40, Proposición 4.21], resulta naturalmente
isomorfo al n–ésimo grupo de homoloǵıa singular de X con coeficientes en Z para todo
n ∈ Z.

En particular, la caracteŕıstica de Euler de un espacio topológico finito T0 X es igual
a la suma alternada de las cantidades de n–cadenas de X, es decir

χ(X) =
∞∑
n=0

(−1)n#Chn(X).
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Definición 1.2.69. Sea X un espacio de Alexandroff T0 y sea A un subespacio de X.
Una n–cadena de (X,A) es una n–cadena de X que no está contenida en A. El conjunto
de n–cadenas de (X,A) será denotado por Chn(X,A).

Definición 1.2.70. Sea X un espacio de Alexandroff T0 y sea A un subespacio de X.
Definimos el P–complejo de cadenas de (X,A) como el complejo de cadenas C(X,A) =
C(X)/C(A). Para n ∈ Z, definimos el n–ésimo grupo de P–homoloǵıa de (X,A) como el
n–ésimo grupo de homoloǵıa del complejo C(X,A). El mismo será denotado por Hn(X,A).

Es fácil ver que existe un isomorfismo natural

Cn(X,A) ∼=
⊕

Chn(X,A)

Z

para todo n ∈ Z. Aśı, podemos asumir en general que Cn(X,A) es el grupo abeliano libre
generado por las n–cadenas de (X,A) para n ∈ Z.

Es claro, además, que el complejo C(X,A) es naturalmente isomorfo al complejo de
cadenas simplicial relativo con coeficientes en Z correspondiente al par (K(X),K(A)), de
donde se sigue que el n–ésimo grupo de P–homoloǵıa de (X,A) es naturalmente isomorfo
al n–ésimo grupo de homoloǵıa singular relativo del par (X,A) con coeficientes en Z.

Desde luego, las definiciones aqúı presentadas pueden modificarse para definir grupos
de P–homoloǵıa reducida de espacios de Alexandroff T0. Para esto, consideramos para un
espacio de Alexandroff T0 X, un P–complejo de cadenas aumentado C̃(X) que se obtiene
agregando a C(X) un grupo abeliano libre en grado −1 generado por la cadena vaćıa, y
un morfismo de aumentación d0 : C0(X)→ C−1(X) que “cuenta” 0–cadenas. Es fácil ver
entonces que el n–ésimo grupo de P–homoloǵıa reducida de un espacio de Alexandroff T0

X es naturalmente isomorfo al n–ésimo grupo de homoloǵıa singular de X con coeficientes
en Z. Notaremos los grupos de P–homoloǵıa reducida por H̃n(−).

El siguiente resultado será utilizado en el caṕıtulo 2 para estudiar problemas de
minimalidad de modelos finitos.

Proposición 1.2.71 ([20, Proposición 3.3]). Sea X un espacio de Alexandroff T0 y sea
D un subespacio discreto de X. Entonces

Hn(X,X −D) ∼=
⊕
x∈D

H̃n−1(Ĉx)

para todo n ∈ Z.

1.3 Nociones clásicas de teoŕıa de homotoṕıa

En esta sección haremos una introducción a algunos conceptos básicos de la teoŕıa de
homotoṕıa que serán necesarios a lo largo de este trabajo, como ser: fibraciones y cofibra-
ciones de Hurewicz, fibrados y revestimientos.

No pretendemos realizar un desarrollo profundo de la teoŕıa, sino poner a disposición
algunas de las propiedades básicas de estos objetos, aśı como proveer referencias a teoremas
clásicos importantes, algunos de los cuales serán utilizados en los caṕıtulos subsiguientes.

Las referencias principales para esta sección son [40, 75, 66, 46].
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1.3.1 Cofibraciones

Definición 1.3.1. Sean A, X y E espacios topológicos y sea i : A → X una función
continua. Decimos que i tiene la propiedad de extensión de homotoṕıas respecto de E si
para cualquier función continua f : X → E y para cualquier homotoṕıa H : A × I → E
tales que HiA0 = fi existe una homotoṕıa H̃ : X × I → E tal que H̃(i × IdI) = H y

H̃iX0 = f

Utilizando la ley exponencial, no es dif́ıcil ver que esto es equivalente a que la inclusión
i : A ↪→ X tenga la propiedad de levantamiento a derecha respecto de la evaluación
ev0 : EI → E. En efecto, tener funciones continuas H y f como arriba, es equivalente
a que H] : A→ EI y f : X → E sean tales que ev0H

] = fi mientras que tener una función
continua h : X → EI tal que hi = H] y ev0h = f es equivalente a que h[ : X × I → E sea
tal que h[(i× IdI) = H y h[iX0 = f .

A

X

A× I

X × I

E

H

f

H̃ = h[

i

iA0

iX0

i× IdI

X

A

E

EI

i ev0

H]

f

h

Definición 1.3.2. Sean A y X espacios topológicos y sea i : A→ X una función continua.
Decimos que i es una cofibración (de Hurewicz) si tiene la propiedad de extensión de
homotoṕıas respecto de todos los espacios topológicos.

Equivalentemente, i es una cofibración (de Hurewicz) si tiene la propiedad de levan-
tamiento a izquierda respecto a la evaluación ev0 : EI → E para todo espacio topológico
E.

Observación 1.3.3. Se sigue de las proposiciones 1.1.31, 1.1.34, 1.1.38 y 1.1.35 que las
composiciones, coproductos, pushouts y retractos de cofibraciones son cofibraciones.

Ejemplo 1.3.4. Sean X y E espacios topológicos. La proyección canónica πE : E×I → E
induce una función continua π]E : E → EI que resulta una sección de ev0 : EI → E. Se
sigue de 1.1.30 que la única flecha de ∅ en X tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de ev0. Aśı, la inclusión ∅ ↪→ X es una cofibración.

Ejemplo 1.3.5. Sean A y B espacios topológicos. Las funciones IdA y ∅ : ∅ → B son
cofibraciones. Se sigue que el coproducto IdA t ∅ : A t ∅ → A t B es una cofibración.
Luego, la inclusión canónica de A en A tB también lo es.

Si, en particular, la función 〈f, g〉 : AtB → X inducida por funciones continuas f : A→
X y g : B → X resulta una cofibración, entonces las funciones f y g son cofibraciones.
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Definición 1.3.6. Sean A y X espacios topológicos y sea f : A→ X una función continua.
Se define la relación ∼ en el espacio X t (A× I) como la relación de equivalencia generada
por

iX(f(a)) ∼ iA×I(a, 0)

para a ∈ A, donde iX : X → X t (A× I) y iA×I : A× I → X t (A× I) son las inclusiones
canónicas de X y de A × I en el coproducto, respectivamente. Definimos el cilindro
mapeante de f como el espacio cociente Zf = X t (A × I)/ ∼. No es dif́ıcil ver que se
tiene un pushout

X

A

Zf

A× I

pushf

jX

iA0

jA×I

donde las funciones jX y jA×I son las composiciones de las inclusiones canónicas iX y iA×I
con el cociente canónico q : X t (A× I)→ Zf .

La composición s = jA×Ii1 mapea homeomórficamente al espacio A en su imagen. Por
otro lado, es un resultado estándar que jX(X) es un retracto por deformación fuerte de
Zf . Aśı, se suele considerar que Zf es un espacio que contiene a A y a X como subespacios
(de manera canónica) y que se retrae a X dejando fijos a los puntos de este.

Denotaremos por j a la función canónica j : Zf → X × I inducida por la inclusión
iX0 : X → X × I y el producto f × IdI : A× I → X × I.

Proposición 1.3.7. Sean A y X espacios topológicos y sea i : A → X una función
continua. Entonces i es una cofibración si y sólo si existe una retracción r : X × I → Zi
de la función canónica j : Zi → X × I.

Demostración. Supongamos que i es una cofibración. Siguiendo la notación de la definición
anterior, en el diagrama

A

X

A× I

X × I

Zi

jA×I

jX

r

i

iA0

iX0

i× IdI

tenemos que jA×Ii
A
0 = jXi y por lo tanto, existe una función continua r : X × I → Zi tal

que r(i× IdI) = jA×I y riX0 = jX . Utilizando la propiedad universal del pushout, es fácil
ver que rj = IdZi .
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Para la proposición rećıproca, supongamos que r es una retracción de j y que se tienen
funciones continuas H : A× I → E y f : X → E tales que HiA0 = fi. Es claro que existe
una única función continua g : Zi → E tal que gjX = f y gjA×I = H. Es fácil ver que
griX0 = f y que gr(i× IdI) = H.

El siguiente teorema muestra que toda función continua entre espacios topológicos se
puede factorizar como una cofibración seguida de una equivalencia homotópica.

Teorema 1.3.8 ([66, Sección 1.4, Teorema 12]). Sean A y B espacios topológicos y sea
f : A→ B una función continua. Sea r : Zf → B la función definida por r([(a, t)]) = f(a)
para todo a ∈ A y por r([b]) = b para todo b ∈ B. Sea además s = jA×Ii1 : A → Zf la
función subespacio canónica definida en 1.3.6.

Entonces

1. s es una cofibración.

2. r es una retracción por deformación fuerte.

3. rs = f .

El siguiente resultado se deduce fácilmente y resulta una pieza clave para la carac-
terización de cofibraciones entre espacios topológicos finitos que daremos en el caṕıtulo
3.

Proposición 1.3.9. Sean A y X espacios topológicos y sea i : A → X una cofibración.
Entonces i es una función subespacio.

Demostración. Sea r : X × I → Zi una retracción de j : Zi → X × I. Tenemos que

jA×Ii
A
1 = rjjA×Ii

A
1 = r(i× IdI)i

A
1 = riX1 i.

Dado que jA×Ii
A
1 es subespacio, es claro que i también lo es.

Proposición 1.3.10. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X un subespacio. Si la
inclusión i : A→ X es una cofibración entonces X ×{0} ∪A× I es un retracto de X × I.

Demostración. Supongamos que i es una cofibración. Las restricciones

(i× IdI)| : A× I ↪→ X × {0} ∪A× I

y

iX0 | : X → X × {0} ∪A× I

de i× IdI y iX0 permiten obtener una homotoṕıa

H : X × I → X × {0} ∪A× I

tal que H(i × IdI) = i × IdI | y HiX0 = iX0 |. Se sigue fácilmente que H es una retracción
de la inclusión X × {0} ∪A× I ↪→ X × I.
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Si X es un espacio topológico y A ⊆ X es un subespacio cerrado, entonces X × {0} y
A× I son subespacios cerrados de X × I. No es dif́ıcil ver que el siguiente diagrama es un
pushout

X

A

X × {0} ∪A× I

A× I

pushi

iX0 |

iA0

(i× IdI)|

donde las funciones (i × IdI)| y iX0 | son las restricciones obvias definidas en la prueba
anterior.

En efecto, si f : A× I → E y g : X → E son funciones continuas tales que fiA0 = gi, la
única función h : X ×{0}∪A× I → E tal que h(i× IdI)| = f y hiX0 = g está definida por

h(x, 0) = g(x)

para todo x ∈ X y
h(a, t) = f(a, t)

para todo a ∈ A y todo t ∈ I. Es claro que h está bien definida y del lema de pegado se
deduce que h resulta continua.

Se sigue que Zi es naturalmente homeomorfo a X × {0} ∪A× I.
El siguiente resultado es inmediato.

Proposición 1.3.11. Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X un subespacio cerrado.
Entonces, la inclusión i : A → X es una cofibración si y sólo si X × {0} ∪ A × I es un
retracto de X × I.

La hipótesis de que A sea un subespacio cerrado en la proposición anterior no es
esencial. El matemático Arne Strøm probó en [70] el siguiente lema.

Lema 1.3.12 ([70, Lema 3]). Sea X un espacio topológico y sea A un subespacio de X tal
que X×{0}∪A×I es un retracto de X×I. Entonces, un subconjunto C de X×{0}∪A×I
es abierto si y sólo si C ∩X ×{0} es abierto en X ×{0} y C ∩A× I es abierto en A× I.

De este lema, no es dif́ıcil obtener la siguiente caracterización de cofibraciones.

Teorema 1.3.13 ([70, Teorema 2]). Sea X un espacio topológico y sea A un subespacio
de X. Entonces, la inclusión i : A ↪→ X es una cofibración si y sólo si X ×{0} ∪A× I es
un retracto de X × I.

Como veremos en el caṕıtulo 3, la hipótesis de que X ×{0} ∪A× I sea un retracto de
X × I en el lema 1.3.12 puede ser sustituida por una que resulta mucho más conveniente
para nuestro propósito de caracterizar cofibraciones entre espacios topológicos finitos. En
efecto, el resultado vale si pedimos en cambio que el espacio A sea un espacio topológico
finito (cf. lema 3.3.1).
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1.3.2 Fibraciones de Hurewicz

Es extensa la bibliograf́ıa que desarrolla la teoŕıa de fibraciones de Hurewicz, una impor-
tant́ısima herramienta en topoloǵıa algebraica. En esta sección introduciremos algunas
definiciones y enunciaremos los resultados más importantes de esta teoŕıa que pueden ser
ampliados y profundizados en [42, 75, 40, 66, 46].

Definición 1.3.14. Sean E, B y X espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Decimos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de X
si tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de la inclusión i0 : X → X × I.
Expĺıcitamente, p tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de X si
para cualquier función continua f : X → E y cualquier homotoṕıa H : X × I → B tales
que Hi0 = pf , existe una homotoṕıa H̃ : X × I → E tal que H̃i0 = f y pH̃ = H.

X × I

X

B

E

i0 p

f

H

H̃

Dado que la proyección canónica X × {0} → X es un homeomorfismo, es claro que p
tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de X si y sólo si p tiene la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de la inclusión i : X × {0} ↪→ X × I.

Definición 1.3.15. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Decimos que p es una fibración (de Hurewicz) si tiene la propiedad de le-
vantamiento de homotoṕıas respecto de todos los espacios topológicos.

Observación 1.3.16. Se sigue de las proposiciones 1.1.32, 1.1.33, 1.1.37 y 1.1.36 que las
composiciones, productos, pullbacks y retractos de fibraciones son fibraciones.

Más aún, si p : E → B es una fibración y X es un espacio exponenciable, utilizando la
ley exponencial no es dif́ıcil ver que pX : EX → BX es también fibración.

Ejemplo 1.3.17. Sea F un espacio topológico. Dado que para cualquier espacio topológi-
co X la inclusión i0 : X → X×I es una sección de la proyección canónica πX : X×I → X,
se sigue de 1.1.30 que la única función F → ∗ es fibración de Hurewicz.

Expĺıcitamente, para cualquier espacio topológico X y cualquier función continua
f : X → F , la función fπX : X × I → F es un levantado de X × I → ∗ por F → ∗
a partir de f .

X × I

X

∗

F

i0

f

fπX
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Ejemplo 1.3.18. Sean B y F espacios topológicos y sea πB : B × F → B la proyección
canónica. Dado que la única función F → ∗ es fibración y que πB es el pullback de F → ∗
a lo largo de B → ∗, se sigue que πB es fibración de Hurewicz.

Ejemplo 1.3.19. Sea B un espacio topológico y sea t ∈ I. La evaluación evt : B
I → B

es fibración de Hurewicz. Para ver esto, observemos primero que I × {t} ∪ {0} × I es un
retracto de I×I de donde se sigue que X×I×{t}∪X×{0}×I es un retracto de X×I×I
para cualquier espacio topológico X.

Ahora bien, sea X un espacio topológico, sea H : X × I → B una homotoṕıa y sea
f : X → BI una función continua tal que Hi0 = evtf . Sea ρ : X × I × I → X × I × {t} ∪
X × {0} × I una retracción. Definimos Γ: X × I × {t} ∪X × {0} × I → B por

Γ(x, r, s) =

{
H(x, r) si s = t,
f(x)(s) si r = 0.

Dado que Hi0 = evtf , es claro que Γ está bien definida. Es claro además que las
restricciones de Γ a X × I × {t} y a X × {0} × I son continuas. Se sigue del lema
de pegado que Γ es continua. Es fácil ver que la función (Γρ)] : X × I → BI inducida por
Γρ por la ley exponencial es un levantado de H por evt desde f . En efecto,

(Γρ)](x, 0)(s) = Γρ(x, 0, s) = Γ(x, 0, s) = f(x)(s)

para todo x ∈ X y todo s ∈ I, de donde obtenemos que (Γρ)]i0 = f , y

evt(Γρ)](x, r) = (Γρ)](x, r)(t) = Γρ(x, r, t) = Γ(x, r, t) = H(x, r)

para todo x ∈ X y todo r ∈ I, de donde obtenemos que evt(Γρ)] = H.

Definición 1.3.20. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Definimos el espacio E ×p BI = {(e, γ) ∈ E × BI : p(e) = γ(0)} con la
topoloǵıa de subespacio de E ×BI .

En la situación de la definición anterior, no es dif́ıcil probar que el siguiente diagrama
conmutativo es un pullback, donde πE y πBI son las restricciones a E ×p BI de las
proyecciones canónicas de E ×BI a E y a BI , respectivamente:

BI

E ×p BI

B

E

pullπBI

πE

p

ev0

Notemos que la construcción E ×p BI es formalmente dual a la construcción del cilindro
Zi definida en 1.3.6.

Definición 1.3.21. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Sea ρ : EI → E ×p BI la función inducida por las funciones ev0 : EI → E
y pI : EI → BI .

Sea Λ: E×pBI → EI una función continua. Decimos que Λ es una función levantadora
de caminos para p si Λ es una sección de ρ.
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Observación 1.3.22. Sean E y B espacios topológicos, sea p : E → B una función continua
y, como en la definición anterior, sea ρ : EI → E×pBI la función inducida por las funciones
ev0 : EI → E y pI : EI → BI . Sean además, como antes, πE y πBI las restricciones a
E ×p BI de las proyecciones canónicas de E ×BI a E y a BI , respectivamente.

Sea Λ una función levantadora de caminos para p. Entonces ρΛ = IdE×pBI y por lo

tanto se tiene que ev0Λ = πEρΛ = πE y que pIΛ = πBIρΛ = πBI .

Rećıprocamente, si Λ: E ×p BI → EI es una función continua tal que ev0Λ = πE y
pIΛ = πBI , entonces πEρΛ = ev0Λ = πE y πBIρΛ = pIΛ = πBI . Por propiedad universal
del pullback, es claro que ρΛ = IdE×pBI y por lo tanto, Λ es una función levantadora de
caminos para p.

Luego, las funciones levantadoras de caminos para p son precisamente las funciones
continuas Λ: E ×p BI → EI tales que ev0Λ = πE y pIΛ = πBI .

La proposición 1.3.23 que probaremos a continuación es una importante caracterización
de las fibraciones de Hurewicz y resulta dual a la proposición 1.3.7 para cofibraciones.

Proposición 1.3.23. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Entonces p es fibración de Hurewicz si y sólo si p tiene una función levantadora
de caminos.

Demostración. Supongamos primero que p es fibración de Hurewicz. Sean πE : E×pBI →
E y πBI : E ×p BI → BI las restricciones de las proyecciones canónicas de E ×BI a E y
a BI .

Notemos que ev(πBI × IdI)i0 = pπE y por lo tanto existe λ : E ×p BI × I → E tal que
pλ = ev(πBI × IdI) y λi0 = πE .

E ×p BI × I

E ×p BI

B

E

i0 p

πE

ev(πBI × IdI)

λ

Sea Λ = λ] : E ×p BI → EI la función inducida por λ por la ley exponencial. Es
fácil probar que ev0Λ = λi0 = πE y que pIΛ = (pλ)] = πBI . De la observación anterior,
concluimos que Λ es una función levantadora de caminos para p.

Supongamos ahora que p tiene una función levantadora de caminos Λ. Sea X un
espacio topológico y sean f : X → E y H : X × I → B funciones continuas tales que
Hi0 = pf .

Sea H] : X → BI la función inducida por H por la ley exponencial. Entonces ev0H
] =

Hi0 = pf y por lo tanto, existe una única función continua φ : X → E ×p BI tal que
πEφ = f y πBIφ = H].
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X

BI

E ×p BI

B

E

EI

f

H]

φ

πE

ev0

πBI p

Λ ev0

pI

Sea H̃ = (Λφ)[ : X × I → E la función inducida por Λφ por la ley exponencial.
Entonces H̃i0 = ev0Λφ = πEφ = f y (pH̃)] = pIΛφ = πBIφ = H] de donde obtenemos
claramente que pH̃ = H. Se sigue que p es fibración de Hurewicz.

Enunciamos a continuación algunos resultados importantes de la teoŕıa de fibraciones.

Teorema 1.3.24 ([40, Proposición 4.61]). Sean E y B espacios topológicos con B ar-
coconexo y sea p : E → B una fibración de Hurewicz. Entonces las fibras de p son
homotópicamente equivalentes.

Teorema 1.3.25 ([75, Teorema 5.6.4]). Sean p : E → B y p̃ : Ẽ → B dos fibraciones de
Hurewicz y sea h : E → Ẽ una equivalencia homotópica que es una flecha sobre B de p a
p̃. Entonces h es una equivalencia homotópica por fibras.

El siguiente teorema muestra que toda función continua entre espacios topológicos
se puede factorizar como una equivalencia homotópica seguida de una fibración. Como
consecuencia, se obtiene que toda función continua es homotópicamente equivalente por
fibras a una fibración de Hurewicz.

Teorema 1.3.26 ([40, p. 407]). Sean A y B espacios topológicos y sea f : A → B una
función continua. Sea i : A → A ×f BI la función definida por i(a) = (a,Cf(a)) y sea

p : A ×f BI → B la composición A ×f BI ↪→ A × BI
π
BI−−→ BI ev1−−→ B donde A ×f BI ↪→

A×BI es la inclusión y πBI : A×BI → BI es la proyección canónica. Entonces

1. i es una equivalencia homotópica y subespacio.

2. p es una fibración de Hurewicz.

3. pi = f .

Más aún, el espacio i(A) es un retracto por deformación fuerte de A×f BI y la retracción
correspondiente está inducida por la proyección canónica A×f BI � A.
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En las condiciones del teorema anterior, se suele considerar que A es un retracto por
deformación fuerte de A×f BI y que i es la inclusión.

La siguiente generalización del concepto de fibración de Hurewicz suele ser de gran
utilidad.

Definición 1.3.27. Una función continua se denomina fibración de Serre si tiene la
propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de cubos In (o discos Dn) para n ∈ N0.

Equivalentemente, una función continua es una fibración de Serre si tiene la propiedad
de levantamiento de homotoṕıas respecto de CW–complejos (ver [40, p. 376]).

Teorema 1.3.28 ([40, Teorema 4.41]). Sean E y B espacios topológicos, sea p : E → B
una fibración de Serre y sea b0 ∈ B. Sea F = p−1(b0). Entonces, para cada x0 ∈ F se
tiene una sucesión exacta larga

· · · −→ πn(F, x0)
i∗−→ πn(E, x0)

p∗−→ πn(B, b0)→ πn−1(F, x0)
i∗−→ · · · i∗−→ π0(E, x0)→ 0

donde i∗ es la función inducida por la inclusión i : F ↪→ E y p∗ es la función inducida por
p.

La siguiente definición resultará muy útil en el caṕıtulo 5, en el que estudiaremos
fibraciones entre espacios topológicos finitos T0.

Definición 1.3.29. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una fibración de
Hurewicz. Una función levantadora de caminos Λ para p se llamará regular si levanta
caminos constantes a caminos constantes, es decir, si Λ(e, Cb) = Ce para cualquier b ∈ B
y cualquier e ∈ p−1(b).

Un resultado de W. Hurewicz establece que las fibraciones sobre espacios métricos
tienen funciones de levantamiento regulares.

Teorema 1.3.30 ([42, Sección 3]). Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B
una fibración de Hurewicz. Si B es un espacio métrico, entonces p tiene una función
levantadora de caminos regular.

Un important́ısimo resultado de la teoŕıa de fibraciones de Hurewicz establece que,
bajo ciertas condiciones, una fibración local es una fibración. Este teorema y uno de sus
corolarios ocupan un rol fundamental en la teoŕıa de fibrados que desarrollaremos en la
subsección 1.3.3. Veamos las definiciones necesarias para enunciar dichos resultados. Estas
pueden encontrarse en [66].

Definición 1.3.31. Sea X un espacio topológico y sea A un cubrimiento de X.
El cubrimiento A de X se dice localmente finito si para todo x ∈ X existe un entorno

U de x que interseca finitos elementos de A.
El cubrimiento A se dice numerable si es localmente finito y para todo U ∈ A existe

una función continua fU : X → I tal que U = f−1
U ((0, 1]).

Definición 1.3.32. Sea X un espacio topológico y sea A un cubrimiento de X. Un
cubrimiento B de X se llamará refinamiento de A si para todo U ∈ B existe V ∈ A tal
que U ⊆ V .

Un refinamiento B de A se dirá abierto si es abierto como cubrimiento, es decir, si sus
elementos son conjuntos abiertos.
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Definición 1.3.33. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un espacio paracom-
pacto si todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Definición 1.3.34. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una función
continua. Decimos que p es una fibración (de Hurewicz) local si existe un cubrimiento
abierto B de B tal que para todo U ∈ B, la restricción p| : p−1(U) → U es una fibración
de Hurewicz.

Observación 1.3.35. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una fibración de
Hurewicz. Para cualquier A ⊆ X, podemos considerar la restricción p| : p−1(A) → A de
p. Dado que p| es el pullback de p a lo largo de la inclusión A ↪→ X, se sigue de 1.1.37
que p| tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de todos los espacios
topológicos y por lo tanto es una fibración de Hurewicz.

Aśı, toda fibración de Hurewicz es una fibración local. Existen, sin embargo, ejemplos
de fibraciones locales que no son fibraciones de Hurewicz. Uno de estos ejemplos es
desarrollado en [76].

Enunciamos ahora los resultados anteriormente mencionados.

Teorema 1.3.36 ([66, Sección 2.7, Teorema 12]). Sean E y B espacios topológicos y sea
p : E → B una función continua. Si existe un cubrimiento numerable B de B tal que para
todo U ∈ B la restricción p| : p−1(U) → U de p es una fibración de Hurewicz entonces p
es también una fibración de Hurewicz.

Es un hecho conocido que si B es un espacio paracompacto y Hausdorff entonces todo
cubrimiento abierto de B tiene un refinamiento numerable. Se obtiene entonces el corolario
siguiente (ver [42, Sección 4] o [66, Sección 2.7, Teorema 13]):

Corolario 1.3.37 (“Teorema de Uniformización de Hurewicz”). Sean E y B espacios
topológicos con B paracompacto y Hausdorff y sea p : E → B una función continua.
Entonces p es fibración de Hurewicz si y sólo si es fibración de Hurewicz local.

1.3.3 Fibrados

Exponemos a continuación las principales definiciones y resultados de la teoŕıa de fibrados.
La bibliograf́ıa básica para esta subsección es [66, 67].

Definición 1.3.38. Sean E, B y F espacios topológicos con B conexo y sea p : E → B una
función continua. Diremos que la cuaterna (E,B, F, p) es un fibrado sobre B con fibra F y
espacio total E si para todo b ∈ B existe un entorno U de b, llamado entorno trivializante
de b y un homeomorfismo ϕ : p−1(U)→ U ×F , llamado morfismo trivializante de U , tales
que πUϕ = p| donde πU : U × F → U es la proyección canónica y p| : p−1(U) → U es la
restricción de p. Esto es, el diagrama

p−1(U) U × F

U

ϕ

p| πU

56



1.3 Nociones clásicas de teoŕıa de homotoṕıa

conmuta.

Por simplicidad, diremos que una función continua p : E → B es un fibrado (sobre B
con fibra F y espacio total E) si (E,B, F, p) es un fibrado.

Ejemplo 1.3.39. Sean B y F espacios topológicos con B conexo y sea πB : B × F → B
la proyección canónica. Entonces πB es un fibrado con fibra F .

Ejemplo 1.3.40. Sea X un espacio topológico, sea f un automorfismo de X y sea ∼ la
relación de equivalencia en X × I generada por (x, 0) ∼ (f(x), 1) para todo x ∈ X. Se
define el toro mapeante de f como el espacio cociente Tf = X × I/ ∼.

Sea q : X × I → Tf la proyección al cociente y sea πI : X × I → I la proyección
canónica a la segunda coordenada. Consideremos a S1 como el subespacio de C formado
por los números complejos de módulo 1 y sea ρ : I → S1 la función (claramente continua)
definida por ρ(t) = e2πit. Es fácil ver que ρπI “pasa al cociente” y por lo tanto induce
una única función continua p : Tf → S1 tal que ρπI = pq, necesariamente definida por
p(q(x, t)) = e2πit para todo x ∈ X y todo t ∈ I.

Puede probarse que p es un fibrado con base S1, espacio total Tf y fibra X.

En particular, el toro mapeante de IdS1 es el toro usual, mientras que el toro mapeante
de la función conjugación compleja, restringida a un automorfismo de S1, es la botella de
Klein.

Observación 1.3.41. Sea (E,B, F, p) un fibrado, sea b ∈ B, sea U un entorno trivializante
de b y sea ϕ un morfismo trivializante de U . No es dif́ıcil ver que se tiene un diagrama
conmutativo

p−1(U) U × F

U

ϕ

p|
πU

p−1(b) {b} × F

{b}

ϕ|

p|
π{b}

donde las flechas no rotuladas son las inclusiones y las “caras rectangulares” son pullbacks.
Dado que ϕ es homeomorfismo, ϕ| también lo es.

Se sigue entonces que las fibras de p son homeomorfas a {b} × F y por lo tanto a F .

Dado que las proyecciones de productos son fibraciones de Hurewicz, de la definición
de fibrado se sigue que los fibrados son fibraciones locales. Del Teorema de Uniformización
de Hurewicz (Corolario 1.3.37), se obtiene inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 1.3.42 ([66, Sección 2.7, Teorema 14]). Sean E y B espacios topológicos con B
conexo, paracompacto y Hausdorff y sea p : E → B un fibrado. Entonces p es una fibración
de Hurewicz.
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Definición 1.3.43. Sean E, E′ y B espacios topológicos con B conexo y sean p : E → B
y p′ : E′ → B dos fibrados. Un morfismo de fibrados φ de p a p′ es una función continua
φ : E → E′ tal que p′φ = p, es decir, tal que se tiene un diagrama conmutativo:

E E′

B

φ

p p′

Por lo tanto, un morfismo de fibrados de p a p′ es una flecha de p a p′ en la categoŕıa
Top/B de espacios topológicos sobre B. Notemos que si φ es un homeomorfismo, φ−1 es
un morfismo de fibrados de p′ a p, y por lo tanto, φ es un isomorfismo en Top/B. En
este caso, diremos que φ es un isomorfismo de fibrados. Si p = p′, entonces φ es llamado
automorfismo de fibrados de p.

La siguiente proposición es clásica.

Proposición 1.3.44. Sean E, B, F e Y espacios topológicos con B e Y conexos, sea
p : E → B un fibrado con fibra F y sea f : Y → B una función continua. Entonces el
pullback de p a lo largo de f es un fibrado con fibra F .

Demostración. Sea U un entorno trivializante de B y sea φ : p−1(U)→ U×F un morfismo
trivializante de U . Veremos que f−1(U) es un entorno trivializante de Y .

Sea X, junto con flechas q : X → Y y g : X → E, un pullback del diagrama Y
f−→ B

p←−
E. Sean q| : q−1(f−1(U))→ f−1(U), p| : p−1(U)→ U y f | : f−1(U)→ U las restricciones
de q, p y f , respectivamente. Dado que p| es el pullback de p a lo largo de la inclusión
U ↪→ B y q| es el pullback de q a lo largo de la inclusión f−1(U) ↪→ Y , la restricción
g| : q−1(f−1(U))→ p−1(U) de g es la única flecha que hace conmutar el diagrama

Y

X

B

E
g

p

q

f

f−1(U)

q−1(f−1(U))

U

p−1(U)

p|

q|

f |

Observemos que f |×IdF es el pullback de f | a lo largo de la proyección πU : U×F → U
y que g| es el pullback de f | a lo largo de p|. No es dif́ıcil ver entonces que se tiene un
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diagrama conmutativo

p−1(U) U × F

U

φ

p|
πU

q−1(f−1(U)) f−1(U)× F

f−1(U)

φ′

q|
π

g|

f |

donde la flecha no rotulada de f−1(U)×F en U×F es f |×IdF , la flecha π es la proyección

canónica y la flecha φ′ es la flecha inducida entre los pullbacks de f−1(U)
f |−→ U

p|←− p−1(U)

y de f−1(U)
f |−→ U

πU←−− U × F por las flechas Idf−1(U), IdU y φ.
Se sigue fácilmente que la “cara superior” del diagrama anterior es un pullback, de

donde obtenemos que φ′ es un homeomorfismo. Aśı, f−1(U) es un entorno trivializante
con morfismo trivializante φ′.

Ahora bien, es claro que para cualquier punto y ∈ Y , el espacio f−1(U) es un entorno
trivializante de y en Y , para cualquier entorno trivializante U de f(y) en B. El resultado
se sigue.

1.3.4 Revestimientos

Definición 1.3.45. Sean X y X̃ espacios topológicos y sea p : X̃ → X una función
continua. Sea U ⊆ X un subespacio abierto. Decimos que U está parejamente cubierto
por p si p−1(U) es unión disjunta de abiertos de X̃ que se mapean homeomórficamente
sobre U por p.

Definición 1.3.46. Sean X y X̃ espacios topológicos y sea p : X̃ → X una función
continua. Decimos que la terna (X̃, p,X) es un revestimiento si para todo punto x de X
existe un entorno abierto de x parejamente cubierto por p.

Si (X̃, p,X) es un revestimiento, es usual llamar revestimiento de X tanto al espacio
X̃ como a la función p.

Ejemplo 1.3.47. Los homeomorfismos son revestimientos.

Ejemplo 1.3.48. Consideremos nuevamente a S1 como el subespacio de C formado por
los números complejos de módulo 1 y sea p : R → S1 la función continua definida por
p(t) = e2πit. No es dif́ıcil ver que p es un revestimiento de S1. En efecto, para cada
z ∈ S1, tenemos que S1 − {−z} es un entorno abierto de z, que p−1(S1 − {−z}) =⋃
n∈Z

(φ+ n, φ+ n+ 1) donde φ es cualquier solución de la ecuación e2πiφ = −z, y que cada

intervalo (φ+ n, φ+ n+ 1) se mapea homeomórficamente por p sobre S1 − {−z}.
De manera similar, la función p×p : R×R→ S1×S1 es un revestimiento. Componiendo

con los homeomorfismos canónicos, se puede considerar a p× p como un revestimiento de
R2 en el toro T2.
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Proposición 1.3.49. Sean X y X̃ espacios topológicos con X conexo y sea p : X̃ → X
una función continua.

Entonces p es un revestimiento si y sólo si es un fibrado con fibra discreta.

Demostración. Supongamos que (X̃, p,X) es un revestimiento. Veremos primero que para
cada x ∈ X existe un entorno Ux de x y un homeomorfismo ϕx : p−1(Ux) → Ux × p−1(x)
tal que πUxϕx = p| donde πUx : Ux × p−1(x)→ Ux es la proyección y p| : p−1(Ux)→ Ux es
la restricción de p.

Sea entonces x ∈ X. Existe un entorno Ux de x tal que

p−1(Ux) =
⋃
α∈F

Vα

donde F es algún conjunto, donde los conjuntos Vα, α ∈ F , son abiertos disjuntos dos a
dos, y donde la restricción pα : Vα → Ux de p es un homeomorfismo para cada α ∈ F . No
es dif́ıcil ver que se tiene un homeomorfismo ϕ :

⋃
α∈F

Vα → Ux × F definido por ϕ(x̃) =

(p(x̃), α) para x̃ ∈ Vα con α ∈ F , donde F es considerado como un espacio topológico
discreto. Es claro entonces que se tiene un diagrama conmutativo

p−1(Ux) Ux × F

Ux

ϕ

p| πUx

donde πUx es la proyección a la primera coordenada y p| es la restricción de p.

Es evidente que ϕ mapea a p−1(x) sobre {x} × F homeomórficamente y por lo tanto,

tenemos un homeomorfismo F
ix−→ {x} × F ϕ−1|−−−→ p−1(x) que induce un homeomorfismo

Ux × F ∼= Ux × p−1(x). Componiendo ϕ con este último obtenemos el homeomorfismo ϕx
deseado.

Sea ahora x0 ∈ X. Notemos que, por lo que hemos probado, el cardinal de p−1(z), z ∈
X, es localmente constante. Dado que X es conexo, tenemos que p−1(z) ∼= p−1(x0) para
todo z ∈ X. Es fácil ver entonces que se tienen morfismos trivializantes φz : p−1(Uz) →
Uz × p−1(x0) que se obtienen componiendo ϕz con IdUz × h para algún homeomorfismo
h : p−1(z)→ p−1(x0). Se sigue que p es un fibrado con fibra discreta p−1(x0).

Supongamos ahora que p es un fibrado con fibra F discreta. Basta probar que todo
entorno trivializante (de algún punto de X) está parejamente cubierto por p. Sea U ,
entonces, un entorno trivializante de algún punto de X y sea ϕ un morfismo trivializante
de U . Por propiedad universal del producto y del coproducto, existe una única función
continua φ :

∐
α∈F

U → U × F tal que πUφiα = IdU y πFφiα = Cα para todo α ∈ F , donde

πU y πF son las proyecciones canónicas de U × F en U y F , respectivamente, e iα es la
inclusión canónica de U en el coproducto para cada α ∈ F .

Un cálculo expĺıcito muestra que, dado que F es discreto, φ es un homeomorfismo cuyo
inverso φ−1 está definido por φ−1(z, β) = iβ(z) para z ∈ U y β ∈ F .
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p−1(U) U × F
∐
α∈F

U U

U

ϕ

∼=

p|
πU

φ

∼=

πUφ IdU

iβ

No es dif́ıcil ver que p−1(U) =
⋃
α∈F

ϕ−1φiα(U) y que ϕ−1φiα(U) se mapea homeomór-

ficamente sobre U por p para todo α ∈ F . Se sigue que p es un revestimiento.

El siguiente resultado se desprende de [40, Proposición 1.30].

Teorema 1.3.50. Sea X un espacio topológico y sea p : X̃ → X un revestimiento.
Entonces p es una fibración de Hurewicz.

El siguiente teorema muestra que el levantado por un revestimiento de una función
continua con dominio conexo, si existe, es único.

Teorema 1.3.51 ([40, Proposición 1.34]). Sea p : X̃ → X un revestimiento, sea Y un
espacio topológico conexo, sea y ∈ Y y sean f̃1, f̃2 : Y → X̃ dos funciones continuas tales
que pf̃1 = pf̃2 y f̃1(y) = f̃2(y). Entonces f̃1 = f̃2.

Corolario 1.3.52. Sea p : X̃ → X un revestimiento. Entonces p es una fibración de
Hurewicz con levantamiento único de caminos, esto es, para cualquier camino γ en X y
cualquier punto x̃ ∈ p−1(γ(0)), existe un único camino γ̃ tal que γ̃(0) = x̃ y pγ̃ = γ.

Cuando se estudia la relación entre revestimientos y grupos de homotoṕıa, es con-
veniente considerar revestimientos entre espacios punteados que preservan puntos base.
Resulta útil entonces la siguiente definición.

Definición 1.3.53. Diremos que una función entre espacios punteados p : (X̃, x̃0) →
(X,x0) es un revestimiento (punteado) si p : X̃ → X es un revestimiento y preserva puntos
base.

Proposición 1.3.54 ([40, Proposición 1.31]). Sea p : (X̃, x̃0)→ (X,x0) un revestimiento.
Entonces, p∗ : π1(X̃, x̃0)→ π1(X,x0) es un monomorfismo.

Proposición 1.3.55 ([40, Proposición 1.33]). Sea p : (X̃, x̃0)→ (X,x0) un revestimiento.
Sea Y un espacio topológico arcoconexo y localmente arcoconexo, sea y0 ∈ Y y sea
f : (Y, y0) → (X,x0) una función continua. Entonces, existe un levantado f̃ : (Y, y0) →
(X̃, x̃0) de f por p si y sólo si f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(X̃, x̃0)) donde f∗ y p∗ son los
morfismos inducidos por f y p, respectivamente, entre los grupos fundamentales.

La siguiente definición resulta de extrema utilidad en el desarrollo de la teoŕıa de
revestimientos.
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Definición 1.3.56. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es semilocalmente
simplemente conexo si para todo x ∈ X existe un entorno U de x tal que la inclusión
i : U → X induce el morfismo trivial

i∗ : π1(U, x)→ π1(X,x)

entre los grupos fundamentales.

Proposición 1.3.57 ([40, Proposición 1.36]). Sea X un espacio topológico arcoconexo,
localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente conexo, sea x0 ∈ X y sea G un
subgrupo de π1(X,x0). Entonces existe un revestimiento p : (X̃, x̃0) → (X,x0) tal que
p∗(π1(X̃, x̃0)) = G.

La proposición anterior, muestra en particular que todo espacio arcoconexo, localmente
arcoconexo y semilocalmente simplemente conexo tiene un revestimiento simplemente
conexo.

Definición 1.3.58. Sea p : X̃ → X un revestimiento. Decimos que p es un revestimiento
universal de X si el espacio X̃ es simplemente conexo,

En virtud de la siguiente proposición, se sigue que el revestimiento universal de un
espacio arcoconexo y localmente arcoconexo es único salvo isomorfismo.

Proposición 1.3.59 ([40, Proposición 1.37]). Sea X un espacio arcoconexo y localmente
arcoconexo, sea x0 ∈ X y sean p1 : (X̃1, x̃1) → (X,x0) y p2 : (X̃2, x̃2) → (X,x0) dos
revestimientos de (X,x0). Entonces existe un isomorfismo de revestimientos punteados
f : p1

∼= p2 si y sólo si (p1)∗(π1(X̃1, x̃1)) = (p2)∗(π1(X̃2, x̃2)).

Dicho isomorfismo, si existe, es el único levantado de p1 por p2.

La siguiente proposición será de utilidad en la sección 2.2.

Proposición 1.3.60 ([40, Sección 1.3, Ejercicio 15]). Sea X un espacio topológico conexo
y sea p : X̃ → X el revestimiento universal de X. Sea A ⊆ X un subespacio arcoconexo y
localmente arcoconexo de X y sea i : A→ X la inclusión. Sea además Ã una componente
conexa de p−1(A), sea ã ∈ Ã y sea a = p(ã). Entonces, la restricción p̃ : (Ã, ã)→ (A, a) de
p es el revestimiento que corresponde al subgrupo ker(i∗) de π1(A, a) donde i∗ : π1(A, a)→
π1(X, a) es la función inducida por i entre los grupos fundamentales.

Demostración. Sea p| : p−1(A)→ A la restricción de p. No es dif́ıcil probar por definición
que p| es un revestimiento de A. Sin embargo, una demostración alternativa se obtiene
de 1.3.49 y 1.3.44, observando que, dado que p es un fibrado con fibra discreta y p| es el
pullback de p a lo largo de i, entonces p| también es un fibrado con fibra discreta y por lo
tanto, un revestimiento.

Veamos ahora que p̃ es revestimiento. Sea a0 ∈ A y sea U un entorno abierto
arcoconexo de a0 parejamente cubierto por p|. Entonces p−1(U) =

⋃
α∈Γ

Uα donde Γ es

un conjunto de ı́ndices, donde cada Uα se mapea homeomórficamente sobre U por p y
donde los conjuntos Uα, α ∈ Γ, son disjuntos dos a dos.
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Observemos que, dado que U es arcoconexo, Uα es arcoconexo para cada α ∈ Γ. Puesto
que Ã es una componente conexa de p−1(A), para cada α ∈ Γ se tiene que Uα∩Ã ∈ {∅, Uα}.

Luego

p̃−1(U) = p−1(U) ∩ Ã =
⋃
α∈Γ

(Uα ∩ Ã) =
⋃
α∈Γ0

Uα

donde Γ0 = {α ∈ Γ : Uα ∩ Ã 6= ∅}. Se sigue que U está parejamente cubierto por p̃. Aśı,
p̃ es un revestimiento.

Veamos ahora que p̃∗(π1(Ã, ã)) = ker i∗. Puesto que ip̃ se factoriza a través de X̃ y X̃
es simplemente conexo, es claro que i∗p̃∗ = 0 y por lo tanto, que p̃∗(π1(Ã, ã)) ⊆ ker i∗.

Veamos la otra inclusión. Sea g : (S1, 1) → (A, a) una función continua tal que [g] ∈
ker i∗. Entonces ig es nullhomotópica y se sigue de 1.3.55 que existe un levantado

g̃ : (S1, 1)→ (X̃, ã)

de ig por p. Más aún, la imagen de g̃ es arcoconexa y por lo tanto está contenida en Ã.
Aśı, podemos considerar la restricción g′ : (S1, 1)→ (Ã, ã) de g̃.

S1

A

Ã

X

X̃p−1(A)

pull

g̃

g

g′

i

p̃
pp|

Es inmediato ver que

[g] = [p̃g′] = p̃∗([g
′]) ∈ p̃∗(π1(Ã, ã)).

El resultado se sigue.

Teorema 1.3.61 (Teorema de clasificación de revestimientos, [40, Teorema 1.38]). Sea
X un espacio topológico arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente
conexo y sea x0 ∈ X. La asignación p 7→ p∗(X̃, x̃0) induce una biyección entre el conjunto
de clases de equivalencia de revestimientos punteados p : (X̃, x̃0) → (X,x0) y el conjunto
de subgrupos de π1(X,x0).

63





Caṕıtulo 2

Problemas de minimalidad

2.1 Introducción

Dos espacios topológicos X e Y se dicen débilmente equivalentes si existen espacios

X0, X1, · · · , Xn

tales que X0 = X, Xn = Y y tales que para cada i = 1, . . . , n existe una equivalencia débil
(cf. definición 1.2.51)

fi : Xi−1 → Xi

o una equivalencia débil

fi : Xi → Xi−1.

Es claro que dos espacios débilmente equivalentes tendrán grupos de homotoṕıa, ho-
moloǵıa y cohomoloǵıa isomorfos. Aśı, dado un espacio X, puede utilizarse un espacio X
débilmente equivalente a X para calcular los invariantes homotópicos débiles de X.

Un modelo finito de un espacio topológico X es un espacio topológico finito T0 P
débilmente equivalente a X. Se sigue del teorema de Whitehead [40, Teorema 4.5] que
si X es un CW–complejo, los modelos finitos de X son precisamente los espacios finitos
T0 tales que la realización geométrica de su complejo simplicial asociado (cf. 1.2.46) es
homotópicamente equivalente a X. Es bien sabido que todo CW–complejo compacto es
homotópicamente equivalente a la realización geométrica de un complejo simplicial finito
[40, Teorema 2C.5]. Se sigue del teorema 1.2.61 que todo CW–complejo compacto admite
un modelo finito.

Un problema que surge de manera natural con respecto a los modelos finitos, entonces,
consiste en encontrar los modelos finitos minimales de un CW–complejo compacto X,
esto es, modelos finitos de X de la menor cardinalidad posible. El primer problema de
minimalidad del cual tenemos referencia fue formulado por J. P. May en [48], donde el
autor se pregunta si la suspensión no Hausdorff n–ésima de la 0–esfera, que es el poset
SnS0 de 2n + 2 puntos, es un modelo finito minimal de la n–esfera y conjetura que la
respuesta es afirmativa.

Esta conjetura fue probada por Barmak y Minian en [7]. Más precisamente, fue
probado el siguiente teorema del cual se deduce que la conjetura de May es cierta.
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Teorema 2.1.1 ([7, Teorema 2.12]). Sea X 6= ∗ un espacio topológico finito sin beat
points. Entonces X tiene al menos 2h(X) + 2 puntos, donde h(X) denota la altura de
X. Más aún, si X tiene exactamente 2h(X) + 2 puntos, entonces X es homeomorfo a
Sh(X)S0.

De este teorema, se deduce además que el espacio Sh(X)S0 es el único modelo finito
minimal de Sn. En el mismo art́ıculo, Barmak y Minian dan una caracterización de
los modelos finitos minimales de los grafos finitos, es decir, de CW–complejos finitos de
dimensión 1.

A pesar de la aparente simplicidad de su formulación, el problema de encontrar modelos
finitos minimales de un espacio es un problema muy dif́ıcil debido a la falta de herramientas
que relacionen invariantes homotópicos débiles de posets finitos con la información que
puede ser obtenida a partir de sus diagramas de Hasse. Más aún, el número de posets
de n puntos parece crecer de manera exponencial en n2 (véase [14]) lo que dificulta el
abordaje de este tipo de problemas mediante el uso de computadoras por métodos de
“fuerza bruta” para valores de n mayores o iguales a 12.

En la literatura aparecen diversas preguntas sobre modelos finitos minimales. En
[5, Ejemplo 7.1.1] se construye un modelo finito del plano proyectivo real de 13 puntos
como el poset de celdas de una estructura celular regular del mismo. El opuesto a este
poset ya hab́ıa sido obtenido en [39] a partir de una construcción denominada doble cono
mapeante no Hausdorff que es un caso particular de coĺımite homotópico no Hausdorff. La
minimalidad de este modelo fue enunciada en forma de pregunta en [39] y [5], y verificada
por M. Adamaszek mediante una prueba asistida por computadora, la cual requirió el
análisis de aproximadamente 108 casos [1].

En este caṕıtulo damos una prueba de este resultado que no requiere asistencia de
ordenador, probando que el grupo fundamental de la realización geométrica del complejo
simplicial asociado a un espacio finito de menos de 13 puntos debe ser un grupo libre. Más
aún, probamos que los dos modelos finitos que hemos mencionado son, salvo homeomorfis-
mo, los únicos dos modelos finitos minimales del plano proyectivo.

En [39], Hardie, Vermeulen y Witbooi enuncian una conjetura más fuerte: que el
modelo del plano proyectivo real de 13 puntos es el poset finito de menor cardinalidad
con 2–torsión no trivial en cualquiera de sus grupos de homoloǵıa (con coeficientes en Z).
Probamos también esta conjetura mostrando que si X es un poset con torsión en alguno
de sus grupos de homoloǵıa, entonces debe tener al menos 13 puntos.

En 2.6 probamos que no existen modelos finitos del toro con menos de 16 puntos,
resolviendo otro problema abierto [5, p.44]. De hecho, probamos un resultado más fuerte
del cual además obtenemos que no existen modelos finitos minimales de la botella de
Klein de menos de 16 puntos. Más aún, probamos que existen, salvo homeomorfismo,
exactamente dos modelos finitos minimales del toro y exactamente dos modelos finitos
minimales de la botella de Klein, todos ellos de 16 puntos.

En [62] y [5] se muestra un espacio finito débilmente contráctil no contráctil. La
pregunta que surge naturalmente en este caso es si este espacio tiene el menor cardinal
posible, entre todos los espacios que comparten estas caracteŕısticas [50, Problema 3.5.4].
En este trabajo damos una respuesta afirmativa a esta pregunta, mostrando que un espacio
débilmente contráctil no contráctil debe tener al menos 9 puntos. Más aún, mostramos
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que existen, salvo homeomorfismo, exactamente dos posets débilmente contráctiles no
contráctiles de 9 puntos.

Todos estos resultados son obtenidos gracias a la técnica que hemos denominado
splitting de posets, la cual permite obtener información homotópica de un poset a partir
de la de dos subposets que lo cubran, no necesariamente abiertos, cerrados o conexos.
Además de ser una herramienta clave para resolver los problemas de minimalidad citados,
el splitting de posets permite desarrollar diversos teoremas de tipo Hurewicz a través de
su aplicación al estudio de la homoloǵıa de revestimientos de posets finitos.

La mayor parte de los resultados de las secciones 2.4, 2.5 y 2.6, aśı como el teorema
2.7.1, se encuentran publicados en [21]. Los resultados de la subsección 2.7.2 pueden encon-
trarse en [26], mientras que los resultados originales de la sección 2.3 pueden encontrarse
en [19].

2.2 Resultados básicos

Expondremos a continuación algunos resultados básicos que necesitamos para las secciones
siguientes.

Proposición 2.2.1. Sea X un espacio finito T0 y sean a, b ∈ X. Entonces Ua ∪ Ub es
homotópicamente equivalente a S(Ua∩Ub). En particular, si Ua∩Ub es contráctil entonces
Ua ∪ Ub también lo es.

Demostración. Si a ≤ b o b ≤ a el resultado se sigue, pues en ese caso, tanto Ua∪Ub como
S(Ua ∩ Ub) son contráctiles. Luego, podemos asumir que a y b son incomparables.

Notemos que S(Ua∩Ub) ∼= {a, b}∪(Ua∩Ub). Luego, basta probar que {a, b}∪(Ua∩Ub)
es homotópicamente equivalente a Ua ∪ Ub.

Sea i : {a, b} ∪ (Ua ∩ Ub)→ Ua ∪ Ub la inclusión y sea r : Ua ∪ Ub → {a, b} ∪ (Ua ∩ Ub)
la función definida por

r(x) =


x si x ∈ Ua ∩ Ub,
a si x ∈ Ua − Ub,
b si x ∈ Ub − Ua.

Es fácil ver que r es morfismo de órdenes y por lo tanto, una función continua. Además,
ri = Id y ir ≥ Id. Por 1.2.20, r es una retracción por deformación fuerte y por lo tanto,
Ua ∪ Ub es homotópicamente equivalente a S(Ua ∩ Ub) como queŕıamos mostrar.

El resto de la proposición se sigue de [5, Proposición 2.7.3].

Debemos mencionar que la función r de la prueba anterior aparece en la prueba de la
proposición 11.2.3 de [5]. De manera similar, la proposición siguiente está relacionada con
la noción de qc-reducción [5, p.140].

Proposición 2.2.2. Sea X un espacio finito T0 y sean a y b elementos maximales de X.
Si Ua ∪ Ub es débilmente contráctil entonces la función cociente q : X → X/{a, b} es una
equivalencia homotópica débil.

Demostración. Dado que a y b son maximales en X, entonces {a, b} es convexo y por lo
tanto X/{a, b} es un espacio finito T0 (cf. [5, Proposición 2.7.8]). El resultado se sigue
del teorema 1.2.52 tomando como base de X/{a, b} a su base minimal.
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Lema 2.2.3. Sea X un espacio de Alexandroff T0 y sea A ( X. Entonces

1. A′ es un subconjunto abierto de X ′ y (X −A)′ ⊆ X ′ −A′,

2. el subespacio (X −A)′ es un retracto por deformación fuerte de X ′ −A′, y

3. los grupos Hn(X,A) y Hn(X ′, A′) son naturalmente isomorfos para todo n ∈ N0.

Demostración. La proposición (1) se sigue trivialmente por definición de subdivisión ba-
ricéntrica de posets.

Veamos (2). Sea i : (X−A)′ → X ′−A′ la función inclusión y sea r : X ′−A′ → (X−A)′

la función definida por r(σ) = σ ∩ (X − A). Claramente, r es una función continua,
ri = Id(X−A)′ y ir ≤ IdX′−A′ . El resultado se sigue de 1.2.20.

La proposición (3) se sigue de [40, Proposición 4.21] y de 1.2.64, utilizando el lema de
los 5.

2.3 Revestimientos y grupo fundamental de A–espacios

En esta sección utilizamos resultados clásicos para desarrollar herramientas que nos per-
mitirán establecer, en la sección 2.4, fuertes relaciones entre la estructura combinatoria de
espacios de Alexandroff y sus invariantes homotópicos débiles.

Muchos de estos resultados no son originales. La subsección 2.3.1 desarrolla temas
clásicos que pueden encontrarse en [16, 35] y la subsección 2.3.2 está dedicada a un
resultado de Quillen [58] que resultará indispensable para lo que sigue. Por último,
gran parte los resultados de la subsección 2.3.3 pueden considerarse una reelaboración
de resultados de [11], realizada a partir de los obtenidos en las primeras dos. Pueden
encontrarse en [19].

2.3.1 Localización y grupoides

Definición 2.3.1. Una categoŕıa C se denomina grupoide si toda flecha de C es un
isomorfismo.

Un funtor F : C → D entre grupoides C y D se denomina morfismo de grupoides.

Los grupoides y morfismos de grupoides forman una categoŕıa que denotaremos por
Grpd.

Definición 2.3.2. Sea X un espacio topológico. Definimos el grupoide fundamental de X
como la categoŕıa Π1(X) que tiene por objetos a los elementos de X y por flechas de x a y
a las clases homotópicas de caminos en X de x a y, para todo x, y ∈ X, con composición
definida por

[δ][γ] = [γ ∗ δ]

para caminos γ, δ : I → X tales que γ(1) = δ(0), donde ∗ denota la concatenación de
caminos y [α] denota la clase de homotoṕıa de caminos del camino α : I → X.

Es fácil probar que Π1(X) es en efecto un grupoide y que π1(X,x0) es la subcategoŕıa
AutΠ1(X)(x0) de automorfismos del elemento x0 en Π1(X) para cualquier x0 ∈ X.
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Notemos que la operación de composición en π1(X,x0) cuando es considerado como la
categoŕıa AutΠ1(X)(x0), queda definida por

[δ][γ] = [γ ∗ δ] = [γ] ∗ [δ]

para caminos cualesquiera γ, δ : I → X tales que γ(0) = γ(1) = x0 = δ(0) = δ(1), donde
el signo ∗ en el miembro derecho de la última expresión denota, desde luego, la operación
usual en π1(X,x0) inducida por concatenación de caminos1.

Definición 2.3.3. Sea C una categoŕıa y sea W una clase de flechas de C . Una categoŕıa
de fracciones de C para W (también denominada localización de C en W ) es una categoŕıa
C [W−1] y un funtor ιC : C → C [W−1] tales que:

1. ιC (w) es un isomorfismo para todo w ∈W , y

2. para cualquier categoŕıa D y cualquier funtor F : C → D tal que F (w) es un
isomorfismo para todo w ∈ W , existe un único funtor F : C [W−1] → D tal que
FιC = F .

No es dif́ıcil probar que la categoŕıa C [W−1], si existe, es única salvo isomorfismo
canónico. En [35] y [41] se describen construcciones expĺıcitas de la categoŕıa C [W−1]
bajo ciertas hipótesis2.

Dada una categoŕıa pequeña C , podemos considerar su localización C [Mor(C )−1]
(junto con un funtor ιC : C → C [Mor(C )−1]) con respecto a todas sus flechas. Siguiendo
la construcción dada en [35], vemos que esta categoŕıa resulta un grupoide. La misma será
denotada por LC .

Ejemplo 2.3.4. Sea G un grupoide. Es claro que G junto con el funtor IdG es una
localización de G. Aśı, se puede considerar que LG = G.

Notemos que un funtor F : C → D entre categoŕıas pequeñas induce un único morfismo
de grupoides LF : LC → LD tal que LFιC = ιDF y que la asignación F 7→ LF respeta
identidades y composiciones. Es posible definir, entonces, un funtor “localización”

L : Cat→ Grpd

eligiendo, para cada categoŕıa pequeña C , una localización LC de C . Una manera de
realizar la elección es precisamente mediante una construcción expĺıcita, como la que
hemos mencionado. Por simplicidad, sin embargo, asumiremos de ahora en adelante que
LG = G y ιG = IdG para todo grupoide G. Notemos que, en este caso, todo funtor
F : C → G, con G grupoide, se factoriza de manera única por ιC como F = LFιC .

1Debido a nuestra definición de composición en el grupoide fundamental, el grupo fundamental que
hemos definido es, técnicamente, el opuesto al grupo fundamental clásico.

2Es sabido que la categoŕıa de fracciones de una categoŕıa puede no ser una categoŕıa según la definición
adoptada para este trabajo (es decir, una categoŕıa localmente pequeña). Sin embargo, se deduce de la
construcción presentada en [35] que la categoŕıa de fracciones de una categoŕıa pequeña siempre existe y
es nuevamente una categoŕıa pequeña.
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Definición 2.3.5. Sea C una categoŕıa. Decimos que C es una categoŕıa indiscreta si
para dos objetos cualesquiera x, y ∈ Obj(C ), el conjunto HomC (x, y) tiene exactamente
un elemento.

Observación 2.3.6. Es fácil probar que cualquier categoŕıa indiscreta es un grupoide conexo
equivalente a la categoŕıa trivial. En particular, todas las categoŕıas indiscretas son
equivalentes entre śı. Adicionalmente, dos categoŕıas indiscretas son isomorfas si y sólo si
existe una biyección entre sus objetos.

Definición 2.3.7. Decimos que una categoŕıa pequeña T es un árbol si LT es una categoŕıa
indiscreta.

Decimos además que una categoŕıa pequeña C es un bosque si es una unión disjunta,
o coproducto, de árboles. En otras palabras, C es un bosque si sus componentes conexas
son árboles.

Definición 2.3.8. Sea C una categoŕıa pequeña conexa. Un árbol maximal en C es una
subcategoŕıa T de C que es un árbol y tiene a todos los objetos3 de C .

Observación 2.3.9. Notemos que en una categoŕıa pequeña C pueden existir árboles
maximales T y T ′ con T subcategoŕıa propia de T ′. En este caso, la inclusión i : T → T ′

induce un isomorfismo de grupoides Li : LT ∼= LT ′. Esto justifica, de alguna manera, el
nombre de árbol maximal.

Observación 2.3.10. Sea C una categoŕıa pequeña y conexa y sea B un bosque en C . Es
claro que podemos extender B a un bosque B̃ que contiene a todos los objetos de C .

Consideramos al conjunto de bosques de C que contienen a B̃ como un poset ordenado
por la relación “es subcategoŕıa de”. Mediante una aplicación estándar del Lema de Zorn,
no es dif́ıcil ver que este conjunto tiene un elemento maximal. Con algo de trabajo puede
probarse que dicho bosque resulta conexo, y es, por lo tanto, un árbol maximal de C .

Expĺıcitamente, todo bosque de una categoŕıa pequeña conexa C puede ser extendido
a un árbol maximal. Una demostración detallada de este resultado puede encontrarse en
[19, Proposición 2.14].

Sea G un grupoide y sea N un subgrupoide de G. Siguiendo [17], diremos que N es un
subgrupoide normal de G si Obj(N ) = Obj(G) y para toda flecha g : x → y en G se tiene
que g−1 AutN (y)g = AutN (x). En este caso, podemos identificar objetos x, y ∈ Obj(G) si
HomN (x, y) 6= ∅ y morfismos α, β ∈ Mor(G) si existen morfismos n1, n2 ∈ Mor(N ) tales
que α = n1βn2. Es fácil ver que las clases de equivalencia de objetos de G forman una
categoŕıa cuyos morfismos son las clases de equivalencia de morfismos de G con composición
inducida por la composición en G. Esta categoŕıa es claramente un grupoide que será
llamado grupoide cociente de G por N y será notado por G/N . La proyección canónica
q : G → G/N que mapea cada objeto y morfismo de G en su clase de equivalencia es un
funtor y por lo tanto un morfismo de grupoides. Es fácil probar que, con la notación
anterior, si F : G → H es un morfismo de grupoides que mapea morfismos de N en
identidades, entonces existe un único morfismo de grupoides F : G/N → H tal que Fq = F .

3En la bibliograf́ıa, una subcategoŕıa de C que tiene a todos los objetos de C suele denominarse wide
subcategory. No hemos encontrado terminoloǵıa estándar en español para este concepto.
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Notación. Sea G un grupoide y sea N un subgrupoide normal de G. Denotaremos por [x]
a la clase de equivalencia de un objeto x de G en G/N . Similarmente, denotaremos por
[α] a la clase de equivalencia de una flecha α de G en G/N .

Sea C una categoŕıa pequeña conexa, sea c0 ∈ Obj(C ) y sea T un árbol maximal en C .
Claramente LT es un subgrupoide normal de LC y, dado que LT es conexo, el cociente
LC /LT es un grupoide con un único objeto; en otras palabras, un grupo.

Consideremos el cociente

qC : LC → LC /LT

y la función

ρC : LC /LT → AutLC (c0)

definida por ρC ([f ]) = βfα donde α es la única flecha en LT de c0 a s(f) y β es la única
flecha en LT de t(f) a c0, para toda flecha f en LC . Es fácil ver que qC es una equivalencia
de categoŕıas cuya inversa viene dada por la composición

LC /LT ρC−−→ AutLC (c0) ↪→ LC .

En particular, ρC es un isomorfismo de grupos cuyo inverso es la composición

AutLC (c0) ↪→ LC
qC−−→ LC /LT.

Aśı, podemos identificar canónicamente al cociente LC /LT con el grupo AutLC (c0).

2.3.2 Grupo fundamental de categoŕıas pequeñas

En esta subsección desarrollaremos un conocido resultado de D. Quillen que ofrece una
descripción combinatoria del grupo fundamental de categoŕıas pequeñas y exploramos
aplicaciones a la teoŕıa de homotoṕıa de espacios de Alexandroff. Uno de los resultados
principales de esta sección establece que el grupoide fundamental de un espacio de Alexan-
droff es naturalmente isomorfo a la localización del mismo.

Los resultados de esta sección se encuentran desarrollados en [19].

Sea C una categoŕıa pequeña conexa y sea c0 ∈ Obj(C ). El siguiente teorema
nos permitirá identificar canónicamente al grupo AutLC (c0) con el grupo π1(C , c0) para
cualquier objeto c0 de C .

Teorema 2.3.11 ([58, Proposición 1]). Sea C una categoŕıa pequeña y sea c0 ∈ Obj(C ).
Entonces el grupo fundamental de C en c0 es canónicamente isomorfo al grupo AutLC (c0)
de automorfismos de c0 en LC .

Un candidato natural a ser el isomorfismo canónico construido por Quillen es el
morfismo que se define como sigue. Una flecha f : c → c′ en C corresponde a un 1–
śımplex de NC y por lo tanto induce un camino canónico γf en BC desde la 0–celda
correspondiente a c hasta la 0–celda correspondiente a c′. Este camino está definido por
γf (t) = [(σf , t)] para todo t ∈ I, donde σf denota el 1-śımplex (posiblemente degenerado)
correspondiente a la flecha f y donde identificamos el 1-śımplex topológico ∆1 con el
intervalo unidad I de la manera obvia.
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No es dif́ıcil ver que la asignación f 7→ [γf ] define un funtor

C → Π1(BC ),

que con nuestra definición de grupoide fundamental (cf. 2.3.2) resulta covariante. Dado
que Π1(BC ) es un grupoide, dicho funtor se factoriza de manera única a través de LC
induciendo entonces un funtor

LC → Π1(BC ).

que se restringe a la composición

AutLC (c0) ↪→ LC → Π1(BC ).

Es claro que este último funtor mapea c0 en la 0–celda de BC correspondiente a c0 y por
lo tanto se factoriza v́ıa AutΠ1(BC )(c0) = π1(BC , c0) = π1(C , c0). Aśı, tenemos un funtor

ζ : AutLC (c0)→ π1(C , c0)

que consideraremos como un morfismo de grupos.
Toda flecha f de AutLC (c0) tiene entonces asociada una clase ζ(f) de homotoṕıa

de caminos que comienzan y terminan en c0. Denotaremos por γf a cualquiera de los
representantes de ζ(f), de modo que tendremos que ζ(f) = [γf ], para cualquier f ∈
AutLC (c0) y para cualquier γf ∈ ζ(f).

Para probar que ζ es el isomorfismo canónico mencionado en el teorema anterior,
dedicaremos unos párrafos a comentar la demostración dada por Quillen en [58].

Supongamos primero que la categoŕıa C es conexa. El primer paso de la demostración
consiste en establecer una equivalencia de categoŕıas entre la categoŕıa Cov(BC ) de
revestimientos de BC y la subcategoŕıa plena de SetC cuyos objetos son los funtores
de C a Set que invierten morfismos, que será denotada por D . Para esto, Quillen da
construcciones expĺıcitas de las equivalencias, que describiremos a continuación. Dado
un revestimiento p : E → BC y una flecha f : c → c′ en C , obtenemos una biyección
E(f) : p−1(c) → p−1(c′) inducida por la acción de [γf ]. Expĺıcitamente, E(f) mapea a
todo elemento c̃ de p−1(c) en el punto final del único levantado de γf por p desde c̃. La
asignación f 7→ E(f) define un funtor E : Cov(BC )→ D .

Por otro lado, Quillen observa que, utilizando [35, Apéndice I, Sección 3.2], puede
probarse que para todo funtor F : C → Set que invierte morfismos, la proyección

uF : ∗ ↓ F → C

induce un revestimiento
B(uF ) : B(∗ ↓ F )→ BC

en espacios clasificantes4. La asignación F 7→ B(uF ) define un funtor de D en Cov(BC )
que resulta un inverso de E (en el sentido de equivalencia de categoŕıas).

4El teorema citado establece que la realización geométrica de un revestimiento de conjuntos simpliciales
es un revestimiento de espacios topológicos. El desarrollo de la teoŕıa de revestimientos de conjuntos
simpliciales resultaŕıa excesivo para los objetivos de este trabajo por lo cual hemos decidido omitirlo. Las
secciones 2 y 3 del Apéndice I de [35] desarrollan este tópico y su relación con revestimientos de espacios
topológicos. Asimismo, pueden encontrarse tratamientos muy amenos de estos resultados en [28, Caṕıtulo
3] y en [74, Sección 1.4].
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Ahora bien, por la propiedad de LC de factorización única de funtores que invierten
morfismos, es claro que el funtor ιC : C → LC induce un isomorfismo de categoŕıas entre
SetLC y D ([35, Caṕıtulo I, Lema 1.2]). Por otro lado, como C es conexa, la inclusión
AutLC (c0) ↪→ LC es una equivalencia de categoŕıas y por lo tanto induce una equivalencia
de categoŕıas SetLC ' SetAutLC (c0).

Dado un grupo G, considerado como una categoŕıa con un único objeto ∗, un funtor
F : G → Set puede interpretarse como una acción a izquierda de G sobre F (∗), definida
obviamente por

g · x = F (g)(x)

para todo g ∈ G y todo x ∈ F (∗). Es claro que una transformación natural α : F ⇒ G
entre dos funtores F, F ′ : G → Set no es otra cosa que una función de F (∗) en F ′(∗)
que respeta las acciones correspondientes, es decir, una G–función. Es fácil probar que
la asignación F 7→ (F (∗), ·) es un isomorfismo de categoŕıas entre la categoŕıa SetG y la
categoŕıa G–Set de G–conjuntos.

Sea G = AutLC (c0). Tenemos entonces equivalencias de categoŕıas

Cov(BC ) ' D ∼= SetLC ' SetG ∼= G–Set.

Consideremos a G como un G–conjunto con la acción usual por traslación a izquierda,
y sea p : B̃C → BC el revestimiento correspondiente de BC por medio de la equivalencia
G–Set ' Cov(BC ). Notemos que p−1(c0) es el espacio discreto {c0} × G. Sea entonces
c̃0 = (c0, Idc0) ∈ p−1(c0).

Dado un camino γ en BC y dado x ∈ p−1(γ(0)), denotaremos por γ̃x al único levantado
de γ por p desde x. La identificación canónica {c0} ×G ∼= G, muestra entonces que

(c0, gh) = g · (c0, h) = γ̃g
(c0,h)(1)

para algún γg ∈ ζ(g), para cualesquiera g, h ∈ G.

Dado que la acción de G es transitiva, es claro que B̃C resulta un revestimiento conexo
de BC . Más aún, dado cualquier G–espacio X no vaćıo, es posible definir una G–función
f : G→ X por f(g) = g · x para algún x ∈ X fijo. Es fácil ver entonces que p se factoriza
a través de cualquier revestimiento de BC , de donde se sigue claramente que p es el
revestimiento universal de BC .

La equivalencia Cov(BC ) ' G–Set se restringe a un isomorfismo

AutCov(BC )(p) ∼= AutG–Set(G).

Notemos que AutCov(BC )(p) no es otra cosa que el grupo Deck(B̃C , BC ) de transforma-
ciones deck de p. Se sigue de la demostración de [40, Proposición 1.39], que se tiene un
isomorfismo

π1(BC , c0)op ∼= Deck(B̃C , BC )

que mapea al elemento [γ] en la única transformación deck τγ de p tal que

τγ
(
c̃0

)
= γ̃ c̃0(1).
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Por otro lado, el grupo de automorfismos de G en G–Set es canónicamente isomorfo
a Gop v́ıa el isomorfismo que mapea a todo elemento g ∈ G en la biyección σg : G → G
definida por

σg(h) = hg

para todo h ∈ G.

Aśı, la composición

Gop ∼= AutG–Set(G) ∼= Deck(B̃C , BC ) ∼= π1(BC , c0)op

nos da el isomorfismo opuesto al mencionado en el teorema de Quillen. Ahora bien, para
todo g ∈ G, la biyección σg mapea a la identidad Idc0 en g, de donde se sigue que la
transformación deck correspondiente a g es precisamente la única transformación deck τ g

de p que mapea a c̃0 = (c0, Idc0) en (c0, g) = γ̃g
c̃0(1). Se sigue que, v́ıa la composición

G ∼= Deck(B̃C , BC )op ∼= π1(BC , c0), un elemento g de G se mapea como

g 7→ τ g = τγg 7→ [γg] = ζ(g)

y por lo tanto el isomorfismo

G ∼= π1(BC , c0)

es precisamente ζ, como queŕıamos mostrar.

Si C no es conexa, el resultado se sigue fácilmente puesto que tanto AutLC (c0) como
π1(BC , c0) dependen únicamente de la componente conexa de C que contiene a c0.

Un cálculo directo muestra, además, que el isomorfismo ζ es natural en (C , c0), y por
lo tanto los funtores AutL(·)(·) y π1(·, ·) de Cat∗ en Grp son naturalmente isomorfos.

Haremos aqúı un paréntesis para deducir de la demostración de Quillen un resultado
que se considera estándar en la teoŕıa de homotoṕıa de categoŕıas y que utilizaremos más
adelante.

Ejemplo 2.3.12. Sea G un grupo, considerado como una categoŕıa con un único objeto
∗ y sea ϕ ∈ SetG el funtor asociado a G, al ser considerado como un objeto de G–Set con
la acción usual por traslación a izquierda.

Se sigue del teorema 2.3.11, que existe un isomorfismo canónico ζ : G → π1(G, ∗).
Notemos que G está siendo considerado como un grupo en el dominio, mientras que
π1(G, ∗) es el grupo fundamental de la categoŕıa punteada (G, ∗), es decir, el grupo
fundamental de BG en ∗.

La categoŕıa ∗ ↓ ϕ se puede calcular expĺıcitamente: sus objetos están en corresponden-
cia con los elementos de G, y existe exactamente una flecha (correspondiente al elemento
hg−1) entre los objetos correspondientes a g y a h, para cualesquiera g, h ∈ G. Es claro
entonces que ∗ ↓ ϕ es una categoŕıa indiscreta.

Aśı, el único funtor de ∗ ↓ ϕ en la categoŕıa terminal, cuyo espacio clasificante es el
singleton, es una equivalencia de categoŕıas. Se sigue que B(∗ ↓ ϕ) resulta contráctil.
Dado que B(uϕ) : B(∗ ↓ ϕ) → BG es un revestimiento de BG, se sigue claramente que
BG es asférico. Luego, BG es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1).
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Observación 2.3.13. De la naturalidad de ζ, obtenemos que el funtor

Grp ↪→ Cat∗
B−→ Top∗

π1−→ Grp

es naturalmente isomorfo a la identidad de Grp.

Uno de los resultados principales de esta sección será el Teorema 2.3.17 que establece
que el grupoide fundamental de un espacio de Alexandroff es naturalmente isomorfo a la
localización de dicho espacio. Debemos desarrollar antes algunos resultados preliminares.

Definición 2.3.14. Para todo t ∈ ∆n denotaremos por mt al mı́nimo del conjunto

{i ∈ {0, . . . , n} : ti 6= 0}.

Sea X un espacio de Alexandroff. Definimos la función ϕX : BX → X por ϕX([ω, t]) =
ω(mt) para todo [ω, t] ∈ BX. No es dif́ıcil ver que ϕX está bien definida.

Más aún, es fácil ver que fϕX = ϕYBf para cualquier función continua f : X → Y
entre espacios de Alexandroff X e Y .

Notemos que si X es un espacio de Alexandroff T0, entonces ϕX no es otra cosa que
la equivalencia débil obtenida al combinar los teoremas 1.2.53 y 1.2.65.

Teorema 2.3.15. La colección de flechas {ϕX : X es un espacio de Alexandroff} define
una equivalencia débil natural ϕ entre el funtor

ATop ∼= Ord ↪→ Cat
B−→ Top

y el funtor “inclusión”
ATop ↪→ Top.

Demostración. De los teoremas 1.2.53 y 1.2.65 obtenemos inmediatamente que ϕX es una
equivalencia débil para todo espacio de Alexandroff T0. Necesitamos probar que ϕX es
una equivalencia débil para todo espacio de Alexandroff X (no necesariamente T0). Sea
X un espacio de Alexandroff, sea X0 su cociente de Kolmogorov (Subsección 1.2.5), sea
qX : X → X0 la función cociente obvia y sea iX cualquier sección de qX . Un cálculo directo
muestra que qX es una equivalencia de categoŕıas con inversa iX . Se sigue que BqX es
una equivalencia homotópica.

Notemos que qXϕX es continua dado que es igual a la composición ϕX0BqX . La
continuidad de ϕX se sigue fácilmente.

Dado que ϕX0 , qX y BqX son equivalencias débiles, se sigue claramente que ϕX también
lo es, como queŕıamos probar.

Corolario 2.3.16. Sea f : X → Y una función continua entre espacios de Alexandroff.
Entonces, f es una equivalencia débil si y sólo si Bf : BX → BY es una equivalencia
homotópica.

Demostración. Del teorema 2.3.15 y de la propiedad 2-de-3 de las equivalencias débiles
se sigue que f es una equivalencia débil si y sólo si Bf es una equivalencia débil. Dado
que BX y BY son CW-complejos, el resultado se sigue directamente del Teorema de
Whitehead.
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Teorema 2.3.17. Los funtores L : ATop → Grpd y Π1 : ATop → Grpd son natural-
mente isomorfos.

Demostración. Definiremos primero una transformación natural Z : L ⇒ Π1. Para cada
espacio de Alexandroff X definimos el funtor ZX : X → Π1(X) como el funtor que es la
identidad en objetos y mapea la flecha x ≤ x′ en [η(x ≤ x′)], la clase de homotoṕıa de
caminos de η(x ≤ x′), para cualesquiera x, x′ ∈ X tales que x ≤ x′.

Notemos que si X e Y son espacios de Alexandroff, f : X → Y es una función continua
y x, x′ son elementos de X tales que x ≤ x′, entonces f ◦ η(x ≤ x′) = η(f(x) ≤ f(x′)). Se
sigue que Z es una transformación natural del funtor

ATop ∼= Ord ↪→ Cat

en el funtor

ATop ↪→ Top
Π1−−→ Grpd ↪→ Cat.

Definimos ZX : LX → Π1(X) como el único morfismo de grupoides tal que ZX = ZXιX
para cada espacio de Alexandroff X. No es dif́ıcil ver que Z : L ⇒ Π1 es, en efecto, una
transformación natural.

Veamos que ZX es un isomorfismo para todo espacio de Alexandroff X. Sea X un
espacio de Alexandroff T0 conexo. Por argumentos estándar de la teoŕıa de grupoides,
es suficiente probar que ZX es biyectivo en objetos (lo cual se deduce trivialmente de la
construcción expĺıcita de LX realizada en [35]) y se restringe a un isomorfismo de grupos
entre AutLX(x0) y π1(X,x0) para algún x0 ∈ X.

Sea entonces x0 ∈ X y sea ϕX : BX → X la equivalencia débil natural del Teorema
2.3.15. Dados elementos x y x′ en X tales que x ≤ x′, denotemos por γx≤x′ al camino
canónico en BX de x a x′ descripto al comienzo de esta subsección.

Un cálculo directo muestra que η(x ≤ x′) = ϕX ◦ γx≤x′ para cualesquiera x, x′ en X
tales que x ≤ x′. Se sigue que

ZX(x ≤ x′) = [η(x ≤ x′)] = [ϕX ◦ γx≤x′ ] = Π1(ϕX)([γx≤x′ ]) = Π1(ϕX)ζXιX(x ≤ x′)

para cualesquiera x, x′ ∈ X tales que x ≤ x′, donde ζX : LX → Π1(BX) es el funtor
definido al comienzo de esta subsección. Es inmediato entonces que la restricción

ZX : AutLX(x0)→ π1(X,x0)

de ZX no es otra cosa que la composición π1(ϕX)ζX , donde ζX es el isomorfismo de Quillen.
Se sigue claramente que esta restricción es un isomorfismo.

2.3.3 Aplicaciones a revestimientos de A–espacios

Como mencionamos en la introducción de esta sección, los resultados que desarrollaremos
en esta subsección están fuertemente inspirados en ideas y resultados de [11]. La principal
diferencia entre nuestro trabajo y el del art́ıculo mencionado está en que en lugar de
utilizar el edge-path group de K(X) para caracterizar el grupo fundamental de un espacio
de Alexandroff X, hemos optado aqúı por utilizar el teorema 2.3.11 de Quillen, cuya
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naturaleza categórica lo hace, a nuestro criterio, más compatible con la noción de G–
coloring admisible, esto es, un funtor de X en un grupo G.

Sean C y D categoŕıas pequeñas conexas, sean TC y TD árboles maximales en C y
D respectivamente y sea F : C → D un funtor tal que F (TC ) ⊆ TD . Dado c0 ∈ Obj(C ),
tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde qC y qD son las proyecciones canónicas.

C LC LC /LTC π1(C , c0)

D LD LD/LTD π1(D , F (c0))

ιC qC ∼=

ιD qD ∼=

F LF LF F∗

Figura 2.1

Ahora, dada una categoŕıa pequeña conexa C , un objeto c0 de C y un árbol maximal
T en C , tenemos un funtor FT : C → π1(C , c0) inducido por T dado por la composición

C
ιC−→ LC

qC−−→ LC /LT
∼=−→ π1(C , c0).

Notemos que el funtor FT no depende sólo de T , sino también del objeto c0. Dado que
el rol del objeto c0 no será, en general, de suma importancia, hemos preferido no incluirlo
en la notación.

Dado un morfismo de grupos α : π1(C , c0) → G, el funtor α ◦ FT será denotado por
FT,α.

Notemos que el funtor FT,α induce un morfismo de grupos

π1(C , c0)
(FT,α)∗−−−−−→ π1(G, ∗) ∼= G,

donde π1(G, ∗) ∼= G es el isomorfismo canónico del ejemplo 2.3.12.

Lema 2.3.18. Con las definiciones anteriores, la composición

π1(C , c0)
(FT,α)∗−−−−−→ π1(G, ∗) ∼= G

es igual a α.

Demostración. Denotaremos los isomorfismos canónicos mencionados anteriormente y sus

respectivos inversos por
∼=−→. Dado que no necesitaremos considerar otros isomorfismos,

esto no debeŕıa causar confusión.

Es fácil ver que ιC : C → LC induce la identidad

AutLC (c0)→ AutLC (c0)
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y por lo tanto, induce el isomorfismo

π1(C , c0)
∼=−→ AutLC (c0)

∼=−→ π1(LC , c0).

Asimismo, el funtor inclusión AutLC (c0) ↪→ LC induce también la identidad

AutLC (c0)→ AutLC (c0)

y por lo tanto, induce el morfismo

π1(AutLC (c0), c0)
∼=−→ AutLC (c0)

∼=−→ π1(LC , c0).

Como hemos mencionado antes, la composición

AutLC (c0) ↪→ LC
qC−−→ LC /LT ρC−−→ AutLC (c0)

es igual a la identidad. Se sigue que el funtor ρC qC : LC → AutLC (c0) induce, entre los
grupos fundamentales, el isomorfismo

π1(LC , c0)
∼=−→ AutLC (c0)

∼=−→ π1(AutLC (c0), c0).

De la observación 2.3.13, vemos que el isomorfismo canónico AutLC (c0) → π1(C , c0)
induce el isomorfismo

π1(AutLC (c0), c0)
∼=−→ AutLC (c0)

∼=−→ π1(C , c0)
∼=−→ π1(π1(C , c0), ∗)

entre los grupos fundamentales.

Componiendo los morfismos inducidos correspondientes, obtenemos que

C
ιC−→ LC

ρC qC−−−−→ AutLC (c0)
∼=−→ π1(C , c0)

induce el isomorfismo

π1(C , c0)
∼=−→ π1(π1(C , c0), ∗)

entre los grupos fundamentales.

En virtud de la naturalidad del isomorfismo canónico de Quillen, obtenemos que
el morfismo inducido por FT,α : C → G entre los grupos fundamentales es igual a la
composición

π1(C , c0)
α−→ G

∼=−→ π1(G, ∗).

El resultado se sigue componiendo el morfismo anterior con el isomorfismo π1(G, ∗)
∼=−→

G.

En particular, (FT )∗ = Idπ1(C ,c0).

El siguiente corolario se demuestra fácilmente.

Corolario 2.3.19. Con las definiciones anteriores, el funtor FT,α es trivial si y sólo si
α = 0.
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Demostración. Dado que FT,α se factoriza a través de α, entonces será trivial siempre que
α lo sea. Por otro lado, si FT,α es trivial, entonces BFT,α es constante. Se sigue del lema
anterior que α = (FT,α)∗ = 0.

Supongamos que X es un espacio topológico de Alexandroff T0 conexo, que A es un
subespacio conexo de X, que tenemos un árbol maximal T de X cuya intersección con A
es un árbol maximal TA de A, y que tenemos un morfismo de grupos α : π1(X, a0) → G
para algún a0 ∈ A y algún grupo G.

Sea i : A→ X la inclusión y sea i∗ : π1(A, a0)→ π1(X, a0) el morfismo inducido por i.
Del diagrama de la figura 2.1, observamos que FTA,αi∗ es la restricción de FT,α a A. Se
sigue del corolario anterior que FT,α es trivial en A si y sólo si i∗(π1(A, a0)) ⊆ kerα.

Ahora bien, si A no es conexo, tendremos que considerar distintos puntos base, al
menos uno por cada componente conexa de A, para determinar si el funtor FT,α es trivial
sobre A. Esto requiere considerar distintos puntos base en X.

Proposición 2.3.20. Sea X un espacio de Alexandroff T0 conexo, sea A ⊆ X un subes-
pacio, sea T un árbol maximal en X, sea x0 ∈ X y sea α : π1(X,x0) → G un morfismo
de grupos. Sea i : A → X la inclusión. Supongamos además que la intersección de T
con cada componente conexa de A es un árbol, y por lo tanto, un árbol maximal en dicha
componente.

Para cada a ∈ A, sea θa : π1(X, a) ∼= π1(X,x0) el isomorfismo inducido por la clase
homotópica de algún camino en X de a a x0 correspondiente a la única flecha en LT de
a a x0.

Entonces, FT,α es trivial en A si y sólo si i∗(π1(A, a)) ⊆ kerαθa para todo a ∈ A.

Demostración. Sea a ∈ A. Consideremos el siguiente diagrama en Cat∗

(LX/LT, [a])

(LX/LT, [x0])

AutLX(a) π1(X, a) G

AutLX(x0) π1(X,x0)∼=

∼= αθa∼=

∼=

α
∼= θa

donde el isomorfismo AutLX(a) ∼= AutLX(x0) es el isomorfismo obvio inducido por la
única flecha en LT de a a x0. Es fácil ver que el diagrama conmuta, de donde se sigue que
FT,α = FT,αθa .

Denotemos por Ta al árbol que se obtiene al intersecar con T a la componente conexa
de A que contiene a a. Notemos que, por el diagrama de la figura 2.1, la restricción
de FT,αθa a A no es otra cosa que el funtor FTa,αθai∗ Ahora bien, FT,α es trivial en la
componente conexa que contiene a a si y sólo si FT,αθa lo es. Por el corolario 2.3.19, esto
sucede si y sólo si αθai∗ = 0, o equivalentemente, si y sólo si i∗(π1(A, a)) ⊆ kerαθa. El
resultado se sigue fácilmente.

Corolario 2.3.21. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0 conexo y sea A un
subespacio de X tal que la inclusión i : A → X induce el morfismo trivial i∗ : π1(A, a) →
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π1(X, a) para todo punto base a ∈ A. Entonces existe un árbol maximal T en X tal que
FT es trivial en A.

Demostración. Podemos elegir un árbol maximal en cada componente conexa de A y
extenderlo a un árbol maximal T de X. Las hipótesis de la proposición anterior se verifican
trivialmente y por lo tanto FT es trivial en A.

Teorema 2.3.22. Sea X un espacio topológico de Alexandroff conexo y sea x0 ∈ X. Sea
G un grupo considerado como una categoŕıa con un único objeto ∗ y sea F : X → G un
funtor. Sea X̃ = F/∗, sea p : X̃ → X la proyección canónica y sea x̃0 ∈ p−1(x0). Sea
F∗ : π1(X,x0)→ G el morfismo inducido por F entre los grupos fundamentales. Entonces,
la proyección p es el revestimiento (regular) de X correspondiente al núcleo de F∗ con
π0(X̃, x̃0) ∼= cokerF∗.

Si, en particular, F = FT,α para algún un árbol maximal T en X y algún morfismo
de grupos α : π1(X,x0)→ G, entonces p es el revestimiento de X correspondiente a kerα
con π0(X̃, x̃0) ∼= cokerα.

Demostración. Un cálculo expĺıcito muestra que Obj(X̃) = X×G y que, para cualesquiera
(x, g), (x′, g′) ∈ X̃ existe una (única) flecha en X̃ de (x, g) a (x′, g′) si y sólo si x ≤ x′ en
X y g′F(x ≤ x′) = g en G. Se sigue que X̃ es un espacio de Alexandroff cuyo preorden
asociado está definido por

(x, g) ≤ (x′, g′)⇔ x ≤ x′ y g = g′F(x ≤ x′)

para (x, g), (x′, g′) ∈ X̃ y que p es una función continua.
Veamos que para todo x ∈ X,

p−1(Ux) =
⋃
g∈G

U(x,g)

y los conjuntos U(x,g) con g ∈ G son disjuntos dos a dos y se mapean homeomórficamente
sobre Ux por p. Sea x ∈ X. Veamos primero que p−1(Ux) =

⋃
g∈G

U(x,g). Si (x′, g′) ∈ p−1(Ux)

entonces x′ ≤ x y por lo tanto (x′, g′) ≤ (x, g) donde g = g′F(x′ ≤ x)−1. Se sigue que
p−1(Ux) ⊆

⋃
g∈G

U(x,g). La otra inclusión es obvia.

Veamos ahora que los conjuntos U(x,g), g ∈ G, son disjuntos dos a dos. En efecto, si
(a, h) ∈ U(x,g) ∩ U(x,g′) para g, g′ ∈ G, tenemos que

gF(a ≤ x) = h = g′F(a ≤ x)

de donde se sigue que g = g′.
Finalmente, utilizando la descripción expĺıcita del preorden en X̃ es fácil probar que,

para todo g ∈ G, la función φg : Ux → U(x,g) definida por

φg(x
′) = (x′, gF(x′ ≤ x))

para x′ ∈ Ux es el inverso de la restricción p| : U(x,g) → Ux de p. Se sigue que p mapea
U(x,g) homeomórficamente sobre Ux como queŕıamos probar.
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Concluimos que p es un revestimiento de X.

Ahora bien, para cada g ∈ G, el funtor g∗ : X̃ → X̃ inducido por g del teorema 1.1.15
no es otra cosa que la transformación deck definida por

g∗(x, h) = (x, gh)

para todo (x, h) ∈ X̃. Se sigue que B(g∗) es un homeomorfismo para todo g ∈ G. Mediante
una aplicación directa del Teorema B de Quillen (Teorema 1.1.15), obtenemos la siguiente
porción de sucesión exacta larga

π2(G, ∗)→ π1(X̃, (x0, e))
p∗−→ π1(X,x0)

F∗−→ π1(G, ∗)→ π0(X̃, (x0, e))
p∗−→ π0(X,x0)

donde e es el neutro de G. Por 2.3.12 vemos entonces que existe una sucesión exacta

0→ π1(X̃, (x0, e))
p∗−→ π1(X,x0)

F∗−→ G→ π0(X̃, (x0, e))→ 0.

Se sigue que p∗(π1(X̃, (x0, e))) = kerF∗ y que π0(X̃, (x0, e)) ∼= cokerF∗.
Sabemos de la demostración de [40, Teorema 1.38] que p∗(π1(X̃, x̃0)) es un conjugado de

p∗(π1(X̃, (x0, e))) = kerF∗. Dado que kerF∗ es un subgrupo normal de π1(X,x0), es claro
que p∗(π1(X̃, x̃0)) = kerF∗ como queŕıamos. Por otro lado, π0(X̃, x̃0) ∼= π0(X̃, (x0, e)) ∼=
cokerF∗.

La última parte se sigue fácilmente de 2.3.18.

Observación 2.3.23. Se sigue del teorema anterior que X̃ = F/∗ es conexo si y sólo si α
es un epimorfismo, y que p : X̃ → X es el revestimiento universal de X si y sólo si α es un
isomorfismo.

Observación 2.3.24. No es dif́ıcil ver que el teorema anterior admite una versión análoga
con X̃ = ∗\F . En efecto, la aplicación (x, g) 7→ (x, g−1) de F/∗ en ∗\F es un homeomor-
fismo sobre X.

Corolario 2.3.25. Sea X un espacio de Alexandroff conexo, sea x0 ∈ X y sea H un
subgrupo normal de π1(X,x0). Entonces existe un grupo G y un funtor F : X → G
tal que la proyección canónica p : F/∗ → X es el revestimiento (regular) conexo de X
correspondiente al subgrupo H.

Demostración. Se sigue inmediatamente del teorema 2.3.22, tomando G = π1(X,x0)/H,
α : π1(X,x0) → G la proyección al cociente y F = FT,α para algún árbol maximal T en
X.

Ejemplo 2.3.26. Sea X el poset definido por el siguiente diagrama de Hasse:

a
•

b
•

c• d•
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Consideramos a X como una categoŕıa pequeña. Sea T el árbol maximal de X que
contiene a las flechas a ≤ c, b ≤ c y b ≤ d, y sean ιX : X → LX y qX : LX → LX/LT
funtores definidos como antes. Tenemos que LX/LT ∼= π1(X, a) ∼= Z. No es dif́ıcil ver que
η = qX(ιX(a ≤ d)) es un generador del grupo LX/LT .

Sea α : π1(X, a)→ Z6 el morfismo de grupos que mapea al generador de π1(X, a) que
se identifica con η, en el elemento 2 ∈ Z6. El funtor FT,α : X → Z6 está definido por
FT,α(a ≤ d) = 2, FT,α(a ≤ c) = 0, FT,α(b ≤ c) = 0 y FT,α(b ≤ d) = 0. Por lo tanto, el

espacio X̃ = FT,α/∗ es el siguiente poset

(c,0)
•

(c,2)
•

(c,4)
•

(d,0)
•

(d,2)
•

(d,4)
•

(a,0)
•

(a,2)
•

(a,4)
•

(b,0)
•

(b,2)
•

(b,4)
•

(c,1)
•

(c,3)
•

(c,5)
•

(d,1)
•

(d,3)
•

(d,5)
•

(a,1)
•

(a,3)
•

(a,5)
•

(b,1)
•

(b,3)
•

(b,5)
•

y la proyección p : X̃ → X es un revestimiento. Es evidente que

π0(X̃, (a, 0)) ∼= Z2
∼= Z6/ Imα.

Por otro lado, utilizando el teorema 1.2.53 y resultados estándar sobre el grupo funda-
mental de S1, puede probarse que

p∗(π1(X̃, (a, 0))) = kerα.

2.4 Splitting de posets

2.4.1 Tŕıadas split

En esta subsección presentamos la técnica del splitting de posets y exhibimos algunas
consecuencias interesantes de su aplicación. Más aún, desarrollamos resultados que utili-
zaremos para resolver los problemas de minimalidad que estudiaremos en las subsecciones
siguientes: los modelos minimales del plano proyectivo, del toro y de la botella de Klein,
espacios con torsión en sus grupos de homoloǵıa (con coeficientes en Z) y débilmente
contráctiles no contráctiles de cardinalidad mı́nima.

La técnica del splitting consiste en dividir un poset X en dos subespacios C y X −
C (no necesariamente abiertos, cerrados o conexos), y deducir a partir de propiedades
homotópicas u homológicas de dichos subespacios, propiedades homotópicas u homológicas
de X.

Esto resulta natural, puesto que |K(C)| y |K(X − C)| son retractos por deformación
fuerte de los subespacios abiertos |K(X)|−|K(X−C)| y |K(X)|−|K(C)| respectivamente,
los cuales forman un cubrimiento de |K(X)|.

Notemos que si X es un poset finito y U y V son subespacios abiertos de X tales que
X = U ∪ V entonces X es retracto por deformación fuerte del pushout homotópico no
Hausdorff [29, Definición 2.1] del diagrama U ←↩ U∩V ↪→ V y, por el teorema de Thomason
[73], |K(X)| es el pushout homotópico del diagrama |K(U)| ←↩ |K(U ∩ V )| ↪→ |K(V )| (cf.
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2.4 Splitting de posets

[29]). Observemos también que (|K(X)|; |K(U)|, |K(V )|) es una CW–tŕıada. Por lo tanto,
existen diversas herramientas para obtener información homotópica de X a partir de
información homotópica de U y de V . Vemos además que, considerando posets opuestos,
el argumento anterior se aplica si U y V son subespacios cerrados de X.

Sin embargo, el requerimiento de que U y V sean subespacios abiertos o cerrados de X
es demasiado restrictivo y no se encuentra presente en el argumento del segundo párrafo de
esta subsección. Para deshacernos de estas hipótesis en el contexto de los espacios finitos
podemos utilizar la subdivisión de posets de la siguiente manera. Sean C y D subespacios
disjuntos de X tales que X = C ∪ D. Entonces C ′ y D′ son subespacios abiertos de
X ′ = (X ′ − C ′) ∪ (X ′ −D′). Por el argumento expuesto anteriormente, podemos obtener
información homotópica de X a partir de X ′−C ′ y X ′−D′, los cuales, por el lema 2.2.3,
son homotópicamente equivalentes a (X−C)′ y (X−D)′ respectivamente. Por lo tanto, si
C y D son subespacios disjuntos de X tales que X = C ∪D, es razonable esperar obtener
información homotópica de X a partir de C ′ y D′, y de igual manera, a partir de C y D.

Como un primer ejemplo simple de aplicación, consideremos el siguiente resultado, el
cual es aplicación directa de la sucesión de Mayer-Vietoris en homoloǵıa. En lo que sigue,
homoloǵıa significará homoloǵıa singular con coeficientes en Z y por lo tanto el grupo de
coeficientes será omitido de la notación.

Proposición 2.4.1. Sea X un espacio de Alexandroff T0. Supongamos que existen
subespacios C,D ⊆ X tales que X = C ∪D y tales que los morfismos H1(C)→ H1(X) y
H1(D) → H1(X) inducidos por las inclusiones canónicas son triviales. Entonces H1(X)
es un grupo abeliano libre.

Demostración. Podemos asumir que C,D ( X y que C ∩ D = ∅. Observemos que la
inclusión (X − C)′ → X ′ induce el morfismo trivial en H1 dado que (X − C)′ ⊆ D′.
Ahora, por 2.2.3, se sigue que la inclusión X ′ − C ′ → X ′ también induce el morfismo
trivial en H1. Similarmente, la inclusión X ′ −D′ → X ′ induce el morfismo trivial en H1.

Dado que X ′−C ′ y X ′−D′ son subespacios cerrados de X ′ y X ′ = (X ′−C ′)∪(X ′−D′),
considerando posets opuestos obtenemos la siguiente porción de la sucesión exacta de
Mayer-Vietoris

H1(X ′ − C ′)⊕H1(X ′ −D′) 0−−−→ H1(X ′)
∂−−−→ H0((X ′ − C ′) ∩ (X ′ −D′)).

Y dado que H0((X ′−C ′)∩ (X ′−D′)) es un grupo abeliano libre y ∂ es un monomorfismo
obtenemos que H1(X ′) ∼= H1(X) es un grupo abeliano libre.

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio de Alexandroff T0 conexo y sea x0 ∈ X. Sea A ( X
un subespacio y sea i : X −A→ X la inclusión. Sea G un grupo y sea α : π1(X,x0)→ G
un epimorfismo. Supongamos que i∗(π1(X − A, x)) ⊆ kerαx para todo x ∈ X − A, donde
αx es la composición

π1(X,x)
∼=−→ π1(X,x0)

α−→ G,

donde π1(X,x)
∼=−→ π1(X,x0) es el isomorfismo inducido por un camino cualquiera en X

de x a x0.
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Sea p : X̃ → X el revestimiento conexo de X correspondiente al subgrupo kerα de
π1(X,x0). Entonces,

Hn(X̃, p−1(A)) =
⊕
G

Hn(X,A)

para todo n ∈ N0.

Demostración. Consideremos los P–complejos de cadenas (cf. definición 1.2.70)

C(X̃, p−1(A)) = (Cn(X̃, p−1(A)), d̃n)n∈Z

y

C(X,A) = (Cn(X,A), dn)n∈Z

de los pares (X̃, p−1(A)) y (X,A). Consideraremos que los grupos Cn de estos complejos
están generados por las cadenas relativas correspondientes a cada par. Probaremos que

C(X̃, p−1(A)) ∼=
⊕
g∈G

C(X,A),

de donde se deduce trivialmente el resultado deseado.

Tomemos un árbol maximal en cada componente conexa de X − A y extendamos el
bosque aśı obtenido a un árbol maximal T en X. Sea F = FT,α.

Por el teorema 2.3.22, podemos suponer que X̃ = F/∗ y que p es la proyección a X. Es
claro que el grupo kerαx es independiente del morfismo αx y del camino de x a x0 elegido
para construir el isomorfismo π1(X,x) ∼= π1(X,x0). En particular, podemos considerar
que el camino elegido es el inducido por la única flecha en LT de x a x0. Por la proposición
2.3.20, tenemos que F es trivial en X −A.

Para n ∈ N0, definimos

φn : Cn(X̃, p−1(A))→
⊕
g∈G

Cn(X,A)

como el morfismo de grupos que mapea cada n–cadena [(x0, g0), . . . , (xn, gn)] en la n–
cadena [x0, . . . , xn] de (X,A) correspondiente a la coordenada gi de

⊕
g∈G

Cn(X,A), para

algún i ∈ [n] tal que xi ∈ X − A. Es fácil ver que φn está bien definido. En efecto, si
existen xi, xj ∈ X − A con 0 ≤ i ≤ j ≤ n, dado que (xi, gi) ≤ (xj , gj) y utilizando que F
es trivial en X −A, se tiene que gi = gjF(xi ≤ xj) = gj .

Si [x0, . . . , xn] es una n–cadena de (X,A), entonces, para cada g ∈ G, existe una
única n–cadena de (X̃, p−1(A)) que se mapea en la cadena [x0, . . . , xn] correspondiente a
la coordenada g de

⊕
g∈G

Cn(X,A) por φ. Esta es la cadena [(x0, g0), . . . , (xn, gn)] donde

gi = g para algún i ∈ [n] tal que xi ∈ X −A, y donde

gj =

{
giF(xj ≤ xi) si 0 ≤ j ≤ i,
giF(xi ≤ xj)−1 si i ≤ j ≤ n.
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Se sigue que φn es un isomorfismo. No es dif́ıcil, además, probar que (⊕dn)φn = φn−1d̃n
para todo n ∈ N0. Aśı, la colección de morfismos {φn : n ∈ N0} se puede extender a un
isomorfismo de complejos de cadenas

φ : C(X̃, p−1(A)) ∼=
⊕
g∈G

C(X,A).

Dado que los grupos de homoloǵıa singular con coeficientes en Z de un espacio de
Alexandroff T0 son naturalmente isomorfos a los grupos de P–homoloǵıa de dicho espacio,
el resultado se sigue.

De este teorema obtenemos el siguiente corolario que será de utilidad más adelante.

Corolario 2.4.3. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0 conexo y sea x0 ∈ X.
Sea A ( X un subespacio tal que la inclusión de X − A en X induce el morfismo trivial
entre los grupos fundamentales correspondientes para cualquier elección de punto base. Sea
p : X̃ → X el revestimiento universal de X.

Entonces

Hn(X̃, p−1(A)) ∼=
⊕

π1(X,x0)

Hn(X,A)

para todo n ∈ N0.

Demostración. Tomando α = Idπ1(X,x0), el resultado se sigue por aplicación directa del
teorema 2.4.2.

Este corolario motiva la siguiente definición.

Definición 2.4.4. Sea X un poset conexo (o equivalentemente, un espacio topológico de
Alexandroff T0 conexo) y sean C y D subposets de X no vaćıos tales que X = C ∪ D.
Decimos que la terna (X;C,D) es una tŕıada split si la inclusión de D en X induce el
morfismo trivial entre los grupos fundamentales correspondientes para cualquier elección
de punto base.

Observemos que una tŕıada split (X;C,D) con C 6= X da lugar a una tŕıada (X;C,X−
C) que parte X en dos subespacios disjuntos que satisfacen las hipótesis del corolario
anterior. En este caso, (X;C,X − C) es también una tŕıada split.

Estamos principalmente interesados en las tŕıadas split (X;C,X − C) tales que el
subespacio C satisface hipótesis adicionales. Bajo condiciones adecuadas, podremos ob-
tener información homotópica concreta de X como se observa en el siguiente teorema de
tipo Hurewicz.

Teorema 2.4.5. Sea n ∈ N con n ≥ 2 y sea (X;C, Y ) una tŕıada split tal que

� πr(C, c0) ∼= Hr(C) = 0 para todo 2 ≤ r ≤ n y para todo c0 ∈ C,

� π1(C, c0) es un grupo abeliano para todo c0 ∈ C, y

� la inclusión C → X induce un monomorfismo H1(C)→ H1(X).
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Si l ∈ N es tal que 2 ≤ l ≤ n y Hj(X) = 0 para todo 2 ≤ j ≤ l− 1 entonces πj(X,x0) = 0
para todo 2 ≤ j ≤ l − 1 y πl(X,x0) ∼= Hl(X) ⊗ Z[π1(X,x0)] para cualquier x0 ∈ X. En
particular, π2(X,x0) ∼= H2(X)⊗ Z[π1(X,x0)].

Demostración. Notemos que el resultado vale trivialmente si C = X. Podemos suponer
entonces que C 6= X.

Sea p : X̃ → X el revestimiento universal de X y sea i : C → X la inclusión.

Veamos primero que Hr(p
−1(C)) = 0 para 1 ≤ r ≤ n. Sea C0 una componente

conexa de C y sea D una componente conexa de p−1(C0). Sea c0 ∈ C0. Por un lado,
π1(C0, c0) = π1(C, c0) es un grupo abeliano. Por otro, es claro que i∗ : H1(C0) → H1(X)
es un monomorfismo. Sea hC0 : π1(C0, c0) → H1(C0) el morfismo de Hurewicz (en grado
1) correspondiente a (C0, c0). Por [40, Teorema 2A.1] se sigue que hC0 es un isomorfismo.
Por la naturalidad del morfismo de Hurewicz [40, p. 370], es claro que i∗ : π1(C0, c0) →
π1(X, c0) es también un monomorfismo. De la proposición 1.3.60, obtenemos que la
restricción p|D : D → C0 de p es el revestimiento universal de C0. Puesto que πr(C, c0) = 0
para todo 2 ≤ r ≤ n, se sigue de [40, Proposición 4.1] que D es n-conexo. Luego, aplicando
el teorema de Hurewicz, se obtiene que Hr(p

−1(D)) = 0 para 1 ≤ r ≤ n. Se sigue que
Hr(p

−1(C)) = 0 para 1 ≤ r ≤ n como queŕıamos probar.

De la sucesión exacta larga en homoloǵıa para el par (X̃, p−1(C)) obtenemos que
Hr(X̃) ∼= Hr(X̃, p

−1(C)) para todo 2 ≤ r ≤ n.

Por otro lado, dado que la inclusión de X − C en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier elección de punto base, de 2.4.3 obtenemos que

Hr(X̃, p
−1(C)) ∼=

⊕
π1(X,x0)

Hr(X,C) para todo r ∈ N0, para cualquier x0 ∈ X.

Finalmente, dado que Hr(C) = 0 para todo 2 ≤ r ≤ n y i∗ : H1(C) → H1(X) es un
monomorfismo, de la sucesión exacta larga en homoloǵıa para el par (X,C), obtenemos
que Hr(X,C) ∼= Hr(X) para todo 2 ≤ r ≤ n . Aśı, si l es como en la hipótesis del teorema,
para cualquier x0 ∈ X tenemos que

Hj(X̃) ∼= Hj(X̃, p
−1(C)) ∼=

⊕
π1(X,x0)

Hj(X,C) ∼=
⊕

π1(X,x0)

Hj(X) = 0

para 2 ≤ j ≤ l − 1, y

Hl(X̃) ∼= Hl(X̃, p
−1(C)) ∼=

⊕
π1(X,x0)

Hl(X,C) ∼=
⊕

π1(X,x0)

Hl(X) ∼= Hl(X)⊗ Z[π1(X,x0)].

El resultado se sigue fácilmente utilizando el teorema de Hurewicz.

Notemos que las hipótesis del teorema anterior se satisfacen si toda componente conexa
de C es 2–conexa.

El siguiente es un ejemplo simple de aplicación de 2.4.5.
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Ejemplo 2.4.6. Consideremos el poset Z definido por el siguiente diagrama de Hasse

•
b

•
a

•
c

• • • •

• •

Calculemos π2(Z, a).
Claramente, la inclusión de cada componente conexa de Z−Ua en Z induce el morfismo

trivial entre los grupos fundamentales, y dado que Ua es contráctil, aplicando el teorema
anterior obtenemos

π2(Z, a) = H2(Z)⊗ Z[π1(Z, a)].

Ahora, es fácil verificar que H2(Z) ∼= Z (cf. ejemplo 3.21 de [20]).
Por otro lado, el grupo fundamental de Z es fácil de calcular. Considerando los

conjuntos abiertos Ua ∪ Uc y Ub y aplicando el teorema de van Kampen obtenemos que

π1(Z, x) ∼= π1(Ua ∪ Uc, x) ∼= π1(Uc ∪ {a}, a) ∼= Z

para cualquier x ∈ Ua ∩ Ub. Aqúı, el primer isomorfismo vale dado que la función

π1(Ub ∩ (Ua ∪ Uc))→ π1(Ua ∪ Uc)

inducida por la inclusión es trivial puesto que puede ser factorizada a través de π1(Ua, x).
El segundo isomorfismo vale dado que Uc ∪ {a} se puede obtener a partir de Ua ∪ Uc
eliminando beat points sucesivamente.

Por consiguiente, π2(Z, a) ∼= Z[Z]. Esto no es sorprendente, puesto que |K(Z)| es
homeomorfo a S2 ∨ S1.

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio de Alexandroff T0 conexo. Supongamos que existen
subespacios no vaćıos C,D ⊆ X tales que X = C ∪D y tales que las inclusiones de C y D
en X inducen morfismos triviales entre los grupos fundamentales para cualquier elección
de punto base. Entonces π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier x0 ∈ X.

Demostración. Podemos asumir que C,D ( X. Dado que X − C ⊆ D, la inclusión de
X − C en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales para cualquier
elección de punto base. Aśı, por el lema 2.2.3, las inclusiones de C ′ y de X ′ − C ′ en
X ′ inducen el morfismo trivial entre los grupos fundamentales para cualquier elección de
punto base. Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que X es un espacio
topológico localmente finito T0 y que C es un subespacio abierto de X. Sea x0 ∈ X.

Eligiendo un árbol maximal en cada componente conexa de C y de X −C obtenemos
un bosque T̃ que puede ser extendido a un árbol maximal T de X. Consideremos el funtor
F = FT : X → π1(X,x0) asociado a T y al morfismo identidad Id: π1(X,x0)→ π1(X,x0).
Dado que las inclusiones de C y de X − C en X inducen el morfismo trivial entre los
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grupos fundamentales para cualquier elección de punto base, se sigue de 2.3.20 que F es
trivial en C y X − C.

Definimos una relación de equivalencia en X como sigue. Dos objetos x, y ∈ Obj(X)
son equivalentes si y sólo si ambos están en la misma componente conexa de C o de
X − C y dos flechas α, β ∈ Mor(X) son equivalentes si y sólo se mapean por F en el
mismo elemento de π1(X,x0) y sus dominios y codominios son, respectivamente, objetos
equivalentes. Para x ∈ Obj(X) y α ∈ Mor(X) denotaremos la clase de equivalencia de x
por [x] y la clase de equivalencia de α por [α].

Sea C la categoŕıa cuyos objetos son las clases de equivalencia de objetos de X y cuyos
morfismos son las clases de equivalencia de flechas de X, esto es

HomC ([x], [y]) = {[α] : α ∈ HomX(x′, y′), x′ ∈ [x], y′ ∈ [y]}

para [x], [y] ∈ Obj(C ). Observemos que, dado que F es trivial en cada componente conexa
de C y de X − C, entonces el dominio y el codominio de cada flecha no trivial de C son,
respectivamente, la clase de un objeto de C y la clase de un objeto de X−C. En particular,
C no tiene composiciones no triviales. Se sigue que cada śımplex no degenerado del nervio
de C tiene dimensión a lo sumo 1 y por lo tanto el espacio clasificante de C es un CW–
complejo de dimensión 1. Se sigue de resultados estándar que π1(C , [x0]) es un grupo
libre.

Sea φ : X → C la función que mapea cada objeto y cada morfismo de X a su clase. Es
fácil verificar que φ es un funtor bien definido de X a C .

Es claro que se tiene un funtor F ′ : C → π1(X,x0) definido por F ′([α]) = F(α) para
cada α ∈ Mor(X), y que por lo tanto, F = F ′φ. Dado que F induce el morfismo identidad
en π1(X,x0) obtenemos que

φ∗ : π1(X,x0)→ π1(C , [x0])

es un monomorfismo. Y dado que π1(C , [x0]) es un grupo libre, se sigue que π1(X,x0)
también lo es.

Observación 2.4.8. En la situación de la demostración del teorema anterior, puede probarse
que la categoŕıa LC es isomorfa a la categoŕıa LX/LT̃ y que el morfismo φ∗ : π1(C , [x0])→
π1(X,x0) es un isomorfismo. No necesitaremos estos resultados.

2.4.2 Propiedades (S1) y (S2)

Definiremos ahora ciertas propiedades sobre tŕıadas split de posets finitos y conexos que
serán llamadas propiedades split. Estas son esenciales para el desarrollo de los resultados
del resto de las secciones de este caṕıtulo dado que proveerán el nexo entre topoloǵıa y
combinatoria necesario para resolver los problemas de minimalidad que siguen.

Definición 2.4.9. Sea X un poset finito y conexo y sea (X;C,D) una tŕıada split.
Definimos las siguientes propiedades sobre (X;C,D).

(S1) La inclusión de C en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales
para cualquier elección de punto base. Equivalentemente, la tŕıada (X;D,C) es
también una tŕıada split.
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(S2) A lo sumo una de las componentes conexas de C es débilmente equivalente a S1

mientras que el resto de ellas son débilmente contráctiles.

Diremos también que un poset finito y conexo X satisface (S1) (resp. (S2)) si existe una
tŕıada split (X;C,D) que satisface (S1) (resp. (S2)).

Notemos que, por 2.4.7, si X satisface (S1) entonces π1(X,x0) es un grupo libre para
cualquier x0 ∈ X.

La siguiente observación resume hechos sencillos sobre las propiedades (S1) y (S2).

Observación 2.4.10. Sea X un poset finito y conexo.

1. Si X tiene un máximo, entonces X satisface (S1) y (S2).

2. Si h(X) = 1, entonces X satisface (S1) y (S2). En efecto, si C es el conjunto de
puntos maximales de X entonces la tŕıada split (X;C,X −C) satisface (S1) y (S2).

3. Si X es unión de dos subespacios contráctiles entonces X satisface (S1) y (S2). En
particular, si X tiene a lo sumo 2 puntos maximales (o a lo sumo 2 puntos minimales)
entonces X satisface (S1) y (S2).

Ejemplo 2.4.11. Si X es un modelo finito del plano proyectivo real entonces X no
satisface (S1) dado que su grupo fundamental no es libre. En particular, el espacio P2

2 de
la figura 2.3 de página 94 no satisface (S1). Sin embargo, satisface (S2) dado que la tŕıada
split (P2

2;P2
2 − Ua1 , Ua1) satisface (S2).

Proposición 2.4.12. Sea X un espacio topológico T0, finito y conexo y sea a un beat
point de X. Si X−{a} satisface (S1) (resp. (S2)) entonces X satisface (S1) (resp. (S2)).

Demostración. Se sigue del hecho de que si a es un beat point de X y C ⊆ X − {a}
entonces a es un beat point de C ∪ {a} o a es un beat point de X − C.

Para probar la siguiente proposición, necesitamos algunos resultados de la teoŕıa de
cohomoloǵıa de grupos. Estos pueden encontrarse en [15]. Dado un grupo G, el grupo Z
puede ser considerado de manera trivial como un Z[G]–módulo. Una resolución proyectiva
de Z como Z[G]–módulo es una sucesión exacta larga de Z[G]–módulos proyectivos

· · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0.

Pueden definirse distintos invariantes algebraicos utilizando resoluciones proyectivas de
este tipo. En particular, se define la dimensión cohomológica de un grupo G, notada por
cdG, como el ı́nfimo de los n ∈ N tales que existe una resolución proyectiva

0→ Pn → · · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0

de Z como Z[G]–módulo.
Si G es un grupo y X es un CW–complejo que es un espacio de Eilenberg-MacLane de

tipo (G, 1), el revestimiento universal X̃ de X resulta un CW–complejo contráctil de la
misma dimensión que X [64, Teorema III.6.9.2]. El complejo de cadenas celular aumentado
de X̃ resulta una resolución proyectiva de Z como Z[G]–módulo [15, Proposición I.4.2]. Se
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sigue que si X tiene dimensión finita, entonces G tiene dimensión cohomológica finita [15,
Proposición VIII.2.2].

La proposición [15, VIII.2.4] muestra que la dimensión cohomológica es creciente en el
sentido de que si G es un subgrupo de H, entonces cdG ≤ cdH. Más aún, de [15, Ejemplo
2 de III.1] se deduce que los grupos finitos no triviales tienen dimensión cohomológica
infinita. Se sigue que los grupos de dimensión cohomológica finita son libres de torsión
[15, Corolario VIII.2.5].

Ahora bien, si X es un modelo finito de un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo
(G, 1) para algún grupo G, entonces |K(X)| es un CW–complejo de dimensión finita y un
espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1). Se sigue que cdG < ∞ y por lo tanto que
G es libre de torsión.

La siguiente proposición muestra que los grupos de homoloǵıa de un modelo finito
de un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1) que cumplen (S2) están fuertemente
condicionados.

Proposición 2.4.13. Sea G un grupo y sea X un modelo finito de un espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo (G, 1) que satisface (S2). Entonces H1(X) es un grupo abeliano libre y
Hn(X) = 0 para todo n ≥ 2.

Demostración. Podemos suponer que G 6= 0. Por lo expuesto anteriormente, es claro que
G no tiene torsión.

Sea (X;C, Y ) una tŕıada split que satisface (S2). Notemos que como X es conexo, si C
fuera igual a X tendŕıamos que X es débilmente contráctil o débilmente equivalente a S1.
En ambos casos, el resultado se sigue fácilmente. Podemos suponer entonces que C 6= X.

Sea x0 ∈ X y sea i : C → X la función inclusión. Si i induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier elección de punto base, de 2.4.7 obtenemos que
π1(X,x0) es un grupo libre. En este caso, se sigue de resultados estándar que |K(X)| es
homotópicamente equivalente a la unión en un punto de circunferencias y por lo tanto,
que H1(X) es un grupo abeliano libre y Hn(X) = 0 para todo n ≥ 2.

Supongamos que este no es el caso. Entonces todas las componentes conexas de C
son débilmente contráctiles, excepto exactamente una, C0, que es débilmente equivalente
a S1 y tal que la inclusión de C0 en X induce un morfismo no trivial entre los grupos
fundamentales para cualquier elección de punto base. Dado que G es libre de torsión, el
morfismo i∗ : π1(C0, c0) → π1(X, c0) es necesariamente un monomorfismo para cualquier
c0 ∈ C0. Se sigue que i∗ : π1(C, c0)→ π1(X, c0) es un monomorfismo para todo c0 ∈ C.

Sea p : X̃ → X el revestimiento universal de X.

Dado que i∗ : π1(C, c0)→ π1(X, c0) es un monomorfismo para todo c0 ∈ C, por 1.3.60
se sigue que para toda componente conexa C ′ de C y para toda componente conexa D de
p−1(C ′), la restricción p|D : D → C ′ de p es el revestimiento universal de C ′. Puesto que
πr(C, c0) = 0 para todo r ≥ 2 y para todo c0 ∈ C, se sigue que D es débilmente contráctil.

De la sucesión exacta larga en homoloǵıa para el par (X̃, p−1(C)) obtenemos que
Hr(X̃, p

−1(C)) = 0 para todo r 6= 1 y H1(X̃, p−1(C)) ∼= H̃0(p−1(C)) el cual es abeliano
libre.

Por otro lado, dado que la inclusión de X − C en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier elección de punto base, de 2.4.3 obtenemos que
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Hr(X̃, p
−1(C)) ∼=

⊕
π1(X,x0)

Hr(X,C) para todo r ∈ N0.

Como π1(X,x0) 6= 0, se sigue que Hr(X,C) = 0 para todo r 6= 1 y H1(X,C) es
un grupo abeliano libre. De la sucesión exacta larga en homoloǵıa para el par (X,C),
obtenemos que Hn(X) = 0 para todo n ≥ 2 y la sucesión exacta corta

0→ H1(C)
i∗−→ H1(X)→ ker ∂ → 0

donde ∂ : H1(X,C)→ H̃0(C) es el morfismo de conexión.

Puesto que las componentes arcoconexas de C son débilmente contráctiles, excepto
una que es débilmente equivalente a S1, se sigue de [40, Proposición 2.6] que H1(C) ∼= Z.
Por otro lado, ker ∂ es un grupo abeliano libre por ser subgrupo del grupo abeliano libre
H1(X,C). Aśı, la sucesión exacta corta anterior se parte y concluimos entonces que
H1(X) ∼= ker ∂⊕H1(C) es un grupo abeliano libre por ser suma directa de grupos abelianos
libres.

De la proposición anterior obtenemos el siguiente corolario que será utilizado en la
sección 2.6 para caracterizar los modelos finitos minimales del toro y de la botella de
Klein.

Corolario 2.4.14. Sea X un poset finito. Si X es un modelo finito del toro o de la botella
de Klein entonces X no satisface (S2).

Demostración. Es bien sabido que el toro y la botella de Klein son CW–complejos asféricos,
que el segundo grupo de homoloǵıa del toro es isomorfo a Z y que el primer grupo de
homoloǵıa de la botella de Klein es isomorfo a Z⊕Z2. El resultado se sigue inmediatamente
de la proposición 2.4.13.

La propiedad (S2) permite formular otro teorema de tipo Hurewicz que utilizaremos
en el ejemplo 2.4.16.

Proposición 2.4.15. Sea X un poset finito y conexo que satisface (S2) y sea x0 ∈ X.
Supongamos que π2(X,x0) = 0. Si existe n ≥ 3 tal que Hl(X) = 0 para todo 3 ≤ l ≤ n− 1
entonces πl(X,x0) = 0 para todo 3 ≤ l ≤ n− 1 y πn(X,x0) ∼= Hn(X)⊗ Z[π1(X,x0)]. En
particular, π3(X,x0) ∼= H3(X)⊗ Z[π1(X,x0)].

Demostración. Sea (X;C, Y ) una tŕıada split que satisface (S2). Notemos que si C = X,
entonces el resultado se sigue fácilmente. Podemos suponer entonces que C ( X, en cuyo
caso, (X;C,X − C) es también una tŕıada split que satisface (S2). Sea p : X̃ → X el
revestimiento universal de X. Para cada componente conexa C ′ de C y cada componente
conexa D de p−1(C ′) obtenemos que p|D : D → C ′ es un revestimiento y por lo tanto que
D es, o bien débilmente contráctil, o bien débilmente equivalente a S1. En cualquiera de
los dos casos, Hr(D) = 0 para todo r ≥ 2. Por consiguiente, Hr(p

−1(C)) = 0 para todo
r ≥ 2.

De la sucesión exacta larga en homoloǵıa para el par (X̃, p−1(C)) obtenemos que
Hr(X̃) ∼= Hr(X̃, p

−1(C)) para todo r ≥ 3.
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Por otro lado, dado que la inclusión de X − C en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier elección de punto base, de 2.4.3 obtenemos que

Hr(X̃, p
−1(C)) ∼=

⊕
π1(X,x0)

Hr(X,C) para todo r ∈ N0.

Dado que Hr(C) = 0 para todo r ≥ 2, entonces es claro que Hr(X,C) ∼= Hr(X) para

todo r ≥ 3. Luego, Hr(X̃) ∼=
⊕

π1(X,x0)

Hr(X,C) ∼=
⊕

π1(X,x0)

Hr(X) para todo r ≥ 3.

La prueba se sigue como en la demostración del teorema 2.4.5.

El siguiente ejemplo muestra un poset finito y conexo que satisface (S1) y pero no
satisface (S2). Recordemos que S0 denota la 0–esfera.

Ejemplo 2.4.16. Sea X = SS0 × S3S0 y sea x0 ∈ X. Veremos que X satisface (S1) pero
no (S2).

Por [50, Proposición 5.6.4], X es un modelo finito de S1×S3. Se sigue que π1(X,x0) ∼=
Z, π2(X,x0) = 0 y π3(X,x0) ∼= Z.

Por otro lado, de [40, Proposición 3A.5] se deduce fácilmente que

Tor(Hi(S
1), H2−i(S

3)) = 0

para i = 0, 1, 2 donde Tor representa al funtor TorZ1 usual (cf. [15, Sección III.2]).
Utilizando la fórmula de Künneth ([40, Teorema 3B.6]) obtenemos que

H3(X) ∼= H3(S1 × S3) ∼=
3⊕
i=0

(Hi(S
1)⊗H3−i(S

3)) ∼= Z.

Si X satisficiera (S2), se seguiŕıa de 2.4.15 que

Z ∼= π3(X,x0) ∼= H3(X)⊗ Z[π1(X,x0)] ∼= Z⊗ Z[Z] ∼= Z[Z]

lo cual es absurdo. Por lo tanto X no puede satisfacer (S2).
Ahora, sea w un elemento minimal de SS0 y sea C = {w}×S3S0. Es fácil verificar que

C y X − C son ambos homotópicamente equivalentes a S3S0. Por lo tanto, X satisface
(S1).

2.4.3 Notación y definiciones preliminares

En esta subsección fijaremos la notación espećıfica que utilizaremos en el resto del caṕıtulo.
También definiremos dos relaciones que utilizaremos en el estudio de los problemas de
minimalidad de modelos finitos que siguen.

Recordemos que siX es un poset, mxl(X) y mnl(X) denotan los conjuntos de elementos
maximales y minimales de X respectivamente. Si a ∈ mxl(X), definimos

V X
a = UXa ∪mnl(X)

y

WX
a = UXa ∪mnl(X) ∪mxl(X).

92



2.5 Modelos minimales del plano proyectivo

Observación 2.4.17.

1. Sea X un espacio finito T0 conexo con más de un punto. Entonces mxl(X) ∩
mnl(X) = ∅.

2. Sea X un espacio finito T0 sin beat points. Si a ∈ X − mxl(X) entonces #(F̂a ∩
mxl(X)) ≥ 2. Similarmente, si b ∈ X −mnl(X) entonces #(Ûb ∩mnl(X)) ≥ 2.

3. Sea X un espacio finito T0 sin beat points. Si # mxl(X) = 2 entonces X es
homeomorfo a S(X −mxl(X)).

Definición 2.4.18. Sea X un poset finito y conexo. Definimos

� MX = mxl(X)×mnl(X),

� BX = X − (mxl(X) ∪mnl(X)),

� αb = #(Fb ∩mxl(X)), para cada b ∈ BX ,

� βb = #(Ub ∩mnl(X)), para cada b ∈ BX ,

� mX = # mxl(X),

� nX = # mnl(X), y

� lX = #BX .

También definimos la relación SX ⊆ BX ×mxl(X) por

bSX a⇔ b /∈ Ua

y la relación RX ⊆ BX ×MX por

bRX (x, y)⇔ b /∈ Ux y b /∈ Fy.

Frecuentemente, escribiremos m, n y l en lugar de mX , nX y lX cuando no haya riesgo de
confusión.

Notemos que #SX(b) = mX −αb y #RX(b) = (mX −αb)(nX − βb) para todo b ∈ BX .
Notemos también que, si X no tiene beat points entonces αb ≥ 2 y βb ≥ 2 para todo
b ∈ BX por 2.4.17.

Finalmente, si m ∈ N, Dm denotará el espacio discreto de cardinal m.

2.5 Modelos minimales del plano proyectivo

En esta sección mostraremos que el poset de la figura 2.2(b) es un modelo finito minimal
del plano proyectivo real, respondiendo una pregunta de Barmak [5, p. 94]. De hecho,
probaremos que si X es un poset con menos de 13 puntos entonces X satisface (S1) (ver
definición 2.4.9) y aśı, de 2.4.7 obtendremos que π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier
x0 ∈ X.
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Más aún, mostraremos que el poset de la figura 2.2(b) y su opuesto son los únicos
modelos finitos minimales del plano proyectivo real.

El modelo finito del plano proyectivo real de la figura 2.2(b) es construido en [5,
Ejemplo 7.1.1] como el poset de celdas de la estructura celular de la figura 2.2(a). Este
poset será notado por P2

1 y el plano proyectivo real será notado por P2.

c1 c2

c1c2

c3

b1

b2

b1

b2

b3

b4
b5

b6a1

a2

a3 a4

(a) Estructura celular regular de P2.

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6

•
c1

•
c2

•
c3

(b) Espacio P21, modelo finito de P2.

Figura 2.2: Modelos celular y finito de P2.

Claramente, el espacio (P2
1)op es otro modelo finito de P2 y será denotado por P2

2 (ver
figura 2.3(b)). Este fue obtenido en [39] como la construcción de Grothendieck5 sobre
diagrama de posets

∗ ← X̃
p−→ X

donde X = SS0 y p : X̃ → X es el revestimiento conexo de dos hojas de X. Puede también
ser obtenido como el poset de celdas de la estructura celular regular de P2 exhibida en la
figura 2.3(a).

c2

c1

c3

c2

c1

c3

c4

b1

b3
b2

b5

b5

b6

b1

b4

b3
a3 a1

a2

(a) Estructura celular regular de P2.

•
a1

•
a2

•
a3

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6

•
c1

•
c2

•
c3

•
c4

(b) Espacio P22, modelo finito de P2.

Figura 2.3: Modelos celular y finito de P2.

5En el trabajo original, la construcción presentada se denomina doble cilindro mapeante no Hausdorff ;
esta fue definida en [77] y es un caso particular del coĺımite homotópico no Hausdorff (definición 1.2.14).
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Para probar la minimalidad de estos modelos finitos necesitamos los siguientes lemas.

Lema 2.5.1. Sea X un poset finito que no satisface la propiedad (S1). Sea a ∈ mxl(X).
Entonces existen dos elementos incomparables b1, b2 ∈ X −WX

a .
Más aún, si X −WX

a = {b1, b2} entonces Ub1 ∩ Ub2 = ∅.

Demostración. Supongamos que no existen elementos distintos incomparables b1, b2 ∈
X − WX

a . Entonces X − WX
a es una cadena (posiblemente vaćıa) y por lo tanto las

componentes conexas de X − V X
a son contráctiles. Dado que las componentes conexas de

V X
a son también contráctiles se sigue que X satisface la propiedad (S1).

Ahora, si X −WX
a = {b1, b2} y z ∈ Ub1 ∩ Ub2 entonces (X;V X

a , Fz ∪mxl(X)) es una
tŕıada split que satisface (S1).

Lema 2.5.2. Sea X un poset finito y conexo. Si X no satisface la propiedad (S1), entonces
para todo (x, y) ∈MX existe b ∈ BX tal que bRX (x, y).

Demostración. Supongamos que existe (x, y) ∈ MX tal que R−1
X (x, y) = ∅ y sea Gy =

Fy∪mxl(X). Entonces Vx∪Gy = X. Dado que las componentes conexas de los subespacios
Vx y Gy son contráctiles obtenemos que la tŕıada split (X;Vx, Gy) satisface (S1). Por lo
tanto, X satisface (S1).

Lema 2.5.3. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1). Entonces,

lX ≥
2mX

mX − 2

y vale la igualdad si y sólo si αb = 2 para todo b ∈ BX y #S−1
X (a) = 2 para todo a ∈

mxl(X).

Demostración. Notemos que # mxl(X) ≥ 3 y # mnl(X) ≥ 3 por 2.4.10. Ahora, por 2.5.1,

2mX ≤
∑

a∈mxl(X)

#S−1
X (a) = #SX =

∑
b∈BX

#SX(b) =
∑
b∈BX

(mX − αb) ≤ lX(mX − 2).

El resultado se sigue.

Lema 2.5.4. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1). Entonces,

lX ≥
mXnX

(mX − 2)(nX − 2)

y vale la igualdad sólo si αb = βb = 2 para todo b ∈ BX .

Demostración. Como en la prueba anterior, # mxl(X) ≥ 3 y # mnl(X) ≥ 3 por 2.4.10.
Ahora, por 2.5.2,

mXnX ≤ #RX =
∑
b∈BX

#RX(b) =
∑
b∈BX

(mX − αb)(nX − βb) ≤ lX(mX − 2)(nX − 2).

El resultado se sigue.
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Lema 2.5.5. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1) y que existen c, d ∈ BX tales que c < d. Entonces

lX ≥
mXnX

(mX − 2)(nX − 2)
+ 1

y vale la igualdad sólo si αb = βb = 2 para todo b ∈ BX .

Demostración. Como en las pruebas anteriores, # mxl(X) ≥ 3 y # mnl(X) ≥ 3. Dado que
c < d, Fd ⊆ Fc y Uc ⊆ Ud. Aśı, 2 ≤ αd ≤ αc ≤ mX , 2 ≤ βc ≤ βd ≤ nX y c, d ∈ R−1

X (x, y)
para todo x ∈ mxl(X)− Fc y y ∈ mnl(X)− Ud.

Por consiguiente, aplicando 2.5.2 obtenemos que #RX ≥ mXnX+(mX−αc)(nX−βd).
Por otro lado,

#RX = (m− αc)(n− βc) + (m− αd)(n− βd) +
∑

b∈BX−{c,d}

(m− αb)(n− βb) ≤

≤ (m− αc)(n− βc) + (m− αd)(n− βd) + (l − 2)(m− 2)(n− 2).

Aśı,

(l − 2)(m− 2)(n− 2) ≥
≥ mn+ (m− αc)(n− βd)− (m− αc)(n− βc)− (m− αd)(n− βd) =

= mn+ (αc − αd)(βd − βc)− (m− αd)(n− βc) ≥
≥ mn− (m− αd)(n− βc) ≥ mn− (m− 2)(n− 2).

El resultado se sigue.

El siguiente teorema es uno de los resultados principales de este caṕıtulo.

Teorema 2.5.6. Sea X un poset finito y conexo que no satisface la propiedad (S1).
Entonces #X ≥ 13.

Demostración. Por 2.4.12 podemos asumir que X no tiene beat points. Dado que #X =
mX +nX + lX , de 2.5.4 obtenemos que #X ≥ mX +nX + mXnX

(mX−2)(nX−2) . Sean a = mX−2
y b = nX − 2. Entonces

#X ≥ a+ b+
(a+ 2)(b+ 2)

ab
+ 4 =

(
2

a
+
a

2

)
+

(
2

b
+
b

2

)
+

(
4

ab
+
a

2
+
b

2

)
+ 5 ≥

≥ 2 + 2 + 3 + 5 = 12.

donde la última desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmétrica y geométrica,
con igualdad si y sólo si a = b = 2. Aśı, si mX 6= 4 o nX 6= 4 obtenemos que #X ≥ 13
como queŕıamos.

Supongamos ahora que mX = nX = lX = 4. Por 2.5.5, BX debe ser una anticadena y
de 2.5.4 obtenemos que αb = βb = 2 para todo b ∈ BX . De 2.5.3 se sigue que #S−1

X (a) = 2
para todo a ∈ mxl(X). Aśı, #(Ux ∩ BX) = 2 para todo x ∈ mxl(X). Sea x1 ∈ mxl(X)
y supongamos que Ux1 ∩ BX = {b1, b2} y BX − Ux1 = {b3, b4}. Notemos que, dado que
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2.5 Modelos minimales del plano proyectivo

αb3 = αb4 = 2, entonces 1 ≤ #(F̂b3 ∩ F̂b4) ≤ 2. Si #(F̂b3 ∩ F̂b4) = 1 entonces X − Vx1 es
contráctil y por lo tanto X satisface (S1) lo cual es una contradicción.

Aśı, #(F̂b3∩ F̂b4) = 2. Entonces, existen x3, x4 ∈ mxl(X) tales que F̂b3∩ F̂b4 = {x3, x4}
y por lo tanto F̂b3 = F̂b4 = {x3, x4}. Claramente x3 y x4 son diferentes de x1. Sea
x2 ∈ mxl(X)− {x1, x3, x4}. Aśı, b3, b4 /∈ Ux2 . Por lo tanto, Ux2 ∩ BX = {b1, b2}.

En resumen, tenemos que Ux1 ∩ BX = Ux2 ∩ BX = {b1, b2} y Ux3 ∩ BX = Ux4 ∩ BX =
{b3, b4}. Esto dice que X−mnl(X) es isomorfo a SD2qSD2. De manera similar obtenemos
que X−mxl(X) es isomorfo a SD2qSD2. Aśı, sin pérdida de generalidad podemos asumir
que Ûb1 ∩ Ûb4 = ∅. Ahora notemos que las componentes conexas de los subespacios
mnl(X) ∪ {b1, b4} y mxl(X) ∪ {b2, b3} son contráctiles y por lo tanto X satisface (S1), lo
cual es una contradicción.

Un resultado de Adamaszek [1] establece que el primer grupo de homoloǵıa de cualquier
poset con no más de 12 elementos es libre de torsión. La prueba que Adamaszek ofrece de
este hecho es asistida por ordenador, requirió analizar alrededor de 90 millones de casos
y demandó más de 200 horas de tiempo de proceso. Como corolario del teorema anterior
obtenemos una prueba de este resultado que no requiere asistencia de computadoras.

Teorema 2.5.7. Sea X un espacio topológico finito T0 tal que #X ≤ 12. Entonces
π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier x0 ∈ X. En particular, H1(X) es libre de
torsión.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que X es conexo. Por 2.5.6,
X satisface (S1). Aśı, por 2.4.7, π1(X,x0) es un grupo libre para cualquier x0 ∈ X. Por
lo tanto, H1(X) es libre de torsión.

Como corolario de los resultados anteriores obtenemos una respuesta afirmativa a la
pregunta sobre la minimalidad del modelo finito del plano proyectivo real presente en [5,
Ejemplo 7.1.1].

Corolario 2.5.8 ([1, Teorema 1.2]). Sea X un modelo finito del plano proyectivo real.
Entonces #X ≥ 13.

Dado que el poset de celdas de un CW–complejo regular X es un modelo finito de X
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.9. Cualquier estructura celular regular del plano proyectivo real tiene al
menos trece celdas.

Ahora probaremos que existen exactamente dos modelos finitos de P2 con 13 puntos:
los espacios P2

1 y P2
2 de las figuras 2.2(b) y 2.3(b) respectivamente.

Teorema 2.5.10. Sea X un modelo finito del plano proyectivo real tal que #X = 13.
Entonces X es isomorfo a P2

1 o a P2
2.

Demostración. Por 2.5.8, X no tiene beat points. Considerando que tanto X como Xop

son modelos finitos del plano proyectivo real y que P2
2
∼= (P2

1)op, podemos asumir que
# mxl(X) ≤ # mnl(X). Notemos también que # mxl(X) ≥ 3 por 2.4.10 y que mxl(X) ∩
mnl(X) = ∅ puesto que X es conexo y #X ≥ 2.
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Consideraremos varios casos.
Caso 1: # mxl(X) = 3.
Caso 1.1: # mnl(X) = 3. Por 2.5.4, lX ≥ 9 y aśı #X ≥ 15. Absurdo.
Caso 1.2: # mnl(X) ≥ 4. Supongamos que mxl(X) = {a1, a2, a3}. Por 2.5.1, existen

puntos incomparables b1, b2 ∈ X −WX
a3 . Por 2.4.17, para i ∈ {1, 2} tenemos que F̂bi ∩

mxl(X) ≥ 2 y dado que bi � a3 obtenemos que F̂bi ∩ mxl(X) = {a1, a2}. Aśı, b1, b2 ∈
Ua1 ∩ Ua2 − Ua3 .

De manera similar, obtenemos que existen puntos incomparables b3, b4 ∈ Ua1∩Ua3−Ua2
y puntos incomparables b5, b6 ∈ Ua2 ∩Ua3 −Ua1 que no son minimales en X. Notemos que
{b1, b2, b3, b4, b5, b6} es una anticadena con seis elementos.

Dado que #X = 13, obtenemos que # mnl(X) = 4. Podemos asumir entonces que
mnl(X) = {c1, c2, c3, c4}. Dado que X−WX

a3 = {b1, b2}, de 2.5.1 se sigue que Ub1∩Ub2 = ∅.
Por consiguiente, aplicando 2.4.17 obtenemos que #(Ub1∩mnl(X)) = #(Ub2∩mnl(X)) = 2
y Ub1 ∪ Ub2 = mnl(X) y aśı Fci contiene exactamente uno de los puntos b1, b2, para
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Un resultado similar vale para los puntos b3 y b4 y para los puntos b5 y b6.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que b2, b4 y b6 pertenecen a Fc4 . En
ese caso, Fc4 ∩ BX = {b2, b4, b6}. Probaremos que #(Ub1 ∩ Ub3) 6= 2. Supongamos que
#(Ub1 ∩ Ub3) = 2. Nuevamente sin pérdida de generalidad, podemos asumir que Ub1 ∩
Ub3 = {c1, c2}. Si c3 ≤ b5 entonces X − Fc4 = {b1, b3, b5, c1, c2, c3} es homotópicamente
equivalente a {b1, b3, c1, c2}, al cual puede retraerse eliminando el up beat point c3 y luego
el down beat point b5. Este último está contenido en el subespacio contráctil Ua1 . Aśı,
la inclusión de X − Fc4 en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales y
por lo tanto X satisface (S1). Si c3 � b5 entonces c1 ≤ b5 y c2 ≤ b5 y aśı las componentes
conexas de X − Fc4 son {c3} y {b1, b3, b5, c1, c2}. Notemos que este último está incluido
en el subespacio contráctil {b1, b3, b5, c1, c2, a1, a3}. Por lo tanto, X satisface (S1). Luego,
#(Ub1 ∩ Ub3) 6= 2.

Por consiguiente, #(Ub1 ∩ Ub3) = 1 dado que βb1 = βb3 = 2 y que Ûb1 y Ûb3 están
incluidos en {c1, c2, c3}. De manera similar, #(Ub1 ∩ Ub5) = 1 y #(Ub3 ∩ Ub5) = 1. Por
lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ûb1 = {c1, c2}, Ûb3 = {c1, c3} y
Ûb5 = {c2, c3}. Se sigue que Ûb2 = {c3, c4}, Ûb4 = {c2, c4} y Ûb6 = {c1, c4}. Notemos que
en este caso X es el poset P2

2 de la figura 2.3(b).
Caso 2: # mxl(X) = 4. Sean a1, a2, a3 y a4 los puntos maximales de X.
Caso 2.1: # mnl(X) = 4. Entonces #BX = 5. Si existen d1, d2 ∈ BX tales que

d1 < d2 entonces, de 2.5.5, obtenemos que αb = βb = 2 para todo b ∈ BX . Por lo
tanto, Fd1 ∩ mxl(X) = Fd2 ∩ mxl(X). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
Fd1 ∩mxl(X) = {a1, a2}.

Dado que X no tiene beat points, F̂d1 no tiene elemento mı́nimo. Aśı, # mnl(F̂d1) ≥ 2 y
es fácil probar que mnl(F̂d1) ⊆ BX . Sean e1, e2 elementos distintos de mnl(F̂d1). Notemos
que Fe1 ∩ mxl(X) = Fe2 ∩ mxl(X) = {a1, a2}. De manera similar, # mxl(Ûe1) ≥ 2 y
mxl(Ûe1) ⊆ BX . Aśı, #(Ua1 ∩ BX) ≥ 4 lo cual contradice 2.5.1.

Por consiguiente, BX debe ser una anticadena.
Dado que #(Fb ∩mxl(X)) ≥ 2 para todo b ∈ BX se sigue que existe a ∈ mxl(X) tal

que #(Ua ∩ BX) ≥ 3. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que #(Ua1 ∩ BX) ≥ 3.
Por 2.5.1, existen puntos incomparables b1, b2 ∈ X −WX

a1 . Por lo tanto, #(Ua1 ∩BX) = 3
y BX − Ua1 = {b1, b2}. Aśı, Ub1 ∩ Ub2 = ∅ por 2.5.1. Por 2.4.17 se sigue que #(Ub1 ∩
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mnl(X)) = 2 y #(Ub2 ∩mnl(X)) = 2.

Ahora notemos que, por 2.4.17, Fb1 ∩Fb2 6= ∅. Si #(Fb1 ∩Fb2) = 1 entonces X−V X
a1 es

contráctil y por lo tanto X satisface (S1). Aśı #(Fb1∩Fb2) ≥ 2. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que {a3, a4} ⊆ Fb1 ∩ Fb2 .

Se sigue que Uaj ⊇ mnl(X) para j ∈ {3, 4}. Probaremos ahora que lo mismo vale
para j ∈ {1, 2}. Notemos que #(Ua ∩ BX) ≤ 3 para todo a ∈ mxl(X) por 2.5.1. Si
#(Uak ∩ BX) = 3 para algún k ∈ {3, 4} entonces aplicando el razonamiento anterior a ak
puede probarse que Uaj ⊇ mnl(X) para j ∈ {1, 2}. De otro modo, Uaj ∩ BX = {b1, b2}
para j ∈ {3, 4} y por lo tanto BX − {b1, b2} ⊆ Ua2 por 2.4.17. Sean b3, b4, b5 ∈ BX tales
que BX − {b1, b2} = {b3, b4, b5}. Si #(Ub3 ∪ Ub4 ∪ Ub5) ≤ 3 entonces existe z ∈ mnl(X) tal
que z ∈ Ub3 ∩ Ub4 ∩ Ub5 , o bien existen puntos distintos z1, z2 ∈ mnl(X) tales que cada
uno de ellos pertenece exactamente a dos de los subconjuntos Ub3 , Ub4 y Ub5 y tales que
{b3, b4, b5} ⊆ Fz1 ∪ Fz2 . Notemos que en ambos casos el subespacio {a1, a2, b3, b4, b5} está
incluido en un subespacio contráctil de X. Se sigue que la tŕıada split (X;X − Va4 , Va4)
satisface (S1) lo cual es una contradicción. Por consiguiente, Ua ⊇ mnl(X) para todo
a ∈ mxl(X).

Ahora, notemos que si b ∈ BX es tal que αb ≥ 3 y βb ≥ 3 entonces las componentes
conexas de X −Cb son contráctiles y por lo tanto X satisface (S1). Aśı, para todo b ∈ BX
tenemos que αb = 2 o βb = 2. Por lo tanto, (αb − 1)(βb − 1) = 3− 1

2(4− αb)(4− βb) para
todo b ∈ BX .

Como en la prueba de 2.5.4 obtenemos que 16 ≤ #RX =
∑
b∈BX

(4−αb)(4− βb). Aśı, se

sigue que la caracteŕıstica de Euler de X es

χ(X) = 13−

∑
b∈BX

αb +
∑
b∈BX

βb + 16

+
∑
b∈BX

αbβb =

= −8 +
∑
b∈BX

(αb − 1)(βb − 1) = −8 +
∑
b∈BX

(
3− 1

2
(4− αb)(4− βb)

)
=

= 7− 1

2

∑
b∈BX

(4− αb)(4− βb) ≤ −1.

Por lo tanto, X no puede ser un modelo finito del plano proyectivo real.

Caso 2.2: # mnl(X) ≥ 5. De 2.5.3 se sigue que #BX = 4, que αb = 2 para todo
b ∈ BX y que #S−1

X (a) = 2 para todo a ∈ mxl(X). Dado que #BX = 4 obtenemos que
# mnl(X) = 5. De 2.5.5 se sigue que BX debe ser una anticadena. Procediendo como en
la prueba de 2.5.6 obtenemos que X −mnl(X) es isomorfo a SD2 q SD2.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ua1 ∩ BX = Ua2 ∩ BX = {b1, b2} y
Ua3 ∩ BX = Ua4 ∩ BX = {b3, b4}. Por 2.5.1, Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y Ub3 ∩ Ub4 = ∅.

Sean i ∈ {1, 2} y j ∈ {3, 4}. Si #(Ubi ∩ Ubj ) ≤ 1 entonces las componentes conexas de
{bi, bj} ∪ mnl(X) y de su complemento son contráctiles y por lo tanto X satisface (S1).
Por consiguiente #(Ubi ∩ Ubj ) ≥ 2 para todo i ∈ {1, 2} y todo j ∈ {3, 4}. Y dado que

Ub3 ∩ Ub4 = ∅ obtenemos que #Ûbi ≥ 4 para todo i ∈ {1, 2}. Aśı, Ub1 ∩ Ub2 6= ∅, lo cual
es una contradicción.
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Caso 3: # mxl(X) ≥ 5. Sea a1 ∈ mxl(X). Por 2.5.1, existen puntos incomparables
b1, b2 ∈ X −WX

a1 . Más aún, podemos asumir que Fb1 ∩ Fb2 6= ∅ dado que si Fy ∩ Fz = ∅
para cualesquiera y, z ∈ X − WX

a1 entonces las componentes conexas de X − V X
a1 son

contráctiles y por lo tanto X satisface (S1).

Sea a2 ∈ mxl(X) tal que a2 ∈ Fb1 ∩ Fb2 . Por 2.5.1, existen puntos incomparables
b3, b4 ∈ X −WX

a2 que deben ser diferentes de b1 y b2. Por consiguiente #X ≥ 14.

2.6 Modelos minimales del toro y de la botella de Klein

En esta sección probaremos que el poset SS0 × SS0 es un modelo finito minimal del toro,
respondiendo otra pregunta abierta de Barmak [5, p. 44]. Este resultado será obtenido
como corolario del teorema 2.6.3, el cual establece que si un poset X no satisface (S2)
entonces #X ≥ 16. De este teorema también se deducirá que no existen modelos finitos
de la botella de Klein con menos de 16 puntos.

Con un poco más de trabajo podremos caracterizar los modelos finitos minimales del
toro y de la botella de Klein, lo cual resulta una tarea mucho más ardua. En efecto,
probaremos que existen exactamente dos modelos finitos minimales del toro: los posets
T2

0,0 y T2
1,1 de las figuras 2.4(b) y 2.6(b). En la misma prueba, también mostraremos que

existen exactamente dos modelos finitos minimales de la botella de Klein: el poset K1,0

de la figura 2.5(b) y su opuesto, el poset K0,1 de la figura 2.7(b).

Comenzaremos describiendo los modelos finitos del toro y la botella de Klein mencio-
nados anteriormente. Consideremos la estructura celular regular del toro T2 dada en la
figura 2.4(a) con 2–celdas ai, 1–celdas bj , y 0–celdas ck, donde las 0–celdas y 1–celdas
están identificadas de la manera obvia. El poset de celdas de este CW–complejo regular,
dado en la figura 2.4(b), es un modelo finito de T2. Nos referiremos a este poset como
T2

0,0, un nombre que hereda de la prueba del teorema 2.6.11. Este poset finito es isomorfo

a SS0 × SS0.

c1 c3 c1

c2 c4
c2

c1 c3 c1

b1

b7

b1

b7

b3 b5

b3 b5

b2

b8

b4 b6

a1

a3

a2

a4

(a) Estructura celular regular de T2.

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6 • b7 • b8

•
c1

•
c2

•
c3

•
c4

(b) Espacio T2
0,0, modelo finito de T2.

Figura 2.4: Modelos celular y finito de T2.

De manera similar, podemos construir el modelo finito de la botella de Klein de la
figura 2.5(b) como el poset de celdas del CW–complejo regular de la figura 2.5(a). La
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botella de Klein será denotada por K.

c1 c3 c1

c2 c4
c2

c1 c3 c1

b4

b5

b5

b4

b1 b7

b1 b7

b3

b6

b2 b8

a1

a2

a3

a4

(a) Estructura celular regular de K.

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6 • b7 • b8

•
c1

•
c2

•
c3

•
c4

(b) Espacio K1,0, modelo finito de K.

Figura 2.5: Modelos celular y finito de K.

Como mencionamos antes, encontraremos otro modelo finito del toro en la prueba de
2.6.11: el poset T2

1,1 de la figura 2.6(b). Observemos que T2
1,1 es el poset de celdas de la

estructura celular regular de T2 dada en la figura 2.6(a).

c1 c3 c2

c2 c4
c1

c1 c3 c2

b4

b5

b5

b4

b1 b8

b1 b8

b3

b6

b2 b7

a1

a2

a3

a4

(a) Estructura celular regular de T2.

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6 • b7 • b8

•
c1

•
c2

•
c3

•
c4

(b) Espacio T2
1,1, modelo finito de T2.

Figura 2.6: Modelos celular y finito de T2.

Por otro lado, es claro que Kop
1,0 es otro modelo finito de la botella de Klein. Es fácil

verificar que Kop
1,0 es isomorfo al poset K0,1 de la figura 2.7(b), que es el poset de celdas de

la estructura celular regular de K dada en la figura 2.7(a).
Daremos ahora dos lemas que serán utilizados repetidamente a lo largo de esta sección.

Lema 2.6.1. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Si X no satisface la propiedad
(S2), entonces para todo (x, y) ∈ MX se cumple que #R−1

X (x, y) ≥ 2 o que R−1
X (x, y) =

{b} y min{αb, βb} ≥ 3.

Demostración. Como en la prueba de 2.5.2 obtenemos que R−1
X (x, y) 6= ∅ para todo

(x, y) ∈ MX . Supongamos que existen (x, y) ∈ MX y b ∈ BX tales que R−1
X (x, y) = {b}

y αb = 2.
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c1 c3 c2

c2 c4
c1

c1 c3 c2

b1

b7

b1

b7

b3 b6

b3 b6

b2

b8

b4 b5

a1

a3

a2

a4

(a) Estructura celular regular de K.

•
a1

•
a2

•
a3

•
a4

• b1 • b2 • b3 • b4 • b5 • b6 • b7 • b8

•
c1

•
c2

•
c3

•
c4

(b) Espacio K0,1, modelo finito de K.

Figura 2.7: Modelos celular y finito de K.

Veamos que Fb ∩ Fy no es conexo. Supongamos que śı. Es claro que las componentes
conexas de Fb∪Fy∪mxl(X) son contráctiles, excepto quizás Fb∪Fy que es homotópicamente
equivalente a S((Fb ∩ Fy)op)op por 2.2.1. Dado que (Fb ∩ Fy)op es conexo, se sigue del
teorema de van Kampen que S((Fb∩Fy)op) es simplemente conexo. Luego, las componentes
conexas de Fb ∪ Fy ∪mxl(X) también lo son. Se sigue que (X;Vx, Fb ∪ Fy ∪mxl(X)) es
una tŕıada split que satisface (S2), lo cual es una contradicción. Aśı, Fb ∩Fy no puede ser
conexo, como queŕıamos probar.

Notemos que mxl(Fb∩Fy) ⊆ mxl(Fb) = Fb∩mxl(X). Entonces Fb∩Fy tiene, a lo sumo,
dos puntos maximales. Pero dado que Fb∩Fy no es conexo, Fb∩Fy tiene exactamente dos
puntos maximales cada uno de los cuales debe ser el máximo de su componente conexa. Aśı
Fb ∩ Fy es homotópicamente equivalente a D2 y por lo tanto Fb ∪ Fy es homotópicamente
equivalente a SD2. Entonces, la tŕıada split (X;Fb ∪ Fy ∪mxl(X), Vx) satisface (S2).

Lema 2.6.2. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Sea

B′X = {b ∈ BX / min{αb, βb} ≥ 3}

y sea B′′X = BX − B′X .
Supongamos que X no satisface la propiedad (S2). Entonces, con las notaciones

anteriores,

2#B′X(mX − 3)(nX − 3) + #B′′X(mX − 2)(nX − 2) ≥ 2mXnX

y vale la igualdad sólo si αb = βb = 2 para todo b ∈ B′′X .
Más aún, si vale la igualdad y min{mX , nX} ≥ 4 entonces αb = βb = 3 para todo

b ∈ B′X .

Demostración. Notemos que # mxl(X) ≥ 3 y # mnl(X) ≥ 3 por 2.4.10.
Sea M′X = {(x, y) ∈MX / #R−1

X (x, y) = 1} y sea M′′X =MX −M′X . Por 2.6.1,

#RX ≥ #M′X + 2#M′′X = 2mn−#M′X ≥

≥ 2mn−
∑
b∈B′X

#RX(b) = 2mn−
∑
b∈B′X

(m− αb)(n− βb).
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Por otro lado, #RX =
∑
b∈B′X

(m− αb)(n− βb) +
∑
b∈B′′X

(m− αb)(n− βb). Aśı,

2mn ≤ 2
∑
b∈B′X

(m− αb)(n− βb) +
∑
b∈B′′X

(m− αb)(n− βb) ≤

≤ 2#B′X(m− 3)(n− 3) + B′′X(m− 2)(n− 2).

El resultado se sigue.

El siguiente teorema es otro de los resultados principales de este caṕıtulo.

Teorema 2.6.3. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface la
propiedad (S2). Entonces #X ≥ 16.

Demostración. Como antes, # mxl(X) ≥ 3 y # mnl(X) ≥ 3 por 2.4.10. Ahora, por 2.6.2,

2mn ≤ 2#B′X(m− 3)(n− 3) + #B′′X(m− 2)(n− 2) ≤
≤ #BX .max{2(m− 3)(n− 3), (m− 2)(n− 2)}.

Si max{2(m − 3)(n − 3), (m − 2)(n − 2)} = 2(m − 3)(n − 3), ponemos a = m − 3 y
b = n− 3. Entonces

#X = m+ n+ #BX ≥ m+ n+
mn

(m− 3)(n− 3)
= a+ b+

3

a
+

3

b
+

9

ab
+ 7 =

=

(
a

3
+

3

a

)
+

(
b

3
+

3

b

)
+

(
9

ab
+

2a

3
+

2b

3

)
+ 7 ≥ 2 + 2 + 3

3
√

4 + 7 > 15,

donde la penúltima desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmética y geomé-
trica.

Si max{2(m − 3)(n − 3), (m − 2)(n − 2)} = (m − 2)(n − 2), ponemos a = m − 2 y
b = n− 2. Entonces

#X = m+ n+ #BX ≥ m+ n+
2mn

(m− 2)(n− 2)
= a+ b+

4

a
+

4

b
+

8

ab
+ 6 =

=

(
a

2
+

4

a

)
+

(
b

2
+

4

b

)
+

(
8

ab
+
a

2
+
b

2

)
+ 6 ≥ 2

√
2 + 2

√
2 + 3

3
√

2 + 6 > 15,

donde, como antes, la penúltima desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmé-
tica y geométrica.

Por consiguiente, #X ≥ 16.

Como corolario del teorema anterior obtenemos una respuesta afirmativa a la pregunta
realizada en [5, p.44] sobre la minimalidad de SS0 × SS0 como modelo finito del toro.

Corolario 2.6.4. Sea X un modelo finito del toro. Entonces #X ≥ 16.

Demostración. Sea X un modelo finito del toro. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que X no tiene beat points. De 2.4.14 obtenemos que X no satisface (S2). Por
consiguiente, #X ≥ 16 por 2.6.3.
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Corolario 2.6.5. Sea X un modelo finito de la botella de Klein. Entonces #X ≥ 16.

Demostración. Por 2.4.14, X no satisface (S2). El resultado se sigue de 2.6.3.

De los corolarios 2.6.4 y 2.6.5 obtenemos el siguiente:

Corolario 2.6.6. Cualquier estructura celular regular del toro o de la botella de Klein
tiene al menos dieciséis celdas.

Ahora hallaremos todos los modelos finitos minimales del toro y la botella de Klein.

Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2). Para cada
a ∈ mxl(X) definimos

σa =
∑

b∈S−1
X (a)

1

#SX(b)
.

Observación 2.6.7. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2)
y sea x ∈ mxl(X). Puesto que R−1

X (x, y) ⊆ S−1
X (x) para todo y ∈ mnlX, entonces

#S−1
X (x) ≥ 2 siempre que exista y ∈ mnlX tal que #R−1

X (x, y) ≥ 2.

Por otro lado, si R−1
X (x, y) = {b} para algún y ∈ mnl(X), se sigue de 2.6.1 que existe

c ∈ R−1
X (x, z) para algún z ∈ Ub ∩ mnl(X), que es, por supuesto, distinto de b. Luego,

{b, c} ⊆ S−1
X (x) y por lo tanto #S−1

X (x) ≥ 2 también en este caso.

Se sigue entonces de 2.6.1 que #S−1
X (a) ≥ 2 para todo a ∈ mxl(X).

Lema 2.6.8. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2). Sea
a ∈ mxl(X). Si S−1

X (a) = {b1, b2} (con b1 6= b2) entonces {b1, b2} es una anticadena,
#(Fb1 ∩ Fb2 ∩mxl(X)) ≥ 3, Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y min{βb1 , βb2} ≥ 3.

Demostración. Supongamos que S−1
X (a) = {b1, b2}. Si Fb1 ∩ Fb2 = ∅ o b1 ≤ b2 o b2 ≤ b1

entonces las componentes conexas de X−V X
a son contráctiles y por lo tanto la tŕıada split

(X;X − V X
a , V X

a ) satisface (S2). Aśı, Fb1 ∩ Fb2 6= ∅ y {b1, b2} es una anticadena. Por lo
tanto, las componentes conexas de X − V X

a son Fb1 ∪ Fb2 o espacios unipuntuales.

Notemos que Fb1 ∩ Fb2 ⊆ mxl(X). Por lo tanto Fb1 ∩ Fb2 es discreto. Dado que,
por la proposición 2.2.1, Fb1 ∪ Fb2 es homotópicamente equivalente a (S(Fb1 ∩ Fb2)op)op

obtenemos que si #(Fb1∩Fb2) ≤ 2 entonces la tŕıada split (X;X−V X
a , V X

a ) satisface (S2).
Por consiguiente, #(Fb1 ∩ Fb2 ∩mxl(X)) ≥ 3.

Ahora, si Ub1∩Ub2 6= ∅ entonces existe w ∈ Ub1∩Ub2∩mnl(X) y en ese caso es claro que
R−1
X (a,w) = ∅ contradiciendo 2.6.1. Por lo tanto, Ub1 ∩Ub2 = ∅. Sea w1 ∈ Ub1 ∩mnl(X).

Entonces b2 /∈ Fw1 y por lo tanto R−1
X (a,w1) = {b2}. Aśı, βb2 ≥ 3 por 2.6.1. De manera

similar obtenemos que βb1 ≥ 3.

Lema 2.6.9. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2) y tal

que mX ≥ 4. Sea a ∈ mxl(X). Entonces σa ≥ min
{

2
mX−3 ,

3
mX−2

}
.

Si, además, nX ≤ 5 entonces σa ≥ 2
mX−3 .

Demostración. Por 2.6.7, #S−1
X (a) ≥ 2.
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Supongamos que #S−1
X (a) = 2 y sean b1, b2 ∈ BX tales que S−1

X (a) = {b1, b2}. Entonces
#(Fb1 ∩ Fb2 ∩mxl(X)) ≥ 3 por 2.6.8 y por lo tanto αbj ≥ 3 para j ∈ {1, 2}. Luego,

σa =
∑

b∈S−1
X (a)

1

#SX(b)
≥ 2

mX − 3
.

Por otro lado, si #S−1
X (a) ≥ 3 entonces

σa =
∑

b∈S−1
X (a)

1

#SX(b)
≥ 3

mX − 2

por 2.4.17. Esto prueba la primera afirmación.

Supongamos ahora que nX ≤ 5. Si #S−1
X (a) ≥ 4 entonces σa ≥ 4

mX−2 ≥
2

mX−3 puesto
que mX ≥ 4.

Supongamos que #S−1
X (a) = 3. Dado que nX ≤ 5, de 2.4.17 obtenemos que existen

puntos distintos b1, b2 ∈ S−1
X (a) y y ∈ mnl(X) tales que b1, b2 ∈ Fy. Sea b3 ∈ S−1

X (a) −
{b1, b2}. De 2.6.1 se sigue que R−1

X (a, y) = {b3} y αb3 ≥ 3. Aśı,

σa =
∑

b∈S−1
X (a)

1

#SX(b)
≥ 2

mX − 2
+

1

mX − 3
≥ 2

mX − 3

puesto que mX ≥ 4.

Lema 2.6.10. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface la propiedad
(S2) y tal que mX ≥ 4. Entonces

#BX ≥ mX .min
{

2
mX−3 ,

3
mX−2

}
=

{
2mX
mX−3 si mX ≥ 5,
3mX
mX−2 si mX ≤ 5.

Si, además, nX ≤ 5 entonces #BX ≥ 2mX
mX−3 .

Demostración. Notemos que

#BX ≥ #S−1
X (mxl(X)) =

∑
b∈S−1

X (mxl(X))

 ∑
a∈SX(b)

1

#SX(b)

 =
∑

(b,a)∈SX

1

#SX(b)
=

=
∑

a∈mxl(X)

 ∑
b∈S−1

X (a)

1

#SX(b)

 =
∑

a∈mxl(X)

σa.

El resultado ahora se sigue de 2.6.9.

El siguiente teorema describe todos los modelos finitos minimales del toro y de la
botella de Klein.
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Teorema 2.6.11. Sea X un poset finito tal que #X = 16.

1. Si X es un modelo finito del toro entonces X es isomorfo a T2
0,0 o a T2

1,1.

2. Si X es un modelo finito de la botella de Klein entonces X es isomorfo a K1,0 o a
K0,1.

Demostración. Supongamos que X es un modelo finito del toro o un modelo finito de la
botella de Klein. Por lo tanto, por 2.4.14, X no satisface (S2). Aśı, por 2.4.10, # mxl(X) ≥
3. Además, mxl(X) ∩ mnl(X) = ∅ dado que X es conexo. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que # mxl(X) ≤ # mnl(X). De 2.6.4 y 2.6.5 obtenemos que X no tiene
beat points.

Caso 1: # mxl(X) = 3. Por 2.6.2, #BX ≥ 6n
n−2 . Aśı,

#X = 3 + n+ #BX ≥ 3 + n+
6n

n− 2
= 11 + (n− 2) +

12

n− 2
≥ 11 + 2

√
12 > 17,

donde la penúltima desigualdad vale por la desigualdad entre medias aritmética y geomé-
trica.

Caso 2: # mxl(X) = 4.

Caso 2.1: # mnl(X) = 4 o # mnl(X) = 5. De 2.6.10 obtenemos que #BX ≥ 8. Por lo
tanto, #BX = 8 y # mnl(X) = 4.

De 2.6.2 obtenemos que 2#B′X +4#B′′X ≥ 32. Por lo tanto, #B′′X = 8, #B′X = 0 y vale
la igualdad. Aśı, B′′X = BX y de 2.6.1 y de la prueba de 2.6.2 se sigue que αb = βb = 2
para todo b ∈ BX y que #R−1

X (x, y) = 2 para todo (x, y) ∈ MX . Probaremos ahora que
#(Ua ∩ BX) ≤ 4 para todo a ∈ mxl(X). Sea a ∈ mxl(X). Sea y1 ∈ mnl(X) y sean b1 y b2
los elementos (distintos) de R−1

X (a, y1). Dado que y1 /∈ Ub1 ∪ Ub2 y βb1 = βb2 = 2 se sigue
que existe y2 ∈ mnl(X) tal que y2 ∈ Ub1 ∩ Ub2 . Dado que #R−1

X (a, y2) = 2, se sigue que
#S−1

X (a) ≥ 4 y por lo tanto #(Ua ∩ BX) ≤ 4.

Dado que αb = 2 para todo b ∈ BX y #(Ua ∩ BX) ≤ 4 para todo a ∈ mxl(X)
obtenemos que #(Ua ∩ BX) = 4 para todo a ∈ mxl(X). De manera similar obtenemos
que #(Fy ∩ BX) = 4 para todo y ∈ mnl(X). Puesto que #R−1

X (x, y) = 2 para todo
(x, y) ∈ MX se sigue que #(Ux ∩ Fy ∩ BX) = 2 para todo (x, y) ∈ MX . En particular,
x > y para todo (x, y) ∈MX .

Afirmamos que BX es una anticadena. Supongamos que existen b1, b2 ∈ BX con b1 < b2.
Puesto que αb1 = αb2 = 2 obtenemos que Fb1 ∩mxl(X) = Fb2 ∩mxl(X). Dado que b1 no es
un up beat point de X, existe b3 ∈ F̂b1 ∩ BX tal que b3 6= b2. Como antes, obtenemos que
Fb3 ∩mxl(X) = Fb1 ∩mxl(X). Sea x0 ∈ Fb1 ∩mxl(X) y sea y0 ∈ Ub1 ∩mnl(X). Entonces,
{b1, b2, b3} ⊆ Ux0 ∩ Fy0 ∩ BX lo cual es una contradicción.

Probaremos ahora que #(Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX) ≤ 3 para cualesquiera a1, a2 ∈ mxl(X) con
a1 6= a2. Sean a1, a2 ∈ mxl(X) con a1 6= a2 y supongamos que #(Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX) = 4.
Aśı Ua1 ∩ BX = Ua2 ∩ BX . Sean a3 y a4 los puntos maximales restantes de X. Se sigue
que Ua3 ∩BX = Ua4 ∩BX = BX −Ua1 puesto que αb = 2 para todo b ∈ BX . Notemos que
#(Fy ∩ Uaj ∩ BX) = 2 para todo y ∈ mnl(X) y para todo j ∈ {1, 3}. Sea w ∈ mnl(X) y

sea A = Fw ∪ BX . Dado que H̃0(A) = 0 existe un epimorfismo H1(X) → H1(X,A). De
1.2.71 obtenemos que H1(X,A) ∼=

⊕
z∈X−A

H̃0(F̂z) ∼= Z3. Aśı, el rango de H1(X) es mayor
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2.6 Modelos minimales del toro y de la botella de Klein

o igual a 3, lo cual no es posible puesto que X es un modelo finito del toro o de la botella
de Klein. Por consiguiente, #(Ua1 ∩Ua2 ∩BX) ≤ 3 para cualesquiera a1, a2 ∈ mxl(X) con
a1 6= a2.

Aplicando este argumento a Xop obtenemos que #(Fy1 ∩ Fy2 ∩ BX) ≤ 3 para cuales-
quiera y1, y2 ∈ mnl(X) con y1 6= y2.

Probaremos ahora que, de hecho, #(Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX) ≤ 2 para cualesquiera a1, a2 ∈
mxl(X) con a1 6= a2. Sean a1, a2, a3 y a4 los puntos maximales de X y supongamos
que #(Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX) = 3. Sean b1, b2 y b3 los elementos de Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX , sea b4
el único elemento de Ua1 − Ua2 y sea b5 el único elemento de Ua2 − Ua1 . Sean b6, b7 y
b8 los elementos restantes de BX . Claramente, {b6, b7, b8} ⊆ Ua3 ∩ Ua4 . Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que Ua3∩BX = {b4, b6, b7, b8} y que Ua4∩BX = {b5, b6, b7, b8}.
Sean c2 y c3 los elementos de Ub4 ∩mnl(X). Entonces, para cada j ∈ {2, 3} tenemos que
#(Fcj ∩ {b1, b2, b3}) = 1 y #(Fcj ∩ {b6, b7, b8}) = 1 puesto que #(Ua1 ∩ Fcj ∩ BX) = 2 =
#(Ua3 ∩Fcj ∩BX). Y dado que #(Fcj ∩BX) = 4 para j ∈ {2, 3} se sigue que cj < b5 para
j ∈ {2, 3}. Aśı Ub4 ∩mnl(X) = Ub5 ∩mnl(X) = {c2, c3}.

Sean c1 y c4 los elementos minimales restantes de X. Notemos que para j ∈ {1, 4},
se tiene que #(Fcj ∩ {b1, b2, b3}) = 2. Sea W = {b1, b2, b3, c1, c2, c3, c4}. Observemos que
W = Ua1 ∩ Ua2 y que W es homotópicamente equivalente a {b1, b2, b3, c1, c4}. Notemos
también que 1 ≤ #(FWc1 ∩ F

W
c4 ) ≤ 2. Supongamos que #(FWc1 ∩ F

W
c4 ) = 1. Entonces W

es contráctil y por lo tanto Ua1 ∪ Ua2 es contráctil por 2.2.1. Aśı, de 2.2.2 se sigue que
existe un modelo finito del toro o de la botella de Klein con menos de 16 puntos, lo cual
contradice 2.6.4 o 2.6.5. Por consiguiente, #(FWc1 ∩ F

W
c4 ) = 2.

De manera similar, se sigue que #(Fc1 ∩ Fc4 ∩ {b6, b7, b8}) = 2. Por lo tanto, #(Fc1 ∩
Fc4 ∩ BX) = 4 lo cual es una contradicción.

Por consiguiente, #(Ux1 ∩ Ux2 ∩ BX) ≤ 2 para cualesquiera x1, x2 ∈ mxl(X) con
x1 6= x2. Aplicando este mismo argumento a Xop obtenemos que #(Fy1 ∩ Fy2 ∩ BX) ≤ 2
para cualesquiera y1, y2 ∈ mnl(X) con y1 6= y2.

Dado que existen seis pares de puntos maximales y ocho puntos en BX , y que αb = 2
para todo b ∈ BX obtenemos que existen puntos distintos a1, a2 ∈ mxl(X) tales que
#(Ua1 ∩ Ua2 ∩ BX) = 2. Sean a3 y a4 los puntos maximales restantes de X. Observemos
que Ua3 ∩ Ua4 ∩ BX = BX − Ua1 ∪ Ua2 y por lo tanto #(Ua3 ∩ Ua4 ∩ BX) = 2.

Sean b1 y b2 los elementos de Ua1 ∩Ua2 ∩BX , sean b3 y b4 los elementos de Ûa1 −Ua2 ,
sean b5 y b6 los elementos de Ûa2 − Ua1 y sean b7 y b8 los elementos de Ua3 ∩ Ua4 ∩ BX .
Puesto que αb3 = αb4 = 2, sin pérdida de generalidad podemos asumir que vale uno de los
siguientes dos casos:

� b3 < a3 y b4 < a3, o

� b3 < a3 y b4 < a4.

En el primer caso, obtenemos que b5 < a4 y b6 < a4 y aśı X − mnl(X) es isomorfo al
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siguiente poset que será llamado Q0.

• • • •

• • • • • • • •

En el segundo caso, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que b5 < a3 y b6 < a4

y aśı X −mnl(X) es isomorfo al siguiente poset que será llamado Q1.

• • • •

• • • • • • • •

Ahora, afirmamos que en cualquiera de los casos anteriores, dado que Ua1 ∩ Ua2 ∩
BX = {b1, b2} entonces Ub1 ∩ Ub2 = ∅. Supongamos que z ∈ Ub1 ∩ Ub2 . Puesto que
#(Uaj ∩ Fz ∩ BX) = 2 para todo j ∈ {1, 2, 3, 4} obtenemos que z < b7 y z < b8. Aśı,
si z1 y z2 son elementos distintos de Ub1 ∩ Ub2 entonces #(Fz1 ∩ Fz2 ∩ BX) = 4 lo cual
es una contradicción. Por consiguiente, #(Ub1 ∩ Ub2) ≤ 1. Si Ub1 ∩ Ub2 = {z1} entonces
Ua1 ∩Ua2 = {b1, b2}∪mnl(X) que es la unión disjunta de dos espacios contráctiles. Por lo
tanto, se sigue de 2.2.1 que Ua1∪Ua2 es homotópicamente equivalente a SD2. Notemos que
la inclusión de X − (Ua1 ∪Ua2) = {a3, a4, b7, b8} en X induce el morfismo trivial entre los
grupos fundamentales puesto que X− (Ua1 ∪Ua2) está incluido en el subespacio contráctil
{a3, a4, b7, b8, z1}. Se sigue que X satisface (S2). Por consiguiente, Ub1 ∩ Ub2 = ∅ como
afirmamos.

Claramente, la misma conclusión vale para el par b7, b8 en ambos casos y para los
pares b3, b4 y b5, b6 en el primer caso. Aplicando el mismo razonamiento a Xop se sigue
que si y1, y2 ∈ mnl(X) son tales que Fy1 ∩ Fy2 ∩ BX = {b′, b′′} (con b′ 6= b′′) entonces
Fb′ ∩ Fb′′ = ∅.

Analizaremos ahora el primer caso, esto es, X − mnl(X) isomorfo a Q0. Notemos
que, dado que Xop es un modelo finito del toro o de la botella de Klein de 16 puntos
y que # mnl(Xop) = # mxl(Xop) = 4, se sigue de lo que hemos probado hasta ahora
que el espacio X − mxl(X) = (Xop − mnl(Xop))op debe ser o bien homeomorfo a Qop

0

o bien homeoomorfo a Qop
1 . Es claro entonces que existen dos elementos distintos c1, c2

de mnl(X) tales que #(Fc1 ∩ Fc2 ∩ BX) = 2. Sean c3 y c4 los dos elementos restantes
de mnl(X) y sea b1 ∈ Fc1 ∩ Fc2 . Sea j ∈ {2, 3, . . . , 8} tal que Fc1 ∩ Fc2 ∩ BX = {b1, bj}.
Entonces, Fb1 ∩Fbj = ∅ y por lo tanto j = 7 o j = 8. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que j = 7. Ahora, dado que Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y que Ub7 ∩ Ub8 = ∅ obtenemos que
Ub2 ∩mnl(X) = Ub8 ∩mnl(X) = {c3, c4}. Dado que Ub3 ∩ Ub4 = ∅ y que Ub5 ∩ Ub6 = ∅
entonces #(Fck ∩ {b3, b4}) = #(Fck ∩ {b5, b6}) = 1 para todo k ∈ {1, 2, 3, 4}. Por lo tanto,
sin pérdida de generalidad podemos asumir que Fc1 ∩ {b3, b4, b5, b6} = {b3, b5}. Dado que
Fc1 ∩ Fc2 ∩ BX = {b1, b7} se sigue que Fc2 ∩ {b3, b4, b5, b6} = {b4, b6}.
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Ahora, reetiquetando c3 y c4 si fuera necesario podemos suponer que c3 < b3 y dado
que #(Fc3 ∩ Fc4 ∩ BX) ≤ 2 y que b2, b8 ∈ Fc3 ∩ Fc4 ∩ BX obtenemos que c4 < b4.

Hay ahora dos posibilidades: c3 < b5 o c3 < b6.
Si c3 < b5 entonces c4 < b6 y X − mxl(X) es isomorfo a Qop

0 . En este caso X es
isomorfo al poset T2

0,0 de la página 100.
Si c3 < b6 entonces c4 < b5 y X − mxl(X) es isomorfo a Qop

1 . En este caso X es
isomorfo al poset K0,1 de la página 102.

Analizaremos ahora el segundo caso, esto es, X−mnl(X) isomorfo a Q1. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que Ub4 ∩mnl(X) = {c1, c2}. Dado que #(Fc1 ∩Ua1 ∩BX) =
2 = #(Fc1 ∩Ua4 ∩BX) se sigue que #(Fc1 ∩{b1, b2, b3}) = #(Fc1 ∩{b6, b7, b8}) = 1 y dado
que #(Fc1 ∩BX) = 4 obtenemos que b5 ∈ Fc1 . De manera similar obtenemos que b5 ∈ Fc2 .

Ahora, dado que Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y que βb1 = βb2 = 2 se sigue que Ub1 ∪ Ub2 ⊇ mnl(X).
Por consiguiente, Fc1 ∩ {b1, b2} 6= ∅ y por lo tanto b3 /∈ Fc1 . De manera similar, b6 /∈ Fc1
y b3, b6 /∈ Fc2 . Aśı, Ub3 ∩mnl(X) = Ub6 ∩mnl(X) = {c3, c4}.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que c1 < b1 y que c1 < b7. Dado que
#(Fc1∩Fc2∩BX) ≤ 2 y que b4, b5 ∈ Fc1∩Fc2∩BX obtenemos que Fc2∩BX = {b2, b4, b5, b8}.
Ahora, reetiquetando c3 y c4 si fuera necesario, podemos suponer que Ub1 ∩ mnl(X) =
{c1, c3} y por lo tanto Ub2 ∩mnl(X) = {c2, c4}.

Hay ahora dos posibilidades: c3 < b7 o c3 < b8.
Si c3 < b7 entonces c4 < b8 y X − mxl(X) es isomorfo a Qop

0 . En este caso X es
isomorfo al poset K1,0 de la figura 2.5(b) de la página 101.

Si c3 < b8 entonces c4 < b7 y X − mxl(X) es isomorfo a Qop
1 . En este caso X es

isomorfo al poset T2
1,1 de la figura 2.6(b) de la página 101.

Caso 2.2: # mnl(X) ≥ 6. En este caso, #BX ≥ 6 por 2.6.10. Por lo tanto, #BX = 6
y # mnl(X) = 6. Aśı, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que S−1

X (mxl(X)) = BX y que
σa = 3

2 para todo a ∈ mxl(X).
Probaremos ahora que para todo a ∈ mxl(X) tenemos que #S−1

X (a) = 3 y que los
subconjuntos Ub, para b ∈ S−1

X (a), son disjuntos dos a dos. En particular, obtendremos
que S−1

X (a) es una anticadena para todo a ∈ mxl(X). Probaremos también que αb = βb = 2
para todo b ∈ S−1

X (mxl(X)) = BX .
Sea a ∈ mxl(X). Dado que

σa =
∑

b∈S−1
X (a)

1

#SX(b)
≥ 1

2
#S−1

X (a)

se sigue que #S−1
X (a) ≤ 3. Además, #S−1

X (a) ≥ 2 por 2.6.7.
Supongamos que #S−1

X (a) = 2. Entonces, por 2.6.8, αb = 3 para todo b ∈ S−1
X (a) y

aśı σa = 2 lo cual es una contradicción. Por lo tanto #S−1
X (a) = 3 y aśı αb = 2 para todo

b ∈ S−1
X (a).

Supongamos que S−1
X (a) = {b1, b2, b3}. De 2.6.1 se sigue que Ub1 , Ub2 y Ub3 son

disjuntos dos a dos. Por lo tanto, S−1
X (a) es una anticadena y βbj = 2 para todo j ∈

{1, 2, 3}.
Probaremos ahora que x > y para todo x ∈ mxl(X) y y ∈ mnl(X) y que BX es una

anticadena. Sea a1 ∈ mxl(X) y supongamos que S−1
X (a1) = {b1, b2, b3}. Si Fb1∩Fb2∩Fb3 =

∅, es fácil verificar que X − V X
a1 es débilmente equivalente a S1 y por lo tanto la tŕıada
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split (X;X − V X
a1 , V

X
a1 ) satisface (S2). Aśı, existe a2 ∈ mxl(X) tal que {b1, b2, b3} ⊆ Ua2 .

Se sigue que S−1
X (a2) = Ua1 ∩BX y aśı Ua1 ∩BX es una anticadena. Por consiguiente, BX

es una anticadena. Ahora, si S−1
X (a2) = {b4, b5, b6} entonces Ub4 , Ub5 y Ub6 son disjuntos

dos a dos y por lo tanto mnl(X) ⊆ Ub4 ∪ Ub5 ∪ Ub6 ⊆ Ua1 .
Por consiguiente, χ(X) = 16 − (12 + 12 + 24) + 24 = −8, lo cual es claramente una

contradicción.
Caso 3: # mxl(X) = 5.
Caso 3.1: # mnl(X) = 5. Tenemos que #BX = 6. Por 2.6.7, #(Ua ∩ BX) ≤ 4

para todo a ∈ mxl(X). Probaremos ahora que #(Ua ∩ BX) ≤ 3 para todo a ∈ mxl(X).
Supongamos que existe a ∈ mxl(X) tal que #(Ua ∩ BX) = 4. Sean b1, b2 ∈ BX tales que
BX − Ua = {b1, b2}. De 2.6.8 obtenemos que Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y que βb1 ≥ 3 y βb2 ≥ 3, lo
cual no puede ser posible puesto que # mnl(X) = 5. Por consiguiente, #(Ua ∩ BX) ≤ 3
para todo a ∈ mxl(X). Aplicando el mismo argumento a Xop se sigue que #(Ft∩BX) ≤ 3
para todo t ∈ mnl(X).

Sea A = {x ∈ mxl(X) / #(Ux ∩ BX) = 3} y sean B′X y B′′X definidos como en el
lema 2.6.2. Sea a ∈ A y sean b1, b2 y b3 los elementos de BX − Ua. Por 2.4.17, βbj ≥ 2
para todo j ∈ {1, 2, 3}. Dado que # mnl(X) = 5, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que Ub2 ∩ Ub3 ∩ mnl(X) 6= ∅. Sea z ∈ Ub2 ∩ Ub3 ∩ mnl(X). Entonces de 2.6.1
obtenemos que R−1

X (a, z) = {b1} y b1 ∈ B′X . Si, además, Ub1 ∩ Ub3 ∩ mnl(X) 6= ∅,
por el argumento anterior obtenemos que b2 ∈ B′X y aśı Ub1 ∩ Ub2 ∩ mnl(X) 6= ∅ de
donde se sigue que b3 ∈ B′X . Por consiguiente, existe a′ ∈ Fb1 ∩ Fb2 ∩ Fb3 ∩ mxl(X).
Por lo tanto, a′ ∈ A y aśı, por el argumento anterior, B′X − Ua′ 6= ∅. Se sigue que
#B′X ≥ 4 y por lo tanto existe c ∈ mxl(X) tal que #(Uc ∩ BX) ≥ 4, lo cual es una
contradicción. Por consiguiente, Ub1 ∩ Ub3 ∩mnl(X) = ∅. De manera similar obtenemos
que Ub1 ∩ Ub2 ∩mnl(X) = ∅. Dado que βb1 ≥ 3, βb2 ≥ 2 y βb3 ≥ 2 se sigue que βb1 = 3,
βb2 = βb3 = 2 y Ub2 ∩mnl(X) = Ub3 ∩mnl(X). Notemos que b2, b3 ∈ B′′X . Por lo tanto,
para cada a ∈ A existe un único b ∈ B′X tal que bSXa.

Se sigue que #A = #(SX ∩ (B′X ×A)) ≤ 2#B′X . Por consiguiente

12 +
#A

2
≤ 12 + #B′X = 2#BX + #B′X = 3#B′X + 2#B′′X ≤

∑
b∈BX

αb

y dado que ∑
b∈BX

αb ≤ 3#A+ 2(5−#A) = 10 + #A

obtenemos que 12 + 1
2#A ≤ 10 + #A y por lo tanto #A ≥ 4 y #B′X ≥ 2.

Como en la prueba del lema 2.6.2, tenemos que

50 ≤ 2
∑
b∈B′X

(5− αb)(5− βb) +
∑
b∈B′′X

(5− αb)(5− βb)

y puesto que #B′X ≥ 2, no es dif́ıcil probar que αb = βb = 3 para todo b ∈ B′X y que
αb = βb = 2 para todo b ∈ B′′X .

Ahora, notemos que σa = 7
6 para todo a ∈ A y dado que∑

a∈mxl(X)

σa = #S−1
X (mxl(X)) = #BX = 6
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se sigue que A 6= mxl(X) y por lo tanto que #A = 4. Sea c el único elemento de
mxl(X) − A. Entonces σc = 4

3 y, por consiguiente, #S−1
X (c) ≤ 4. Dado que c /∈ A

obtenemos que #S−1
X (c) = 4 y por lo tanto αb = 2 para todo b ∈ S−1

X (c). Aśı, Uc∩BX = B′X
y #B′X = 2. De manera similar, trabajando con Xop obtenemos que existe x ∈ mnl(X)
tal que Fx ∩ BX = B′X .

Sean c1 y c2 los elementos de B′X . Sea a1 ∈ mxl(X) ∩ Fc1 − {c}. Dado que a1 ∈ A,
existen elementos distintos d1, d2 ∈ B′′X − Ua1 y por los argumentos anteriores sabemos
que Ud1 ∩ mnl(X) = Ud2 ∩ mnl(X) y que βd1 = βd2 = 2. Sean y, z ∈ mnl(X) tal que
Ud1 ∩mnl(X) = {y, z}.

Dado que αd1 = αd2 = 2 obtenemos que existe a2 ∈ (mxl(X) − {a1, c}) ∩ Fd1 ∩ Fd2 .
Como a2 ∈ A, existen elementos distintos e1, e2 ∈ B′′X−Ua2 y por los argumentos anteriores
sabemos que Ue1 ∩ mnl(X) = Ue2 ∩ mnl(X) y que βe1 = βe2 = 2. Sean v, w ∈ mnl(X)
tales que Ue1 ∩mnl(X) = {v, w}. Notemos que {v, w} ∩ {y, z} = ∅ pues si u ∈ {v, w} ∩
{y, z} entonces Fu ∩ BX ⊇ {d1, d2, e1, e2} lo cual es imposible. Notemos también que
x /∈ {v, w, y, z}. Observemos además que, dado que a1 ∈ A y c2, d1, d2 6∈ Ua1 , entonces
e1, e2 ∈ Ua1 .

Ahora tomemos C = Fx∪mxl(X). Las componentes conexas de X−C son {d1, d2, y, z}
y {e1, e2, v, w} y dado que ambas están incluidas en subespacios contráctiles de X (Ua2 y
Ua1 respectivamente) obtenemos que X satisface (S2).

Caso 3.2: # mnl(X) ≥ 6. De 2.6.10 obtenemos que #BX ≥ 5. Aśı, #BX = 5 y
# mnl(X) = 6. Por lo tanto, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que σa = 1 para todo
a ∈ mxl(X).

Por 2.6.7, #S−1
X (a) ≥ 2 para todo a ∈ mxl(X). Aśı, #(Ua ∩ BX) ≤ 3 para todo

a ∈ mxl(X).

Supongamos que #(Ua ∩ BX) = 3 para todo a ∈ mxl(X). Sea a1 ∈ mxl(X) y
supongamos que Ua1 ∩ BX = {b1, b2, b3} y que BX − Ua1 = {b4, b5}. Por 2.6.8, {b4, b5} es
una anticadena y #(Fb4 ∩ Fb5 ∩mxl(X)) ≥ 3. Sean a3, a4, a5 tres elementos distintos de
Fb4 ∩ Fb5 ∩ mxl(X) (notemos que ninguno de ellos es a1). Dado que #(Ua3 ∩ BX) = 3
se sigue que #(Ua3 ∩ {b1, b2, b3}) = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
b3 ∈ Ua3 . Por lo tanto, BX − Ua3 = {b1, b2} y aplicando 2.6.8 nuevamente obtenemos que
#(Fb1 ∩ Fb2 ∩ mxl(X)) ≥ 3. Aśı, existe k ∈ {4, 5} tal que ak ∈ Fb1 ∩ Fb2 . Por lo tanto,
{b1, b2, b4, b5} ⊆ Uak ∩ BX lo cual es absurdo.

Por consiguiente, existe a1 ∈ mxl(X) tal que #(Ua1∩BX) ≤ 2. Entonces #S−1
X (a1) ≥ 3

y por lo tanto

1 = σa1 =
∑

b∈S−1
X (a1)

1

#SX(b)
≥ 1

3
#S−1

X (a1) ≥ 1.

Aśı, #S−1
X (a1) = 3, #(Ua1 ∩BX) = 2 y #SX(b) = 3 para todo b ∈ S−1

X (a1). Luego, αb = 2
para todo b ∈ S−1

X (a1).

Supongamos que Ua1 ∩ BX = {b1, b2} y S−1
X (a1) = {b3, b4, b5}. De 2.6.1 se sigue

que los conjuntos Ub3 , Ub4 y Ub5 son disjuntos dos a dos. En particular, {b3, b4, b5} es
una anticadena. Dado que βbj ≥ 2 para todo j ∈ {3, 4, 5} obtenemos que mnl(X) ⊆
Ub3 ∪ Ub4 ∪ Ub5 y que βbj = 2 para todo j ∈ {3, 4, 5}.

Sea i ∈ {1, 2}. Si βbi ≤ 3 entonces existen elementos distintos j, k ∈ {3, 4, 5} tales que
#(Ubi ∩ Ubj ) ≤ 1 y #(Ubi ∩ Ubk) ≤ 1. Sea C = {bi, bj , bk} ∪ mnl(X). Notemos que las
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componentes conexas de C son contráctiles. Sea l el elemento de {1, 2} distinto de i y sea
m el elemento de {3, 4, 5} distinto de j y de k. Dado que X − C = {bl, bm} ∪ mxl(X),
las componentes conexas de X − C son contráctiles, excepto quizás, Fbl ∪ Fbm . Puesto
que αbm = 2, podemos utilizar 2.2.1 como en el segundo párrafo de la prueba de 2.6.8, de
donde obtenemos que la tŕıada split (X;X − C,C) satisface (S2).

Por consiguiente, βbi ≥ 4 para cada i ∈ {1, 2}. Aśı, existe w ∈ mnl(X) tal que
w ∈ Ub1 ∩ Ub2 . Sea G = Fw ∪mxl(X). Notemos que las componentes conexas de X − G
son contráctiles. Por lo tanto, la tŕıada split (X;X −G,G) satisface (S2).

Caso 4: # mxl(X) = 6. En este caso, #BX ≥ 4 por 2.6.10. Por lo tanto, #BX = 4 y
# mnl(X) = 6. Aśı, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que σa = 2

3 para todo a ∈ mxl(X).

Sea a ∈ mxl(X). Por 2.6.7, #S−1
X (a) ≥ 2. Si #S−1

X (a) ≥ 3 entonces σa ≥ 3
4 lo cual es

una contradicción. Aśı, #S−1
X (a) = 2 para todo a ∈ mxl(X).

Sea a1 ∈ mxl(X) y supongamos que Ua1 ∩ BX = {b1, b2} y que S−1
X (a1) = {b3, b4}.

Por 2.6.8, {b3, b4} es una anticadena y #(Fb3 ∩ Fb4 ∩ mxl(X)) ≥ 3. Dado que σa1 = 2
3 ,

obtenemos que αb3 = αb4 = 3 y #(Fb3 ∩Fb4 ∩mxl(X)) = 3. Sean a4, a5, a6 ∈ mxl(X) tales
que Fb3 ∩Fb4 ∩mxl(X) = {a4, a5, a6} y sean a2 y a3 los puntos maximales restantes de X.
Se sigue que Uaj ∩ BX = {b3, b4} para todo j ∈ {4, 5, 6} y que Uaj ∩ BX = {b1, b2} para
todo j ∈ {1, 2, 3}. Notemos que {b1, b2} es una anticadena por 2.6.8.

Aśı, X − mnl(X) es isomorfo a (SD3)op q (SD3)op. Trabajando con Xop de manera
similar, obtenemos que X −mxl(X) es isomorfo a SD3 q SD3.

Por 2.6.8, Ub1 ∩ Ub2 = ∅ y Ub3 ∩ Ub4 = ∅. Dado que X − mxl(X) es isomorfo a
SD3 q SD3 se sigue que existe k ∈ {3, 4} tal que Ub1 ∩ Ubk = ∅. Sea C = Ub1 ∪ Ubk .
Notemos que las componentes conexas de C y de su complemento son contráctiles. Por
consiguiente, la tŕıada split (X;C,X − C) satisface (S2).

Vale la pena observar las similitudes entre la prueba de este caso y la segunda parte
de la prueba de 2.5.6.

Caso 5: # mxl(X) ≥ 7. Del lema 2.6.10 obtenemos que #BX ≥ mX .
2

mX−3 y aśı

#X ≥ 2mX + 2mX
mX−3 > 2mX + 2 ≥ 16.

2.7 Otros problemas de minimalidad

2.7.1 Espacios con torsión en sus grupos de homoloǵıa entera de cardi-
nalidad mı́nima

En esta subsección, probaremos que si X es un poset con menos de 13 puntos entonces
Hn(X) es libre de torsión para todo n ∈ N, demostrando una conjetura de Hardie,
Vermeulen y Witbooi [39, Observación 4.2].

Teorema 2.7.1. Sea X un espacio topológico finito tal que Hk(X) tiene torsión para
algún k ∈ N. Entonces #X ≥ 13.

Demostración. Podemos asumir que X es un espacio T0 minimal y que los grupos de
homoloǵıa (con coeficientes en Z) de cualquier subespacio propio de X son libres de torsión.
Tomemos k ∈ N tal que Hk(X) tiene torsión. Por 2.5.7 podemos asumir que k ≥ 2.
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Sea p ∈ X. De 1.2.71 obtenemos que existe una sucesión exacta larga

· · · −−−→ Hk(Ĉp) −−−→ Hk(X − {p}) −−−→ Hk(X) −−−→ Hk−1(Ĉp) −−−→ · · ·

Si Hk(Ĉp) = 0, dado que Hk(X −{p}) y Hk−1(Ĉp) son grupos abelianos libres obtenemos

que Hk(X) es un grupo abeliano libre. Aśı, Hk(Ĉp) 6= 0. En particular, h(Cp) ≥ k + 1 y
por lo tanto todo punto p ∈ X pertenece a una cadena de altura k + 1.

Sea a ∈ mxl(X). Supongamos que X − Ua es una anticadena. Entonces, por 1.2.71

Hk(X) ∼= Hk(X,Ua) ∼=
⊕

x∈X−Ua

Hk−1(Ĉx)

el cual es libre de torsión por una de nuestras suposiciones iniciales. Por lo tanto, X −Ua
no es una anticadena. Aśı, X − Ua −mxl(X) 6= ∅.

Sea d ∈ mxl(X−Ua−mxl(X)). Por 2.4.17, existen b, c ∈ mxl(X) tales que b 6= c, b ≥ d
y c ≥ d. Notemos que b 6= a y c 6= a. Aplicando el razonamiento anterior obtenemos que
X−Ub no es una anticadena y aśı existe un punto e ∈ mxl(X−Ub−mxl(X)). Nuevamente,
por 2.4.17 obtenemos que #(Fe ∩mxl(X)) ≥ 2. Sea X1 = mxl(X)∪mxl(X −mxl(X)). Si
Fe ∩mxl(X) * {a, b, c} entonces # mxl(X) ≥ 4 y aśı #X1 ≥ 6. Si no, F̂e = {a, c} y dado
que X − Uc no es una anticadena, existe un punto f ∈ mxl(X − Uc −mxl(X)) que debe
ser, por supuesto, diferente de d y e. Por consiguiente, #X1 ≥ 6 en cualquier caso.

Sea X2 = mnl(X) ∪ mnl(X − mnl(X)). Aplicando el argumento anterior a Xop,
obtenemos que #X2 ≥ 6. Dado que Hk(X) tiene torsión se sigue que h(X) ≥ k + 1 ≥ 3.
Puesto que todo punto de X pertenece a una cadena de altura k + 1 obtenemos que
X1 ∩X2 = ∅. Por consiguiente, #X ≥ 12.

Supongamos ahora que #X = 12. Entonces X = X1 ∪ X2 y #X1 = #X2 = 6. En
particular, h(X) = 3 y entonces k = 2. Siguiendo el argumento anterior y con la notación
utilizada previamente, tenemos que Fe ∩mxl(X) * {a, b, c} o F̂e = {a, c}.

Supongamos que Fe ∩mxl(X) * {a, b, c}. Se sigue que # mxl(X) = 4. Sea g el único
elemento de Fe ∩mxl(X)− {a, b, c}. Supongamos que d ≤ g. Dado que X −Ug no es una
anticadena, existe un punto h ∈ mxl(X−Ug−mxl(X)) que es claramente diferente de d y
e. Notemos que h ∈ X1. Por consiguiente, #X1 ≥ 7 lo cual es una contradicción. Luego,
d 6≤ g. De manera similar obtenemos que e 6≤ c.

Aśı, F̂e ⊆ {a, g} y por lo tanto, por 2.4.17, F̂e = {a, g}. Por consiguiente, X1 es el
siguiente poset

•
a

•
g

•
b

•
c

•
d

•
e

que será llamado V .

Pero, en este caso, si y es un punto maximal de X2 se tiene que ∅ 6= F̂y ⊆ X1 y entonces

las componentes conexas de F̂y son contráctiles. Aśı, Ĉy = Ûy ~ F̂y es homotópicamente
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equivalente al join no Hausdorff (cf. [5, Definición 2.7.1]) de dos espacios discretos. Se
sigue que h(Ĉy) = 1 y por lo tanto, que H2(Ĉy) = 0, lo cual es una contradicción.

Por consiguiente, F̂e = {a, c} y de 2.4.17 obtenemos que F̂f = {a, b}. Entonces X1 es
el siguiente poset

•
a

•
b

•
c

•
d

•
e

•
f

Aplicando el mismo razonamiento a Xop obtenemos que X2 es isomorfo a Xop
1 el cual es

isomorfo a X1. Por un argumento anterior, si y es un punto maximal de X2 entonces F̂y
no puede ser homotópicamente equivalente a un espacio discreto. Dado que F̂y ⊆ X1 la

única posibilidad es que F̂y = X1 para todo y ∈ mxl(X2). Se sigue que X = X2~X1, esto
es, X es el siguiente poset

•
a

•
b

•
c

• d•e•f

• • •

•••

Sea U = Ua ∪ Uc. Es fácil probar que U es contráctil. Entonces, por 1.2.71,

H2(X) ∼= H2(X,U) ∼= H1(Ĉb)

el cual es abeliano libre por nuestros supuestos iniciales. Aśı, este caso no resulta posible.
Por consiguiente, #X ≥ 13.

2.7.2 Espacios minimales débilmente contráctiles no contráctiles

En esta subsección probaremos que un espacio débilmente contráctil no contráctil debe
tener al menos nueve puntos.

Más aún, probaremos que existen (salvo homeomorfismo) exactamente dos espacios
débilmente contráctiles no contráctiles de nueve puntos.
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En la figura 2.8 exhibimos un espacio débilmente contráctil no contráctil T0 de nueve
puntos, el cual fue considerado en [62, Figura 2] y en [5, Ejemplo 4.3.3]. Observemos que
este espacio no es contráctil dado que no tiene beat points y es débilmente contráctil dado
que la realización geométrica de su complejo simplicial asociado es contráctil.

•
a1

•
a2

•
a3

• b1 • b2 • b3

•
c1

•
c2

•
c3

Figura 2.8: Espacio débilmente contráctil no contráctil de 9 puntos.

Probaremos ahora algunos lemas que necesitaremos para demostrar el resultado prin-
cipal de esta subsección.

Lema 2.7.2. Sea X un espacio topológico finito T0 sin beat points. Sean a, b ∈ X con
a > b. Entonces #Ûa ≥ #Ûb + 2 y #F̂b ≥ #F̂a + 2.

Demostración. Notemos que Ûa ⊇ Ub puesto que b < a. Dado que a no es un beat point
de X obtenemos que Ûa ) Ub. Por consiguiente #Ûa ≥ #Ub + 1 = #Ûb + 2.

Aplicando este resultado a Xop obtenemos que #F̂b ≥ #F̂a + 2.

Lema 2.7.3. Sea X un espacio topológico finito T0 tal que h(X) = 2. Si X es débilmente
contráctil entonces H2(A) = 0 para todo subespacio A ⊆ X.

Demostración. Sea A un subespacio deX. Notemos queH3(X,A) = 0 dado que h(X) = 2.
El resultado entonces se sigue de la sucesión exacta H3(X,A) −→ H2(A) −→ H2(X).

Lema 2.7.4. Sea X un espacio topológico finito T0 débilmente contráctil tal que h(X) = 2.
Sean b, b′ ∈ X − (mxl(X) ∪ mnl(X)) tales que b 6= b′. Si #(F̂b ∩ F̂b′) ≥ 2 entonces
#(Ûb ∩ Ûb′) ≤ 1.

Demostración. Notemos que {b, b′} debe ser una anticadena. Supongamos que #(Ûb ∩
Ûb′) ≥ 2. Entonces existen elementos distintos a, a′ ∈ F̂b ∩ F̂b′ y elementos distintos c, c′ ∈
Ûb∩Ûb′ . Notemos que {a, a′} ⊆ mxl(X) y que {c, c′} ⊆ mnl(X). Por lo tanto el subespacio
A = {a, a′, b, b′, c, c′} es homeomorfo a S2S0 y entonces H2(A) 6= 0, contradiciendo 2.7.3.
Aśı #(Ûb ∩ Ûb′) ≤ 1.

Lema 2.7.5. Sea X un espacio topológico tal que, para algún x0 ∈ X, π1(X,x0) no es
un grupo perfecto no trivial. Si SX es débilmente contráctil entonces X es débilmente
contráctil.

Demostración. Sea ΣX la suspensión de X. Dado que ΣX es débilmente equivalente a
SX obtenemos que ΣX es débilmente contráctil. Aśı Hn(ΣX) = 0 para todo n ∈ N. Por
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lo tanto X es arcoconexo y Hn(X) = 0 para todo n ∈ N. Aśı π1(X,x0) es un grupo
perfecto. Por consiguiente π1(X,x0) debe ser el grupo trivial. El resultado entonces se
sigue del teorema de Hurewicz.

La siguiente proposición muestra que la altura de un espacio topológico finito T0

débilmente contráctil no contráctil debe ser mayor a 1.

Proposición 2.7.6. Sea X un espacio topológico finito T0 débilmente contráctil con
h(X) ≤ 1. Entonces X es contráctil.

Demostración. Supongamos que X no es contráctil. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que X no tiene beat points. Sea E el conjunto de aristas del diagrama de Hasse de
X. Para x ∈ X, denotaremos por εx a la cantidad de aristas del diagrama de Hasse de X
que contienen a x. Es claro que εx = #(Ûx∩mnlX) si x ∈ mxlX y que εx = #(F̂x∩mxlX)
si x ∈ mnlX.

Ahora bien, como X tiene altura 1 y es conexo, entonces mxlX = X −mnlX por (1)
de 2.4.17. Se sigue de (2) de 2.4.17, que εx ≥ 2 para todo x ∈ mxlX. Del mismo modo,
εy ≥ 2 para todo y ∈ mnlX. Luego, εx ≥ 2 para todo x ∈ X. Aśı, tenemos que

#E =
1

2

∑
x∈X

εx ≥ #X.

Pero 1 = χ(X) = #X −#E ≤ 0 lo cual es una contradicción.

Probaremos ahora el resultado principal de esta subsección.

Teorema 2.7.7. Sea X un espacio topológico débilmente contráctil no contráctil. Enton-
ces #X ≥ 9.

Demostración. Podemos asumir que X es un espacio topológico finito T0 sin beat points.
Por 2.1.1, si h(X) ≥ 4 entonces #X ≥ 10. Y por 2.7.6, h(X) ≥ 2. Aśı h(X) = 2 o

h(X) = 3.
Caso 1: h(X) = 3. Por 2.1.1, #X ≥ 8. Si #X = 8 entonces, nuevamente por 2.1.1, X

es homeomorfo a S3S0 el cual es débilmente equivalente a S3. Este absurdo muestra que
#X ≥ 9.

Caso 2: h(X) = 2. Si # mxl(X) = 2 entonces, de 2.4.17, obtenemos que X = SY con
Y = X −mxl(X) y h(Y ) = 1. Es claro que π1(Y, y0) es un grupo libre para todo y0 ∈ Y .
Por 2.7.5, Y resulta débilmente contráctil, y por 2.7.6 se sigue que Y es contráctil. Ahora
bien, dado que X no tiene beat points, lo mismo vale para Y . Luego, tenemos que Y
es un espacio contráctil sin beat points de altura 1, lo cual es claramente absurdo. Aśı
# mxl(X) ≥ 3.

Trabajando con Xop de manera similar, obtenemos que # mnl(X) ≥ 3. Sea BX =
X − (mxl(X) ∪ mnl(X)). Dado que h(X) = 2 obtenemos que BX es una anticadena no
vaćıa de X. Si #BX ≥ 3 entonces #X ≥ 9. Aśı, podemos asumir que #BX ≤ 2.

Caso 2.1: #BX = 1. Supongamos que BX = {b}. Notemos que F̂b ⊆ mxl(X) y
Ûb ⊆ mnl(X). Por 2.4.17, αb ≥ 2 y βb ≥ 2.

Por 2.4.17, #Ûa ≥ 2 para todo a ∈ mxl(X). De 2.7.2 obtenemos que #Ûa ≥ βb + 2
para todo a ∈ F̂b.
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Sea l el número de 1–cadenas de X y sea m = # mxl(X). Tenemos que

l = #Ûb +
∑

a∈mxl(X)

#Ûa ≥ βb + αb(βb + 2) + 2(m− αb) = βb + αbβb + 2m ≥ αbβb + 8.

Por otro lado, notemos que el número de 2–cadenas de X es αbβb.

Por lo tanto

1 = χ(X) = #X − l + αbβb ≤ #X − (αbβb + 8) + αbβb = #X − 8 .

Por consiguiente #X ≥ 9.

Caso 2.2: #BX = 2. Si # mxl(X) ≥ 4 o # mnl(X) ≥ 4 entonces #X ≥ 9. Aśı
podemos asumir que # mxl(X) = # mnl(X) = 3. Como antes, notemos que F̂b ⊆ mxl(X)
y Ûb ⊆ mnl(X) para todo b ∈ BX dado que BX es una anticadena.

Probaremos primero que #Ûb 6= 3 para todo b ∈ BX . Sea b ∈ BX y supongamos que
#Ûb = 3. Entonces Ûb = mnl(X). Sea b′ el (único) elemento de BX − {b}. Afirmamos
que F̂b ⊆ F̂b′ . Sea a ∈ F̂b. Entonces Ûa ⊇ Ub y dado que a no es un beat point de X
obtenemos que Ûa ) Ub. Pero dado que Ub ⊇ mnl(X) se sigue que b′ ∈ Ûa y por lo tanto
a ∈ F̂b′ .

Por 2.4.17, #F̂b ≥ 2 y #Ûb′ ≥ 2. Aśı #(F̂b∩ F̂b′) ≥ 2 y #(Ûb∩ Ûb′) ≥ 2 contradiciendo
2.7.4. Por consiguiente #Ûb 6= 3 para todo b ∈ BX .

Por lo tanto #Ûb = 2 para todo b ∈ BX por 2.4.17. De manera similar, obtenemos que
#F̂b = 2 para todo b ∈ BX .

Sean mxl(X) = {a1, a2, a3}, BX = {b1, b2} y mnl(X) = {c1, c2, c3}. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que F̂b1 = {a1, a2} y Ûb1 = {c1, c2}. Probaremos que
#Ûa1 + #Ûa2 + #Ûa3 ≥ 12 analizando dos casos posibles: b2 < a3 y b2 ≮ a3.

Si b2 < a3 entonces #Ûa3 ≥ #Ûb2 + 2 = 4 por 2.7.2. Y dado que b1 < a1 y b1 < a2,
también obtenemos que #Ûa1 ≥ 4 y #Ûa2 ≥ 4 por 2.7.2. Aśı #Ûa1 + #Ûa2 + #Ûa3 ≥ 12.

Si b2 ≮ a3 entonces F̂b2 = {a1, a2} = F̂b1 . Por 2.7.4, Ûb2 6= Ûb1 = {c1, c2}. Por lo tanto
c3 < b2. Aśı Ûa1 = Ûa2 = {b1, b2, c1, c2, c3} y dado que #Ûa3 ≥ 2 por 2.4.17 obtenemos
que #Ûa1 + #Ûa2 + #Ûa3 ≥ 12.

Por consiguiente #Ûa1 + #Ûa2 + #Ûa3 ≥ 12 en cualquier caso. Como antes, sea l el
número de 1–cadenas de X. Aplicando 2.4.17, obtenemos

l = #Ûa1 + #Ûa2 + #Ûa3 + #Ûb1 + #Ûb2 ≥ 12 + 2 + 2 = 16.

Ahora, notemos que el número de 2–cadenas de X es #F̂b1#Ûb1 + #F̂b2#Ûb2 = 8. Aśı

χ(X) = #X − l + 8 ≤ 8− 16 + 8 = 0

y por lo tanto el espacio X no es débilmente contráctil.

Como corolario del teorema anterior obtenemos que el espacio de la figura 2.8 es un
espacio topológico débilmente contráctil no contráctil con la mı́nima cantidad posible de
puntos. En el siguiente teorema encontraremos todos los espacios débilmente contráctil
no contráctiles de esta cantidad de puntos mı́nima.
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Teorema 2.7.8. Sea X un espacio topológico débilmente contráctil no contráctil tal que
#X = 9. Entonces X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8 o a su opuesto.

Demostración. Por 2.7.7, X es un espacio topológico finito T0 sin beat points. Por 2.4.17,
# mxl(X) ≥ 2. Supongamos que # mxl(X) = 2. Entonces X es homeomorfo a S(X −
mxl(X)) por 2.4.17. Notemos que X − mxl(X) no tiene beat points. Dado que #(X −
mxl(X)) = 7, de 2.5.7 obtenemos que π1(X − mxl(X), x0) es un grupo libre para todo
x0 ∈ X −mxl(X). Aśı X −mxl(X) es débilmente contráctil por 2.7.5, lo que contradice
a 2.7.7. Por consiguiente # mxl(X) ≥ 3. Aplicando este argumento a Xop obtenemos que
# mnl(X) ≥ 3.

Sea BX = X − (mxl(X) ∪mnl(X)). Del primer ı́tem de 2.4.17 se sigue que #BX ≤ 3.
Por 2.7.6, h(X) ≥ 2. Aśı BX 6= ∅.

Analizaremos tres casos que corresponden a las posibles cardinalidades del conjunto
BX .

Caso 1: #BX = 1. Sea b el único elemento de B. Ponemos, como antes, n = # mnl(X)
y definimos α = #F̂b y β = #Ûb. Por 2.4.17, α ≥ 2 y β ≥ 2. Sea S =≤ ∩(mnl(X) ×
mxl(X)), donde ≤ es la relación de orden usual en X.

Sean S1 = S ∩ (Ûb × F̂b), S2 = S ∩ (Ûb × (mxl(X)− F̂b)) y S3 = S ∩ ((mnl(X)− Ûb)×
mxl(X)). Claramente, S1, S2 y S3 son conjuntos disjuntos dos a dos y su unión es igual
a S.

Notemos que #S1 = αβ. Además, si z ∈ Ûb entonces F̂z ) Fb dado que z no es un
beat point de X. Por lo tanto F̂z ∩ (mxl(X) − F̂b) 6= ∅ para todo z ∈ Ûb. Aśı #S2 ≥ β.
Por otro lado, de 2.4.17 obtenemos que #S3 ≥ 2#(mnl(X)− Ûb) = 2(n− β).

Se sigue que

#S ≥ αβ + β + 2(n− β) ≥ αβ + 2 + 2(n− β) .

Procediendo de manera similar obtenemos también que

#S ≥ αβ + 2 + 2#(mxl(X)− F̂b) = αβ + 2 + 2(8− n− α) .

Por lo tanto

#S ≥ αβ+2+2 max{n−β, 8−n−α} ≥ αβ+2+(n−β)+(8−n−α) = αβ+10−α−β .

Aśı tenemos que

χ(X) = 9− (#S + α+ β) + αβ ≤ 9− αβ − 10 + αβ = −1 .

Por lo tanto X no es débilmente contráctil. Se sigue que este caso no es possible.

Caso 2: #BX = 2. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que # mxl(X) = 3 y
# mnl(X) = 4. Sean b1 y b2 los elementos de BX .

Probaremos que BX es una anticadena. En efecto, si b1 < b2 entonces #F̂b1 ≥ #F̂b2 +
2 ≥ 4 por 2.7.2 y 2.4.17. Aśı F̂b1 = {b2} ∪ mxl(X). Sea c ∈ mnl(X) ∩ Ub1 . Entonces
Fb1 ⊆ F̂c ⊆ X −mnl(X) = BX ∪mxl(X) = Fb1 . Por lo tanto F̂c = Fb1 y entonces c es un
beat point de X, lo que contradice nuestros supuestos. Por consiguiente BX debe ser una
anticadena.
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Por lo tanto h(X) = 2. Para j ∈ {1, 2}, sean αj = #F̂bj y βj = #Ûbj . Notemos
que αj ≥ 2 y βj ≥ 2 para todo j ∈ {1, 2} por 2.4.17. Como en el caso anterior, sea
S =≤ ∩(mnl(X)×mxl(X)). Tenemos que

χ(X) = 9− (α1 + β1 + α2 + β2 + #S) + α1β1 + α2β2 = 7−#S +
2∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) .

Analizaremos dos subcasos.
Caso 2.1: #(F̂b1 ∩ F̂b2) = 1. En este caso, α1 = α2 = 2 y F̂b1 ∪ F̂b2 = mxl(X). Sea a

el único punto de F̂b2 − F̂b1 .
Probaremos ahora que β2 ≤ 3. Supongamos que β2 > 3. Entonces β2 = 4 y Ûb2 =

mnl(X). Aśı Ûa = Ub2 y por lo tanto a es un beat point de X, lo cual es una contradicción.
Por consiguiente β2 ≤ 3.

Probaremos ahora que mxl(X) ⊆ Fc para todo c ∈ Ûb1 . Sea c ∈ Ûb1 . Si b2 > c entonces
Fc ⊇ Fb1 ∪Fb2 ⊇ mxl(X). Si b2 ≯ c entonces Fb1 ⊆ F̂c ⊆ {b1}∪mxl(X) = Fb1 ∪{a}. Dado
que c no es un beat point de X, obtenemos que F̂c = Fb1∪{a} y por lo tanto mxl(X) ⊆ Fc.

Dado que mxl(X) ⊆ Fc para todo c ∈ Ûb1 y aplicando 2.4.17, obtenemos que

#S ≥ 3#Ûb1 + 2#(mnl(X)− Ûb1) = 3β1 + 2(4− β1) = β1 + 8 .

Aśı

χ(X) = 7−#S +

2∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) ≤ 7− β1 − 8 + β1 − 1 + β2 − 1 = β2 − 3 ≤ 0

y por lo tanto X no es débilmente contráctil.
Caso 2.2: #(F̂b1 ∩ F̂b2) ≥ 2. Por 2.7.4, #(Ûb1 ∩ Ûb2) ≤ 1. Puesto que # mnl(X) = 4,

esto en particular implica que β1 + β2 ≤ 5.
Dado que β1 ≥ 2 y β2 ≥ 2 obtenemos que Ûb1 − Ûb2 6= ∅ y Ûb2 − Ûb1 6= ∅. Sea

c ∈ Ûb1− Ûb2 . Tenemos que Fb1 ⊆ F̂c ⊆ {b1}∪mxl(X). Dado que c no es un beat point de
X obtenemos que F̂c 6= Fb1 . Por consiguiente mxl(X) * Fb1 lo cual implica que α1 = 2.

Aśı #(mxl(X)− Fb1) = 1 y dado que F̂c 6= Fb1 obtenemos que mxl(X) ⊆ Fc.
De manera similar obtenemos que α2 = 2 y que mxl(X) ⊆ Fd para todo d ∈ Ûb2 − Ûb1 .

Aśı, aplicando 2.4.17, obtenemos que #S ≥ 3 + 3 + 2 + 2 = 10.
Por lo tanto

χ(X) = 7−#S +

2∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) ≤ 7− 10 + β1 − 1 + β2 − 1 = β1 + β2 − 5 ≤ 0.

Por consiguiente X no es débilmente contráctil.
Caso 3: #BX = 3. Notemos que # mxl(X) = # mnl(X) = 3. Sean b1, b2 y b3 los

elementos de BX .
Veamos que BX no es una cadena. Supongamos que śı. Sin pérdida de generalidad

podemos asumir que b1 < b2 < b3. Aplicando 2.7.2 y 2.4.17 obtenemos que

#F̂b1 ≥ #F̂b2 + 2 ≥ #F̂b3 + 4 ≥ 6
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pero esto no puede ser posible dado que F̂b1 ⊆ {b2, b3}∪mxl(X). Aśı BX no es una cadena.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que b1 y b3 son incomparables.

Probaremos ahora que BX es una anticadena. Supongamos que no. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que b2 y b1 son comparables, y considerando Xop si fuera
necesario, podemos suponer que b2 > b1. Notemos que b2 ≮ b3 dado que BX no es una
cadena. Por lo tanto F̂b2 ⊆ mxl(X). Por 2.4.17, #F̂b2 ≥ 2. Sean a1 y a2 elementos distintos
de F̂b2 y sea a3 el elemento maximal restante de X. Por 2.7.2, #F̂b1 ≥ #F̂b2 + 2 ≥ 4 y
dado que b1 y b3 son incomparables se sigue que F̂b1 = {b2, a1, a2, a3} y F̂b2 = {a1, a2}.

Ahora, observemos que F̂b3 ⊆ {b2, a1, a2, a3} puesto que b1 y b3 son incomparables.
Afirmamos que F̂b3 no es arcoconexo. En efecto, si b3 < b2 entonces procediendo como
en el párrafo anterior obtenemos que F̂b3 = {b2, a1, a2, a3} el cual no es arcoconexo. Y si
b3 ≮ b2 entonces F̂b3 ⊆ mxl(X) y por lo tanto F̂b3 es un subespacio discreto y #F̂b3 ≥ 2
por 2.4.17. Aśı F̂b3 no es arcoconexo.

Por 2.4.17, #(Ûb1 ∩ mnl(X)) ≥ 2. Sean c1 y c2 elementos distintos de Ûb1 ∩ mnl(X)
y sea c3 el elemento minimal restante de X. Dado que c1 < b1 y c1 no es un beat
point de X obtenemos que {b1, b2, a1, a2, a3} = Fb1 ( F̂c1 ⊆ X − mnl(X). Por lo tanto
F̂c1 = {b1, b2, b3, a1, a2, a3}. De manera similar, F̂c2 = {b1, b2, b3, a1, a2, a3}.

De 1.2.71 obtenemos que H1(F̂c1) ∼= H1(F̂c1 , Fb1) ∼= H̃0(F̂b3) 6= 0 dado que F̂b3 no es
arcoconexo.

Aplicando 1.2.71 nuevamente obtenemos que

H2(X) ∼= H2(X,Fc2) ∼= H1(F̂c1)⊕H1(F̂c3) 6= 0

y por lo tanto X no es débilmente contráctil. Por consiguiente BX debe ser una anticadena.

Se sigue que h(X) = 2. Para j ∈ {1, 2, 3}, sean αj = #F̂bj y βj = #Ûbj . Notemos que
αj ≥ 2 y βj ≥ 2 para todo j ∈ {1, 2, 3} por 2.4.17. Como en los casos previos, tomamos
S =≤ ∩(mnl(X)×mxl(X)). Aśı

1 = χ(X) = 9−

 3∑
j=1

αj +

3∑
j=1

βj + #S

+

3∑
j=1

αjβj = 6−#S +

3∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) .

Por lo tanto

#S = 5 +

3∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) ≥ 8 .

Luego #S = 8 o #S = 9 y entonces
3∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) ∈ {3, 4}.

Por consiguiente al menos cinco de los números α1, α2, α3, β1, β2 y β3 son iguales a 2
mientras que el restante podŕıa ser igual a 2 o a 3.

Sin pérdida de generalidad y considerando Xop si fuera necesario, podemos asumir que
α1 = α2 = α3 = 2.

Afirmación 1: #(F̂bk ∩ F̂bl) = 1 para todo k, l ∈ {1, 2, 3} con k 6= l.

Supongamos que existen k, l ∈ {1, 2, 3} con k 6= l tales que #(F̂bk ∩ F̂bl) = 2. Sin

pérdida de generalidad podemos asumir que #(F̂b1 ∩ F̂b2) = 2.
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Aśı #(Ûb1∩Ûb2) ≤ 1 por 2.7.4. Dado que # mnl(X) = 3 obtenemos que #(Ûb1∩Ûb2) =
1. Por lo tanto β1 = β2 = 2. Aśı Ûb1 ∪ Ûb2 = mnl(X).

Sean a1 y a2 los elementos de F̂b1 ∩ F̂b2 y sea a3 el elemento maximal restante de X.
Notemos que Ua1 ⊇ mnl(X) y Ua2 ⊇ mnl(X).

Si {a1, a2} ⊆ Fb3 entonces #(Ûb1 ∩ Ûb3) ≤ 1 y #(Ûb2 ∩ Ûb3) ≤ 1 por 2.7.4. Aśı
#(Ûb1 ∩ Ûb3) = 1 y #(Ûb2 ∩ Ûb3) = 1. Por lo tanto |K(X − {a3})| es homeomorfo a S2

contradiciendo 2.7.3. Se sigue que {a1, a2} * Fb3 .

Por lo tanto, a3 ∈ F̂b3 . Dado que α1 = α2 = 2, obtenemos que b1 ≮ a3 y b2 ≮ a3.
Y dado que a3 no es un beat point de X obtenemos que Ub3 ( Ûa3 ⊆ {b3} ∪ mnl(X).
Pero #Ub3 ≥ 3. Aśı #Ub3 = 3, β3 = 2 y Ûa3 = {b3} ∪ mnl(X). Por lo tanto S =
mnl(X)×mxl(X). Luego

χ(X) = 6−#S +

3∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) = 6− 9 + 3 = 0

lo cual es una contradicción. Esto prueba la Afirmación 1.

Por lo tanto X −mnl(X) es homeomorfo al siguiente espacio

• • •

• • •

Afirmación 2: Si k, l ∈ {1, 2, 3} son números distintos tales que βk = βl = 2 entonces
#(Ûbk ∩ Ûbl) = 1.

Supongamos que existen números distintos k, l ∈ {1, 2, 3} tales que βk = βl = 2 y
#(Ûbk ∩ Ûbl) = 2. Sea m el elemento restante de {1, 2, 3} y sean c1 y c2 los elementos de

Ûbk ∩ Ûbl . Notemos que mxl(X) ⊆ Fc1 ∩ Fc2 . Si {c1, c2} ⊆ Ûbm entonces |K(X − {c3})|
es homeomorfo a S2 contradiciendo 2.7.3. Aśı {c1, c2} * Ûbm . Por lo tanto βm = 2 y
c3 ∈ Ubm . Si c3 < bk o c3 < bl entonces mxl(X) ⊆ Fc3 . En otro caso, dado que c3 no es un
beat point de X obtenemos que Fbm ( F̂c3 ⊆ {bm} ∪mxl(X). Como #Fbm = 3, se sigue
que F̂c3 = {bm} ∪mxl(X) y por lo tanto mxl(X) ⊆ Fc3 . Aśı mxl(X) ⊆ Fc3 en cualquier
caso.

Por lo tanto S = mnl(X)×mxl(X). Luego

χ(X) = 6−#S +
3∑
j=1

(αj − 1)(βj − 1) = 6− 9 + 3 = 0

lo cual es una contradicción. Esto prueba la Afirmación 2.

Ahora, sean a1, a2 y a3 los únicos elementos de F̂b1 ∩ F̂b2 , F̂b1 ∩ F̂b3 y F̂b2 ∩ F̂b3
respectivamente. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que β1 = β3 = 2. Por la
Afirmación 2 se sigue que #(Ûb1 ∩ Ûb3) = 1. Sean c1, c2 y c3 los únicos elementos de
Ûb1 − Ûb3 , Ûb1 ∩ Ûb3 y Ûb3 − Ûb1 respectivamente.

121



2 Problemas de minimalidad

Si β2 = 2 entonces #(Ûb2 ∩ Ûb1) = 1 y #(Ûb2 ∩ Ûb3) = 1 por la Afirmación 2. Entonces
X es homeomorfo al siguiente espacio

• • •

• • •

• • •

Por lo tanto |K(X)| es homotópicamente equivalente a S1 y entonces X no es débilmente
contráctil.

Aśı β2 = 3 y por lo tanto X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8.
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Caṕıtulo 3

Cofibraciones entre espacios finitos

3.1 Introducción

En este caṕıtulo damos una caracterización de las cofibraciones entre espacios topológicos
finitos. Esta caracterización es puramente combinatoria y sorprendentemente simple: si
X es un espacio topológico finito conexo y A ⊆ X es un subespacio no vaćıo entonces la
inclusión i : A ↪→ X es una cofibración si y sólo si existe una retracción r : X → A de i tal
que ir ≤ IdX . Más aún, probamos que si X es un espacio topológico finito T0, entonces
dicha retracción existe si y sólo si el subespacio A es un dbp–retracto de X, es decir, si
puede obtenerse eliminando sucesivamente down beat points de X. Esto es equivalente
a que para todo x ∈ X − A, el conjunto Ux ∩ A tenga máximo, lo que puede verificarse
algoŕıtmicamente de manera muy sencilla.

Probamos además que una inclusión i : A ↪→ X entre espacios topológicos finitos A y
X es una cofibración si y sólo si la función inducida entre los cocientes de Kolmogorov
de A y de X es una cofibración, lo que permite aplicar el criterio mencionado arriba a
funciones entre espacios no necesariamente T0.

La primera sección de este caṕıtulo está abocada al desarrollo de la teoŕıa de dbp–
retractos, los cuales resultan interesantes en śı mismos. La segunda sección, en cambio, se
dedicará al estudio de cofibraciones entre espacios finitos y utilizará varios de los resultados
de dbp–retractos desarrollados previamente.

Los resultados de este caṕıtulo pueden encontrarse en [23]

3.2 Bp–retractos de espacios topológicos finitos T0

En esta sección, introducimos los conceptos de dbp–retractos y ubp–retractos de espacios
topológicos finitos T0 y probamos algunas de sus propiedades, que serán luego utilizadas
en la sección 3.3.

Definición 3.2.1. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A ⊆ X. Diremos que
A es un dbp–retracto (resp. ubp–retracto) de X si A puede obtenerse de X removiendo
sucesivamente down beat points (resp. up beat points), esto es, si existen n ∈ N0 y una
sucesión X = X0 ⊇ X1 ⊇ · · · ⊇ Xn = A de subespacios de X tales que, para todo
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i ∈ {1, . . . , n}, el espacio Xi es obtenido de Xi−1 removiendo un único down beat point
(resp. up beat point) de Xi−1.

Diremos que A es un bp–retracto de X si A es un dbp–retracto o un ubp–retracto de
X.

En particular, X es un dbp–retracto y un ubp–retracto de śı mismo.

Observación 3.2.2. Si Y es un espacio topológico finito T0, X es un dbp–retracto de Y y
A es un dbp–retracto de X, entonces A es un dbp–retracto de Y .

Observación 3.2.3. Notemos que si X es un espacio topológico finito T0 y A es un dbp–
retracto de X entonces los puntos minimales de X pertenecen a A, dado que no pueden
ser down beat points de ningún subespacio de X. En particular, A debe ser denso en X.

Observación 3.2.4. Si X es un espacio topológico finito T0, entonces un subespacio A de
X es un ubp–retracto de X si y sólo si Aop es un dbp–retracto de Xop.

Observación 3.2.5. De la proposición 1.2.26, se sigue que los bp–retractos son retractos
por deformación fuerte.

A continuación, probaremos algunos resultados para dbp–retractos de espacios topo-
lógicos finitos T0. Resultados análogos valen para ubp–retractos por 3.2.4.

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio topológico finito T0, sea A un subespacio de X y sea
i : A→ X la función inclusión. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) A es un dbp–retracto de X.

(2) Existe una función continua f : X → X tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A.

(3) Existe una única función continua f : X → X tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A.

(4) Existe una retracción r : X → A de i tal que ir ≤ IdX .

(5) Existe una única retracción r : X → A de i tal que ir ≤ IdX .

Demostración. Probaremos que (1)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (1).
La implicación (1)⇒ (4) se sigue de la demostración de 1.2.26.
Mostraremos que (4)⇒ (5). Para k = 1, 2, sea rk : X → A una retracción de i tal que

irk ≤ IdX . Queremos probar que r1 = r2. Sea x ∈ X. Dado que r2(x) ∈ A y r2(x) ≤ x se
sigue que r2(x) = r1r2(x) ≤ r1(x). Similarmente, r1(x) ≤ r2(x) y aśı, r1(x) = r2(x). Por
consiguiente, r1 = r2. La prueba de que (2)⇒ (3) es similar.

Veremos ahora que (5)⇒ (2). Supongamos que existe una única retracción r : X → A
de i tal que ir ≤ IdX . Es claro que (ir)2 = ir y que ir(X) = A.

Dado que (3) ⇒ (2), para probar que (3) ⇒ (1), es suficiente probar que (2) ⇒ (1).
Sea entonces f : X → X una función continua tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A.

Sea W = {x ∈ X : f(x) < x}. Si W = ∅ entonces X = f(X) = A y el resultado se
sigue.

Supongamos que W 6= ∅ y tomemos x0 ∈ mnl(W ). Dado que x0 ∈ W , f(x0) < x0.
Afirmamos que f(x0) = max(Ûx0). En efecto, si x1 < x0 entonces x1 6∈ W y por lo tanto
x1 = f(x1) ≤ f(x0). Se sigue que x0 es un down beat point de X.
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Sea X ′ = X − {x0}. Aśı, X ′ es obtenido de X eliminando un único down beat point.
Dado que f ◦ f = f se sigue que x0 6∈ f(X), y por lo tanto, podemos restringir f a una
función f ′ : X ′ → X ′. Es claro que f ′ ≤ IdX′ y que f ′◦f ′ = f ′. Más aún, Im f ′ = Im f = A
dado que f(x0) = f(f(x0)) ∈ f(X ′). El resultado se sigue por un argumento inductivo.

Observación 3.2.7. Sea X un espacio topológico finito T0, sea A un dbp–retracto de
X y sea i : A → X la función inclusión. De la prueba de 3.2.6, es claro que la única
función continua f : X → X tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A y la única retracción
r : X → A de i tal que ir ≤ IdX están relacionadas por f = ir. Equivalentemente, r es la
correstricción de f a su imagen A.

En [63] se definen las down–retracciones (resp. up–retracciones) de un poset P como
los morfismos de órdenes r : P → P tales que r ◦ r = r y r ≤ IdP (resp. r ◦ r = r y
r ≥ IdP ). Desde luego, las down-retracciones de un poset finito X son precisamente las
funciones f = ir de los incisos (2) a (5) del teorema anterior.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A un subespacio de X.
Entonces, A es un dbp–retracto de X si y sólo si UXx ∩A tiene máximo para todo x ∈ X.
Equivalentemente, A es un dbp–retracto de X si y sólo si UXx ∩A tiene máximo para todo
x ∈ X −A.

Demostración. Supongamos que A es un dbp–retracto de X. Sea r : X → A la única
retracción de i tal que ir ≤ IdX y sea x ∈ X. Es claro que r(x) ∈ UXx ∩ A. Ahora, si
y ∈ UXx ∩ A entonces y = r(y) ≤ r(x) puesto que y ≤ x. Por consiguiente, r(x) es el
máximo de UXx ∩A.

Ahora, supongamos que UXx ∩ A tiene máximo para todo x ∈ X − A. Notemos que
a es el máximo de UXa ∩ A para todo a ∈ A. Sea r : X → A la función definida por
r(x) = max(UXx ∩ A). Si x ≤ x′ entonces UXx ⊆ UXx′ y por lo tanto r(x) ≤ r(x′). Se sigue
que r es continua. Es claro que ri = IdA y que ir ≤ IdX . Por 3.2.6, se sigue que A es un
dbp–retracto de X.

Proposición 3.2.9. Sea Y un espacio topológico finito T0, sea X ⊆ Y y sea A ⊆ X un
dbp–retracto de Y . Entonces A es un dbp–retracto de X.

Demostración. Sean i : A → X y j : X → Y las funciones inclusión y sea r : Y → A una
retracción de ji tal que jir ≤ IdY . Es claro que rji = IdA y que irj ≤ IdX . El resultado
se sigue del teorema 3.2.6.

Corolario 3.2.10. Sea Y un espacio topológico finito T0, sea X un dbp–retracto de Y y
sea A ⊆ X. Entonces A es un dbp–retracto de X si y sólo si A es un dbp–retracto de Y .

Demostración. Inmediato a partir de 3.2.2 y 3.2.9.

Proposición 3.2.11. Sea X un espacio topológico finito T0 y sean A1 y A2 dos dbp–
retractos de X. Para k = 1, 2, sea ik : Ak → X la inclusión y sea rk : X → Ak la única
retracción de ik tal que ikrk ≤ IdX . Entonces A1 ⊆ A2 si y sólo si i1r1 ≤ i2r2.
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Demostración. Supongamos que A1 ⊆ A2 y sea i : A1 → A2 la inclusión. Por 3.2.9, A1 es
un dbp–retracto de A2. Por lo tanto, existe una retracción r de i tal que ir ≤ IdA2 . Ahora,
dado que i2i = i1, se sigue que rr2i1 = rr2i2i = IdA1 y i1rr2 = i2irr2 ≤ i2r2 ≤ IdX . Por
(5) de 3.2.6, se sigue que rr2 = r1. Aśı, i1r1 = i2irr2 ≤ i2r2.

Ahora, supongamos que i1r1 ≤ i2r2 y sea w ∈ A1. Entonces w = i1r1(w) ≤ i2r2(w) ≤
w y se sigue que i2r2(w) = w. Por lo tanto, w ∈ A2 como queŕıamos probar.

Corolario 3.2.12. Sea X un espacio topológico finito T0 y, para k = 1, 2, sea fk : X → X
una función continua tal que fk ◦ fk = fk y fk ≤ IdX . Entonces f1 ≤ f2 si y sólo si
f1(X) ⊆ f2(X).

Demostración. Por 3.2.6, f1(X) y f2(X) son dbp–retractos de X. El resultado se sigue
de 3.2.7 y 3.2.11.

Definición 3.2.13. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A un subespacio de X.
Definimos

F (X,A) = {f ∈ XX : f ≤ IdX , f
2 = f, y A ⊆ f(X)}

y

Ω(X,A) = {W ⊆ X : W es un dbp–retracto de X y A ⊆W}.

El conjunto F (X,A) será considerado como un poset, subposet de XX , mientras que
el conjunto Ω(X,A) será considerado como un poset con el orden dado por la inclusión.

Observación 3.2.14. Sea X un espacio topológico finito T0. Por 3.2.3, es claro que
Ω(X,∅) = Ω(X,A) para todo A ⊆ mnl(X).

Proposición 3.2.15. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A un subespacio de X.
Entonces F (X,A) y Ω(X,A) son posets isomorfos.

Demostración. Por 3.2.6, existe una biyección ϕ : F (X,A)→ Ω(X,A) definida por ϕ(f) =
f(X) para toda f ∈ F (X,A). Por 3.2.12, ϕ y su inversa son morfismos de orden. El
resultado se sigue.

Sea X un espacio topológico finito T0 y sea f : X → X una función continua tal que
f ≤ IdX . Dado que f ≥ f2 ≥ f3 ≥ . . . y XX es finito, existe N ∈ N tal que fN+1 = fN .
Es claro que fn = fN para todo n ≥ N . Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.2.16. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea f : X → X una función
continua tal que f ≤ IdX . Definimos f∞ por fN donde N ∈ N es tal que fN = fN+1.

El siguiente lema reúne algunas propiedades simples de la construcción realizada en la
definición anterior.

Lema 3.2.17. Sea X un espacio topológico finito T0 y sean f, g : X → X funciones
continuas tales que f ≤ IdX y g ≤ IdX . Entonces:

1. f∞ ≤ f ≤ IdX .

2. f∞ ◦ f∞ = f∞.
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3. f∞(X) es un dbp–retracto de X.

4. Para todo x ∈ X, x ∈ f∞(X) si y sólo si f(x) = x.

5. Si f ≤ g entonces f∞ ≤ g∞.

6. (fg)∞(X) = f∞(X) ∩ g∞(X).

Demostración. Las primeras dos afirmaciones se siguen fácilmente de la definición de f∞.
La tercera afirmación se sigue de las dos primeras y del teorema 3.2.6. Las pruebas de (4)
y (5) son sencillas y serán omitidas.

Ahora probaremos (6). Dado que fg ≤ f , (fg)∞ ≤ f∞. Aśı, (fg)∞(X) ⊆ f∞(X) por
3.2.12. Similarmente, (fg)∞(X) ⊆ g∞(X). Por lo tanto, (fg)∞(X) ⊆ f∞(X) ∩ g∞(X).
Ahora, si x ∈ f∞(X)∩g∞(X) entonces f(x) = x = g(x) por ı́tem (4). Aśı, x = (fg)∞(x) ∈
(fg)∞(X).

Proposición 3.2.18. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A ⊆ X.
Entonces, para todas f, g ∈ F (X,A):

1. (fg)∞ ∈ F (X,A), y

2. (fg)∞(X) = f(X) ∩ g(X).

Demostración. Sean f, g ∈ F (X,A). Notemos que f∞ = f y g∞ = g. Por (6) de 3.2.17
tenemos que

A ⊆ f(X) ∩ g(X) = f∞(X) ∩ g∞(X) = (fg)∞(X),

de donde la proposición (2) se sigue. La proposición (1) se sigue fácilmente de (1) y (2)
de 3.2.17.

Proposición 3.2.19. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A ⊆ X.
Entonces Ω(X,A) es cerrado por intersecciones. En particular, Ω(X,A) tiene mı́nimo.

Demostración. Sean W1,W2 ∈ Ω(X,A). Basta probar que W1 ∩W2 es un dbp–retracto
de X. Sea ϕ como en la prueba de 3.2.15 y sea fk = ϕ−1(Wk) para k = 1, 2. Por 3.2.18,
tenemos que W1 ∩W2 = f1(X) ∩ f2(X) = (f1f2)∞(X). El resultado se sigue del ı́tem (3)
de 3.2.17.

Observación 3.2.20. La proposición anterior muestra que todo espacio topológico finito T0

X tiene un dbp–retracto mı́nimo, que es el elemento mı́nimo de Ω(X,∅). Este resultado
puede encontrarse en [63, Demostración de Teorema 4.25].

Corolario 3.2.21. Sea X un espacio topológico finito T0 y sean A y B dos dbp–retractos
de X. Entonces A ∩B es un dbp–retracto de X.

Observación 3.2.22. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea A un subespacio de X.
La proposición 3.2.19 implica que A es un dbp–retracto de X si y sólo si A es el mı́nimo
de Ω(X,A). De 3.2.9 se sigue que A es un dbp–retracto de X si y sólo si cualquier
sucesión de espacios que se obtengan eliminando sucesivamente down beat points de X
que no pertenezcan a A, acaba en el subespacio A cuando todos estos beat points han sido
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eliminados. Por consiguiente, este procedimiento da un algoritmo eficiente para decidir
cuando un subespacio de un espacio topológico finito T0 X es un dbp–retracto de X.

Observemos que el teorema 3.2.8 nos da otro algoritmo eficiente para determinar esto
mismo. Estos dos algoritmos son esencialmente equivalentes dado que, considerando una
extensión lineal del orden parcial de X−A, el algoritmo dado por 3.2.8 es equivalente a la
identificación (y eliminación), en orden creciente, de down beat points de X que no están
en A.

Ejemplo 3.2.23. Sea X = {a, b, c, d, e, f, g, h} el espacio T0 que corresponde al siguiente
diagrama de Hasse:

•
a

•
b

•c •d • e • f

•
g

•h

Sea A = {a, b, c, d} y sea B = {a, b, d, g}, ambos de ellos considerados como subespacios
de X. Podemos obtener el subespacio A de X por eliminación sucesiva de los down beat
points e, f , g y h. Por lo tanto, A es un dbp–retracto de X.

Ahora, podemos obtener B por eliminación sucesiva de los beat points e, f , h y c. Aśı,
B es un retracto por deformación fuerte de X. Sin embargo, el conjunto {a, b, c, d, g} es
minimal, con respecto a la inclusión, entre todos los dbp–retractos de X que contienen
a B. Este dbp–retracto no es igual a B, y por lo tanto B no es un dbp–retracto de X.
Observemos que la misma conclusión se obtiene aplicando 3.2.8 y notando que el conjunto
UXc ∩B no tiene máximo.

3.3 Caracterización de cofibraciones entre espacios topoló-
gicos finitos

En esta sección, obtendremos una caracterización combinatoria simple de cofibraciones
entre espacios topológicos finitos y mostraremos como se relaciona con la noción de dbp–
retractos de la sección 3.2.

El lema 3.3.1 y su prueba, que desarrollamos a continuación, están fuertementen
inspirados en el lema 1.3.12 de Strøm ([70, Lema 3]). Como anunciamos antes, hemos
cambiado la hipótesis de que X ×{0}∪A× I sea un retracto de X × I de 1.3.12 , por una
mucho más conveniente en el contexto de nuestro trabajo: que A sea un espacio topológico
finito.

Más aún, por 1.3.13, la hipótesis original de Strøm vale si y sólo si la función inclusión
A ↪→ X es una cofibración. Aśı, de la caracterización de cofibraciones entre espacios
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finitos que daremos en esta sección, podemos construir numerosos ejemplos de inclusiones
A ↪→ X para las cuales puede aplicarse 3.3.1 pero no 1.3.12.

Lema 3.3.1. Sea X un espacio topológico y sea A un subespacio finito de X. Entonces,
un subconjunto C de X×{0}∪A×I es abierto en X×{0}∪A×I si y sólo si C∩X×{0}
es abierto en X × {0} y C ∩A× I es abierto en A× I.

Demostración. Supongamos que C ∩X × {0} es abierto en X × {0} y que C ∩ A × I es
abierto en A× I. Sea Y = X × {0} ∪ A× I. Sea U = {x ∈ X : (x, 0) ∈ C}. Es claro que
U es abierto en X. Dado que U ∩ A es finito y que C ∩ A× I es abierto en A× I, existe
ε > 0 tal que (U ∩A)× [0, ε) ⊆ C.

Es fácil ver que C =
(

(U × [0, ε)) ∩ Y
)
∪
(
C ∩ (A× (0, 1])

)
.

Más aún,
(
U × [0, ε)

)
∩ Y es claramente abierto en Y . Por otro lado, dado que C ∩

(A× (0, 1]) es abierto en A× (0, 1] y A× (0, 1] es abierto en Y , se sigue que C ∩ (A× (0, 1])
es abierto en Y . Aśı, C es abierto en Y .

La rećıproca es clara.

La siguiente proposición se sigue fácilmente del lema previo.

Proposición 3.3.2. Sean X y Z espacios topológicos y sea A un subespacio finito de X.
Sean f : X → Z y H : A × I → Z dos funciones continuas tales que H(a, 0) = f(a) para
todo a ∈ A. Entonces, la función φ : X × {0} ∪A× I → Z definida por

φ(x, t) =

{
f(x) si t = 0,

H(x, t) si x ∈ A

es continua.
Equivalentemente, X × {0} ∪ A × I es el cilindro mapeante de la función inclusión

A ↪→ X.

De las proposiciones 1.3.7 y 3.3.2 obtenemos de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.3.3. Sea X un espacio topológico, sea A un subespacio finito de X y sea
i : X × {0} ∪ A × I → X × I la función inclusión. Entonces la inclusión A ↪→ X es una
cofibración si y sólo si existe una retracción r de i.

Observación 3.3.4. El corolario anterior es un caso particular de 1.3.13. Aqúı ha sido
obtenido de manera considerablemente más simple que en [70].

Necesitaremos el siguiente resultado (cf. [5, Observación 2.3.3]), cuya demostración es
muy simple y por lo tanto será omitida.

Lema 3.3.5. Sea X un espacio de Alexandroff conexo, sea Y un espacio T1 y sea f : X →
Y una función continua. Entonces f es una función constante.

El siguiente es uno de los resultados principales de esta sección.

Teorema 3.3.6. Sea X un espacio topológico finito conexo y sea A un subespacio no
vaćıo de X. Entonces, la inclusión i : A ↪→ X es una cofibración si y sólo si existe una
retracción r : X → A de i tal que ir ≤ IdX .
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Demostración. Sea Y = X×{0}∪A× I y sea ι : Y → X× I la inclusión. Probaremos que
ι tiene una retracción si y sólo si i tiene una retracción r tal que ir ≤ IdX . El teorema se
seguirá entonces de 3.3.3.

Supongamos que ι tiene una retracción ρ. Sean pX : X × I → X y pI : X × I → I las
proyecciones canónicas. Recordemos que, para cada t ∈ I, tenemos una función continua
it : X → X×I definida por it(x) = (x, t) para todo x ∈ X (ver subsección 1.1.2). Notemos
que pIιρit es una función continua deX a I, y por lo tanto, es una función constante (3.3.5).
Ahora, si a ∈ A, pIιρit(a) = pIιρ(a, t) = pI(a, t) = t. Se sigue que pIιρit(x) = t para todo
x ∈ X. En particular, la función ιρ respeta la segunda coordenada.

Sea φ = (pXιρ)] : I → XX la función inducida por la función pXιρ : X × I → X por la
ley exponencial. Es claro que φ es continua y que φ(0) = IdX . Por lo tanto, 0 ∈ φ−1(UIdX )
y aśı, existe ε > 0 tal que φ(ε) ≤ IdX . Dado que ιρ respeta la segunda coordenada, es
evidente que φ(ε)(x) ∈ A para todo x ∈ X. Por lo tanto, podemos restringir φ(ε) a una
función r : X → A, y es claro que ir = φ(ε) ≤ IdX . Dado que ιρ es la identidad en A× I,
se sigue que ri = IdA.

Para la rećıproca, supongamos que existe una retracción r de i tal que ir ≤ IdX . Sea
α : I → XX el camino en XX definido por

α(t) =

{
IdX si t = 0,

ir si t > 0.

Sea α[ : X × I → X la función inducida por α y la ley exponencial.
Como antes, sea pI : X × I → I la proyección canónica y sea β : X × I → X × I la

función inducida por α[ y pI . Es fácil verificar que Imβ ⊆ Y . No es dif́ıcil ver que la
correstricción ρ : X × I → Y de β a Y es una retracción de ι.

Observación 3.3.7. Sea X un espacio topológico finito y sea A un subespacio de X.
Observemos que, para determinar si la función inclusión A ↪→ X es una cofibración,
siempre podemos reducir nuestro análisis al caso en que se satisfacen las hipótesis del
teorema anterior. En efecto, dado que un espacio topológico finito es el coproducto de
sus componentes conexas, se sigue que la función inclusión A ↪→ X es una cofibración si y
sólo si la función inclusión A ∩ C ↪→ C es una cofibración para cada componente conexa
C de X. Dado que la inclusión del espacio vaćıo en cualquier espacio topológico es una
cofibración, obtenemos que la función inclusión A ↪→ X es una cofibración si y sólo si la
función inclusión A ∩ C ↪→ C es una cofibración para cada componente conexa C de X
tal que C ∩A 6= ∅.

El teorema 3.3.6 tiene como consecuencia los resultados 3.3.8, 3.3.9 y 3.3.10.

Corolario 3.3.8. Sea X un espacio finito conexo y sea A un subespacio no vaćıo de X.
Si la inclusión i : A → X es una cofibración, entonces A es un retracto por deformación
fuerte de X.

Proposición 3.3.9. Sea X un espacio finito conexo y sea A un subespacio cerrado no
vaćıo de X. Si la inclusión i : A→ X es una cofibración, entonces A = X.

Demostración. Supongamos que i es una cofibración. Por 3.3.6, existe r : X → A tal que
ri = IdA y ir ≤ IdX . Ahora sea x ∈ X. Tenemos que x ≥ r(x) ∈ A. Dado que A es
cerrado, x ∈ A. El resultado se sigue.
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Corolario 3.3.10. Una cofibración cerrada entre espacios finitos conexos no vaćıos es un
homeomorfismo.

Recordemos que un espacio punteado (X,x0) se dice bien punteado si la inclusión
{x0} ↪→ X es una cofibración.

Proposición 3.3.11. Sea (X,x0) un espacio topológico punteado finito conexo. Entonces
(X,x0) está bien punteado si y sólo si x0 ≤ x para todo x ∈ X.

En particular, si X es un espacio T0, el espacio punteado (X,x0) está bien punteado
si y sólo si x0 es el mı́nimo de X.

Demostración. Por 3.3.6, el espacio (X,x0) es bien punteado si y sólo si la única función
r : X → {x0} satisface que r(x) ≤ x para todo x ∈ X.

Para espacios topológicos finitos T0 conexos no vaćıos, las cofibraciones no triviales
son esencialmente dbp-retractos, como muestran el siguiente resultado y su corolario.

Proposición 3.3.12. Sea X un espacio topológico finito T0 conexo y sea A un subespacio
no vaćıo de X. Entonces, la inclusión i : A → X es una cofibración si y sólo si A es un
dbp–retracto de X.

Demostración. Inmediato de 3.2.6 y 3.3.6.

Corolario 3.3.13. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 tales que Y es conexo y
X 6= ∅. Sea f : X → Y una función. Entonces f es una cofibración si y sólo si f es un
homeomorfismo en su imagen y f(X) es un dbp–retracto de Y .

Demostración. Supongamos que f es una cofibración. De 1.3.9 se sigue que la correstric-
ción f | : X → f(X) de f es un homeomorfismo. La inclusión i : f(X) → Y es igual a la
composición f(f |)−1 y es, por lo tanto, una cofibración. Se sigue de 3.3.12 que f(X) es
un dbp–retracto de Y .

Supongamos ahora que la correstricción f | : X → f(X) de f es un homeomorfismo y
que f(X) es un dbp–retracto de Y . Por 3.3.12, la inclusión i : f(X)→ Y es una cofibración
y por lo tanto f = i(f |) también lo es.

Corolario 3.3.14. Sea X un espacio topológico finito conexo T0. Son equivalentes:

(1) Toda cofibración f : A→ X con A 6= ∅ es un homeomorfismo.

(2) X no tiene down beat points.

Probaremos ahora que para determinar si una función entre espacios finitos es una
cofibración podemos siempre reducir nuestro análisis a funciónes entre espacios topológicos
finitos T0. Recomendamos al lector recordar las definiciones y notación introducidas en
la primera parte de la subsección 1.2.5 en relación al cociente de Kolmogorov de espacios
de Alexandroff.

Proposición 3.3.15. Sea X un espacio topológico finito y sea A un subespacio de X.
Entonces, la inclusión i : A→ X es una cofibración si y sólo si la función K(i) : K(A)→
K(X) es una cofibración.
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Demostración. Es fácil probar que la función K(i) : K(A) → K(X) es un retracto de la
inclusión i : A→ X. Por 1.3.3, si i es una cofibración entonces K(i) también lo será.

Para la rećıproca, supongamos primero que X es conexo y A 6= ∅.

Sean qA : A→ K(A) y qX : X → K(X) las funciones cociente canónicas (cf. subsección
1.2.5) y sea jA : K(A)→ A una sección de qA. Por 3.3.6, existe una retracción ρ de K(i)
tal que K(i)ρ ≤ IdK(X). Definimos r : X → A por

r(x) =

{
x si x ∈ A,

jAρqX(x) si x ∈ X −A.

Observemos que

jAρqX(a) = jAρqXi(a) = jAρK(i)qA(a) = jAqA(a) ∼ a

para todo a ∈ A. Se sigue que para cualesquiera a ∈ A y x ∈ X −A tales que a ≤ x, vale
que

r(a) = a ≤ jAρqX(a) ≤ jAρqX(x) = r(x)

y que para cualesquiera x ∈ X −A y a ∈ A tales que x ≤ a, vale que

r(x) = jAρqX(x) ≤ jAρqX(a) ≤ a = r(a).

Por lo tanto, r es continua.

Es claro que ri = IdA. Por otro lado, ir(x) = x para todo x ∈ A y, dado que
qXi = K(i)qA, tenemos que para todo x ∈ X −A

qXir(x) = qXijAρqX(x) = K(i)qAjAρqX(x) = K(i)ρqX(x) ≤ qX(x).

Por lo tanto, ir ≤ IdX . Luego, i es una cofibración por 3.3.6.

No es dif́ıcil concluir el caso general a partir de 3.3.7 y 1.2.23.

El siguiente resultado se obtiene fácilmente a partir de 3.3.15

Proposición 3.3.16. Sean X e Y espacios topológicos finitos y sea f : X → Y una
función continua. Entonces f es una cofibración si y sólo si f es una función subespacio
y K(f) : K(X)→ K(Y ) es una cofibración.

Notemos que una función f : X → Y entre espacios finitos puede no ser una cofibración
aún si K(f) : K(X)→ K(Y ) lo es. Consideremos, por ejemplo, el espacio X = {0, 1} con
la topoloǵıa indiscreta y la única función f : X → ∗ posible. La función K(f) es un
homeomorfismo y por lo tanto, una cofibración; sin embargo, la función f : X → Y no es
una cofibración puesto que no es inyectiva y por lo tanto no puede ser subespacio.

Observación 3.3.17. Combinando algunos de los resultados desarrollados hasta ahora,
obtenemos un algoritmo simple para determinar si una función entre espacios topológicos
finitos es una cofibración, el cual describimos a continuación.

Sean X e Y espacios topológicos finitos y sea f : X → Y una función. Claramente f es
una cofibración si y sólo si la correstricción f |f(X) : X → f(X) es un homeomorfismo
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y la función inclusión f(X) ↪→ Y es una cofibración. Observemos que f |f(X) es un
homeomorfismo si y sólo si para cualesquiera x1, x2 ∈ X, x1 ≤ x2 ⇔ f(x1) ≤ f(x2).

Sea A = f(X). Por 1.2.23 y 3.3.15 la función inclusión A ↪→ Y es una cofibración si
y sólo si la función inclusión qY (A) ↪→ K(Y ) es una cofibración. Por 3.3.7, esto vale si
y sólo si la función inclusión qY (A) ∩ C ↪→ C es una cofibración para cada componente
conexa C de K(Y ) tal que qY (A) ∩ C 6= ∅. Ahora, para cada componente conexa C de
K(Y ) tal que qY (A)∩C 6= ∅, la función inclusión qY (A)∩C ↪→ C es una cofibración si y
sólo si qY (A) ∩ C es un dbp–retracto de C por 3.3.12.

Por consiguiente, obtenemos que la función inclusión A ↪→ Y es una cofibración si y
sólo si qY (A) ∩ C es un dbp–retracto de C para cada componente conexa C de K(Y ) tal
que qY (A) ∩ C 6= ∅. Esta condición puede ser verificada algoŕıtmicamente, como hemos
notado en 3.2.22.

Como ejemplo de aplicación de los resultados anteriores, determinaremos bajo qué
condiciones las inclusiones asociadas a cilindros mapeantes no Hausdorff (definición 1.2.13)
son cofibraciones. Recordemos que si X e Y son espacios topológicos y f : X → Y es una
función continua entonces las funciones inclusión de X e Y en el cilindro mapeante clásico
de f son cofibraciones.

Observación 3.3.18. Sea f : X → Y una función continua entre espacios topológicos finitos
T0 no vaćıos. Dado que Y es cerrado en B(f), de 3.3.10 se sigue que jY no es una
cofibración.

Proposición 3.3.19. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 y sea f : X → Y una
función continua. Entonces jop

Y : Y op → B(f)op es una cofibración.

Demostración. Como en la prueba de [5, Lema 2.8.2], sea j = jY : Y → B(f) la función
inclusión y sea r : B(f)→ Y la función definida por

r(z) =

{
f(z) si z ∈ X,
z si z ∈ Y.

Si x ∈ X e y ∈ Y son tales que x ≤ y en B(f), entonces f(x) ≤ y y por lo tanto
r(x) = f(x) ≤ y = r(y). Por consiguiente, r es continua. Es claro que rj = IdY .

Ahora, jr(x) = f(x) ≥ x en B(f) para todo x ∈ X. Aśı, jr ≥ IdB(f). El resultado se
sigue de 3.3.6.

El siguiente resultado se encuentra presente en la prueba de [5, Proposición 4.6.6] con
diferente terminoloǵıa. Damos aqúı una prueba utilizando nuestros resultados.

Proposición 3.3.20. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 y sea f : X → Y una
función continua. Entonces X es un dbp–retracto de B(f) si y sólo si f−1(UYy ) tiene
máximo para todo y ∈ Y .

Demostración. Notemos que f−1(UYy ) = U
B(f)
y ∩X para todo y ∈ Y . El resultado se sigue

de 3.2.8.

Corolario 3.3.21. Sean X e Y espacios topológicos finitos T0 tales que Y es conexo y
X 6= ∅. Sea f : X → Y una función continua. Entonces la función inclusión jX : X →
B(f) es una cofibración si y sólo si f−1(UYy ) tiene máximo para todo y ∈ Y .
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Demostración. Por 3.3.12, la función jX : X → B(f) es una cofibración si y sólo si X es
un dbp–retracto de B(f). El resultado se sigue de 3.3.20.
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Caṕıtulo 4

Fibrados sobre espacios de
Alexandroff

4.1 Introducción

En este caṕıtulo mostramos que existe una correspondencia biyectiva canónica entre (clases
de isomorfismo de) fibrados sobre espacios de Alexandroff B con fibra T0 F y (clases de
isomorfismo natural de) funtores de B a AutTop(F ). Esta biyección está inducida por la
construcción de Grothendieck topológica, una construcción que permite obtener un espacio
topológico a partir de un funtor de un conjunto preordenado B en Top que es análoga a
la construcción de Grothendieck clásica para funtores en Cat.

El teorema de clasificación obtenido nos permite utilizar un funtor canónico asociado a
cada fibrado para construir una función levantadora de caminos canónica –y que de hecho
resulta ser regular– para dicho fibrado, lo que muestra que los fibrados sobre espacios de
Alexandroff con fibra T0 son fibraciones de Hurewicz.

Los resultados de esta sección pueden encontrarse en [22].

4.2 Construcción de Grothendieck topológica

Hemos visto en la subsección 1.1.4 que para toda categoŕıa pequeña B y todo funtor
C : B → Cat, la construcción de Grothendieck

∫
C de C es la categoŕıa cuyos objetos son

los pares (b, x) donde b es un objeto de B y x es un objeto de C(b) (cf. definición 1.1.22).
Las flechas en

∫
C de (b, x) a (b′, x′) son los pares (f, g) donde f es una flecha en B de b

a b′ y g es una flecha en C(b′) de C(f)(x) a x′. La proyección canónica πCB :
∫
C → B es

un funtor y por lo tanto, puede ser considerada como una categoŕıa sobre B.

No es dif́ıcil ver que una flecha α : C ⇒ D en CatB, es decir, una transformación
natural entre funtores C y D de B en Cat, induce un funtor α∗ :

∫
C →

∫
D en Cat

definido por α∗(b, x) = (b, αb(x)) para todo (b, x) ∈ Obj(
∫
C) y por α∗(f, g) = (f, αb′(g))

para toda flecha (f, g) : (b, x)→ (b′, x′) en
∫
C. El funtor α∗ resulta un morfismo de πCB a

πDB en Cat/B. Aśı, la construcción de Grothendieck se extiende a un funtor
∫

: CatB →
Cat/B de la categoŕıa CatB de funtores de B a Cat y transformaciones naturales a la
categoŕıa Cat/B de categoŕıas pequeñas sobre B.
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Ahora bien, si B es un poset y D : B → Pos es un funtor (que podemos considerar
con imagen en Cat v́ıa la inclusión canónica Pos ↪→ Cat) entonces

∫
D resulta un poset,

donde, para cualesquiera (b, x), (b′, x′) ∈
∫
D, tenemos que (b, x) ≤ (b′, x′) si y sólo si

b ≤ b′ en B y D(b ≤ b′)(x) ≤ x′ en D(b′). Se sigue que
∫
D puede ser interpretado como

un espacio topológico de Alexandroff.
La construcción de Grothendieck topológica que definiremos a continuación generaliza

esta situación y permite construir un espacio topológico
∫
C a partir de un espacio de

Alexandroff B y un funtor D : B → Top.

Definición 4.2.1. Sea B un espacio de Alexandroff considerado como un conjunto pre-
ordenado y sea D : B → Top un funtor. Definimos∫

D =
⋃
b∈B
{b} ×D(b) = {(b, x) : b ∈ B y x ∈ D(b)}.

Para cada b ∈ B y para cada V subconjunto abierto de D(b) definimos

JD(b, V ) =
⋃
v∈Ub

{v} ×D(v ≤ b)−1(V ) ⊆
∫
D.

Cuando no haya lugar a confusión, el conjunto JD(b, V ) será denotado simplemente por
J(b, V ).

Es fácil ver que si (β, x) ∈ J(b, V )∩J(b′, V ′) donde b, b′ ∈ B y V y V ′ son subconjuntos
abiertos de D(b) y D(b′) respectivamente, entonces

(β, x) ∈ J(β,D(β ≤ b)−1(V ) ∩D(β ≤ b′)−1(V ′)) ⊆ J(b, V ) ∩ J(b′, V ′).

Se sigue que el conjunto B = {J(b, V ) : b ∈ B y V es un subconjunto abierto de D(b)} es
una base para una topoloǵıa en

∫
D. Consideramos

∫
D como un espacio topológico con

la topoloǵıa generada por B. El espacio topológico
∫
D será denominado construcción de

Grothendieck topológica de D.

Observemos que, con la notación anterior, la función ιb : D(b) →
∫
D definida por

ιb(x) = (b, x) es una función subespacio.
La siguiente observación establece que la definición de la construcción de Grothendieck

topológica es compatible con la definición de la construcción de Grothendieck en el caso
en que ambas se puedan realizar.

Observación 4.2.2. Sea B un espacio de Alexandroff y sea D : B → Ord un funtor. El
funtor D puede ser considerado tanto un funtor a Top como un funtor a Cat. Más
precisamente, sea ιC : Ord → Cat el funtor inclusión usual y sea ιT : Ord → Top el
funtor que env́ıa cada conjunto preordenado al espacio de Alexandroff correspondiente.
Consideramos las composiciones DC = ιCD y DT = ιTD. Entonces, la construcción de
Grothendieck

∫
DC (que es un conjunto preordenado) visto como espacio de Alexandroff

coincide con la construcción de Grothendieck topológica
∫
DT . Esto se sigue de la obser-

vación de que para cada b ∈ B y x ∈ D(b), J(b, U
DT (b)
x ) = U

∫
DC

(b,x) .

Daremos ahora algunos ejemplos simples de la construcción de Grothendieck topoló-
gica.
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Ejemplo 4.2.3.
(1) Sea X un espacio topológico indiscreto y sea B un espacio de Alexandroff. Sea

D : B → Top un funtor tal que D(b) = X para todo b ∈ B. Entonces el espacio
∫
D es

B ×X con la topoloǵıa producto.
(2) Sea X el espacio topológico cuyo conjunto subyacente es {a, b, c} y cuya topoloǵıa

es TX = {∅, {a}, X}. Sea f1 : X → X la función identidad, sea f2 : X → X la función
definida por f2(a) = a, f2(b) = b y f2(c) = b y sea f3 : X → X la función constante con
valor a. Sea S el espacio de Sierpinski. Para j ∈ {1, 2, 3} sea Fj : S → Top el funtor
definido por Fj(0) = Fj(1) = X y Fj(0 ≤ 1) = fj .

Entonces los espacios
∫
F1 y

∫
F2 coinciden con el espacio S × X con la topoloǵıa

producto. Por otro lado, el espacio
∫
F3 es el conjunto S ×X con la topoloǵıa

T = {∅, {(0, a)}, {(0, a), (0, b), (0, c)}, {(0, a), (0, b), (0, c), (1, a)},S ×X}.

En particular,
∫
F1 y

∫
F3 no son homeomorfos.

(3) Sea X un espacio topológico y sea ∗ el singleton. Sea D : S → X el funtor definido
por D(0) = X y D(1) = ∗. Entonces

∫
D es el cono no Hausdorff de X (cf. definición

1.2.11).
(4) Sea X un espacio topológico y, como antes, sea ∗ el singleton. Sea B = {a, b, c} el

poset representado por

•
a

•b •c

Sea D : B → Top el funtor definido por D(a) = X y D(b) = D(c) = ∗. Entonces
∫
D

es la suspensión no Hausdorff de X (cf. definición 1.2.12).

En los ejemplos (1) y (2) podemos percibir un comportamiento particular de la cons-
trucción de Grothendieck topológica de un funtor D : B → Top cuando los espacios D(b)
no son espacios T0. Hacemos expĺıcito este hecho en el lema 4.2.4 y la proposición 4.2.5.

Recordemos que K : Top→ Top0 es el funtor que env́ıa a cada espacio X a su cociente
de Kolmogorov K(X) (cf. subsección 1.2.5).

Lema 4.2.4. Sean X e Y espacios topológicos y sean f, g : X → Y funciones continuas
tales que K(f) = K(g). Entonces f−1(V ) = g−1(V ) para todo subconjunto abierto V de
Y .

Demostración. Sea V un subconjunto abierto de Y . Sean qX : X → K(X) y qY : Y →
K(Y ) las funciones cociente canónicas. Para cada x ∈ X tenemos que

qY (f(x)) = K(f)(qX(x)) = K(g)(qX(x)) = qY (g(x)).

Se sigue que f(x) ∼ g(x) para todo x ∈ X, donde ∼ es la relación de equivalencia definida
en el segundo párrafo de la subsección 1.2.5. Luego,

x ∈ f−1(V )⇔ f(x) ∈ V ⇔ g(x) ∈ V ⇔ x ∈ g−1(V ).

Aśı, f−1(V ) = g−1(V ).
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Proposición 4.2.5. Sea B un espacio de Alexandroff y sean F,G : B → Top funtores
tales que F (b) = G(b) para todo b ∈ B. Si KF = KG entonces

∫
F =

∫
G.

Demostración. Dado que F (b) = G(b) para todo b ∈ B, es claro que
∫
F y

∫
G tienen los

mismos elementos. Por el lema 4.2.4 se sigue además que sus topoloǵıas coinciden. Aśı,∫
F =

∫
G.

Definición 4.2.6. Sea B un espacio de Alexandroff considerado como un conjunto pre-
ordenado y sea D : B → Top un funtor. Definimos πDB :

∫
D → B como la proyección

canónica dada por πDB (b, x) = b. Si no hubiera lugar a confusión, la proyección πDB será
denotada por πB.

Observación 4.2.7. Sean B y F espacios topológicos, con B espacio de Alexandroff. Sea
CF : B → Top el funtor constante F . Entonces

∫
CF = B × F con la topoloǵıa producto

y πCFB : B × F → B es la proyección canónica a B.

Proposición 4.2.8. Sea B un espacio de Alexandroff y sea D : B → Top un funtor.
Entonces πB :

∫
D → B es continua, y por lo tanto un objeto sobre B.

Demostración. Dado que π−1
B (Ub) = J(b,D(b)) para todo b ∈ B, el resultado se sigue.

Observación 4.2.9. Sea B un espacio de Alexandroff, sean D,E : B → Top funtores y sea
η : D ⇒ E una transformación natural. Si b ∈ B y V es un subconjunto abierto de E(b),
es fácil probar que (β, ηβ(x)) ∈ JE(b, V ) si y sólo si (β, x) ∈ JD(b, η−1

b (V )).
Se sigue que la función η∗ :

∫
D →

∫
E definida por η∗(b, x) = (b, ηb(x)) es continua y

por lo tanto una función sobre B.
Es fácil ver entonces que la construcción

∫
define un funtor

∫
: TopB → Top/B.

4.3 Caracterización de fibrados sobre espacios de Alexan-
droff con fibra T0

En esta sección mostraremos que las clases de isomorfismo de fibrados sobre un espacio de
Alexandroff B con fibra T0 F están en biyección canónica con las clases de isomorfismo
de funtores de B a Aut(F ) donde B es considerado un conjunto preordenado de la forma
usual y Aut(F ) es el grupo de automorfismos de F en Top visto como subcategoŕıa de
Top cuyo único objeto es F .

Proposición 4.3.1. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea D : B → Top un
funtor que invierte morfismos. Entonces πB :

∫
D → B es un fibrado sobre B con fibra

D(b0) para cualquier b0 ∈ B.

Demostración. Sea b ∈ B. Consideremos la proyección canónica de Ub×D(b) en Ub como
un objeto sobre Ub. Definimos funciones ϕb : π−1

B (Ub) → Ub × D(b) y φb : Ub × D(b) →
π−1
B (Ub) por

ϕb(β, x) = (β,D(β ≤ b)(x))

para todo (β, x) ∈ π−1
B (Ub), y

φb(β, x) = (β,D(β ≤ b)−1(x))
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para todo (β, x) ∈ Ub ×D(b) respectivamente. Es claro que ϕb y φb son biyecciones sobre
Ub mutuamente inversas. Es fácil verificar que ϕ−1

b (Uv ×W ) = J(v,D(v ≤ b)−1(W )) para
todo v ≤ b y todo W abierto de D(b) y que φ−1

b (J(v,W )) = Uv ×D(v ≤ b)(W ) para todo
v ≤ b y todo W abierto de D(v). Se sigue fácilmente que ϕb y φb son homeomorfismos
mutuamente inversos sobre Ub.

Por lo tanto πB es un fibrado sobre B. Dado que B es conexo, se sigue que las fibras
de πB son homeomorfas a D(b0) para cualquier b0 ∈ B como afirmamos.

Lema 4.3.2. Sea X = {0, 1} considerado como un espacio topológico tal que el conjunto
{1} no es abierto en X (expĺıcitamente, X es o bien un espacio indiscreto o bien el espacio
S de Sierpinski).

Sea Y un espacio T0. Consideremos la proyección canónica pX : X ×Y → X como un
fibrado trivial y sea ϕ : X × Y → X × Y un automorfismo (de fibrados) de pX . Entonces
existe una función α : Y → Y tal que ϕ = IdX × α. Más aún, tal función α es única y
resulta un homeomorfismo.

Demostración. Sea φ la inversa de ϕ. Sea πY : X×Y → Y la proyección canónica, y, para
t = 0, 1, sea jt : Y → X × Y la inclusión definida por jt(y) = (t, y), sea ϕt = πY ϕjt y sea
φt = πY φjt. Es fácil ver que ϕt y φt son automorfismos de Y mutuamente inversos, para
t = 0, 1.

Notemos que si ϕ = IdX × α para algún α : Y → Y , entonces ϕ0 = α = ϕ1, y por
lo tanto obtenemos que α es único y un homeomorfismo. Rećıprocamente, si ϕ0 = ϕ1,
entonces ϕ = IdX × ϕ0. Aśı, basta probar que ϕ0 = ϕ1.

Ahora, sea U un subconjunto abierto de Y . Dado que ϕ(X×U) = ({0}×ϕ0(U))∪({1}×
ϕ1(U)) es abierto en X×Y , de la observación 1.2.4 y de que el abierto minimal del elemento
1 de X es X, se sigue fácilmente que ϕ1(U) ⊆ ϕ0(U). Similarmente, φ1(U) ⊆ φ0(U). Por
lo tanto, para todo subconjunto abierto V de Y ,

V = φ1ϕ1(V ) ⊆ φ0ϕ1(V ) ⊆ φ0ϕ0(V ) = V.

Luego, ϕ0(V ) = ϕ1(V ) para todo subconjunto abierto V de Y . Dado que Y es T0, se
sigue fácilmente que ϕ0 = ϕ1. Por lo tanto, ϕ = IdX × ϕ0 como queŕıamos.

La siguiente proposición se sigue inmediatamente de 1.2.17 y 4.3.2.

Proposición 4.3.3. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea Y un espacio T0.
Consideremos la proyección canónica pB : B×Y → B como un fibrado trivial y sea ϕ : B×
Y → B×Y un automorfismo (de fibrados) de pB. Entonces existe una función α : Y → Y
tal que ϕ = IdB × α. Más aún, tal función α es única y resulta un homeomorfismo.

Teorema 4.3.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio T0.
Sea p : E → B un fibrado con fibra F . Entonces existe un funtor Dp : B → Top0 que
invierte morfismos tal que πB :

∫
Dp → B es un fibrado isomorfo a p.

Demostración. Para cada U ⊆ B, denotamos por pU : U×F → U a la proyección canónica.

Definimos el funtor Dp : B → Top como sigue. Para b ∈ B, definimos Dp(b) =
p−1(b). Ahora, para b ≤ b′, elegimos cualquier entorno trivializante U de b′ y tomamos
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

un morfismo trivializante ϕU : p−1(U)→ U × F de U . Observemos que ϕU se restringe a
homeomorfismos

p−1(b)
ϕU−−→ {b} × F

y
p−1(b′)

ϕU−−→ {b′} × F.
Definimos entonces Dp(b ≤ b′) : p−1(b)→ p−1(b′) como la composición

p−1(b)
ϕU−−→ {b} × F

Cb′×IdF−−−−−→ {b′} × F
ϕ−1
U−−→ p−1(b′).

Tenemos que ver que Dp está bien definido. Supongamos entonces que V es otro
entorno trivializante de b′ y sea ϕV : p−1(V ) → V × F un morfismo trivializante de V .
Entonces, el homeomorfismo ϕV ϕ

−1
U : {b, b′} × F → {b, b′} × F es un automorfismo de

fibrados de la proyección {b, b′}×F → {b, b′}. Por el lema 4.3.2, existe un homeomorfismo
α : F → F tal que ϕV ϕ

−1
U = Id{b,b′} × α. Se sigue que

ϕV ϕ
−1
U ◦ (Cb′ × IdF ) = (Id{b,b′} × α) ◦ (Cb′ × IdF ) = Cb′ × α =

= (Cb′ × IdF ) ◦ (Id{b,b′} × α) = (Cb′ × IdF ) ◦ ϕV ϕ−1
U .

Por lo tanto, el diagrama

p−1(b)

{b} × F

{b} × F

{b′} × F

{b′} × F

p−1(b′)

ϕV

ϕU

ϕV ϕ
−1
U

Cb′ × IdF

Cb′ × IdF

ϕV ϕ
−1
U

ϕ−1
U

ϕ−1
V

conmuta. Se sigue que Dp está bien definido.
Es fácil probar que la asignación Dp aśı definida resulta un funtor.
La función φ : E →

∫
Dp definida por φ(x) = (p(x), x) es claramente biyectiva con

inversa φ−1 :
∫
Dp → E definida por φ−1(b, x) = x. Es inmediato además que πBφ = p.

Aśı, sólo necesitamos probar que φ y su inversa son funciones continuas.
Veamos que φ es continua. Sea b ∈ B y sea V ⊆ p−1(b) abierto. Queremos probar que

φ−1(J(b, V )) es abierto en E. Tomemos un morfismo trivializante ϕ : p−1(U)→ U×F para
algún entorno trivializante U de b y sean pF : U×F → F y pU : U×F → U las proyecciones.
Notemos que, dado que ϕ se restringe a un homeomorfismo ϕ| : p−1(b) ∼= {b} × F , ϕ(V )
es abierto en {b} × F y por lo tanto, pFϕ(V ) es abierto en F .

Basta probar entonces que

φ−1(J(b, V )) = ϕ−1(Ub × pFϕ(V )).

Observemos que pUϕ(V ) ⊆ {b}, de donde se sigue que ϕ(V ) = {b} × pFϕ(V ). No es
dif́ıcil ver entonces que, para todo x ∈ p−1(U), vale que (Cb × IdF )ϕ(x) ∈ ϕ(V ) si y sólo
si pF (Cb × IdF )ϕ(x) = pFϕ(x) ∈ pFϕ(V ).
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Luego, para todo (β, x) ∈
∫
Dp, tenemos que

(β, x) ∈ J(b, V )⇔ β ∈ Ub y Dp(β ≤ b)(x) ∈ V ⇔
⇔ β ∈ Ub y (Cb × IdF )ϕ(x) ∈ ϕ(V )⇔
⇔ β ∈ Ub y pFϕ(x) ∈ pFϕ(V )⇔
⇔ pUϕ(x) ∈ Ub y pFϕ(x) ∈ pFϕ(V )⇔
⇔ ϕ(x) ∈ Ub × pFϕ(V )⇔
⇔ x ∈ ϕ−1(Ub × pFϕ(V ))⇔
⇔ φ−1(β, x) ∈ ϕ−1(Ub × pFϕ(V )).

Se sigue que φ−1(J(b, V )) = ϕ−1(Ub × pFϕ(V )) como queŕıamos y por lo tanto, que φ es
continua.

Veamos que φ es abierta. Sea V un abierto de E. Probaremos que

φ(x) = (p(x), x) ∈ J(p(x), V ∩ p−1(p(x))) ⊆ φ(V )

para todo x ∈ V .
Sea x ∈ V . Es claro que φ(x) = (p(x), x) ∈ J(p(x), V ∩ p−1(p(x))). Sea entonces

(b, y) ∈ J(p(x), V ∩ p−1(p(x))). Si probamos que y ∈ V , tendremos que (b, y) = φ(y) ∈
φ(V ) de donde se seguirá el resultado deseado.

Sea U un entorno trivializante de p(x) y sea ϕ : p−1(U) → U × F un morfismo
trivializante para U . Sea y′ = Dp(b ≤ p(x))(y). Por la definición de Dp, existe x′ ∈ F tal
que ϕ(y) = (b, x′) y ϕ(y′) = (p(x), x′). Dado que (b, y) ∈ J(p(x), V ∩ p−1(p(x))), entonces
y′ ∈ V ∩ p−1(p(x)) de donde se sigue que

(p(x), x′) = ϕ(y′) ∈ ϕ(V ∩ p−1(U)).

Puesto que V ∩ p−1(U) es abierto en p−1(U), se sigue que ϕ(V ∩ p−1(U)) es un abierto
de U × F . Por 1.2.4 tenemos que ϕ(y) = (b, x′) ∈ ϕ(V ∩ p−1(U)), y aśı, que y ∈ V como
queŕıamos.

El resultado se sigue.

Definición 4.3.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio T0.
Sea p : E → B un fibrado con fibra F . El funtor Dp : B → Top0 construido en la prueba
anterior será denominado representación canónica del fibrado p.

Observación 4.3.6. Para que una flecha sobre una categoŕıa pequeña B entre fibraciones de
Grothendieck escindidas induzca una transformación natural entre los funtores de CatB

que representan a dichas fibraciones, es necesario, en general, que dicha flecha respete
flechas cartesianas (o clivajes, en el caso de fibraciones clivadas). Esto muestra que la
construcción dada en la demostración del teorema 1.1.26 no permite definir un funtor
Cat/B → CatB.

La situación no es muy diferente si consideramos morfismos entre fibrados sobre un
espacio de Alexandroff B con fibras T0. Expĺıcitamente, dados un espacio de Alexandroff
B, dos fibrados p y q sobre B con fibras respectivas T0 y una flecha f sobre B de p a q,
la colección f definida por

f = {f b : b ∈ B}
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

donde f b : p−1(b)→ q−1(b) es la restricción de f para cada b ∈ B, no resulta, en general,
una transformación natural de Dp a Dq.

Para ver esto, supongamos que S es el espacio de Sierpinski y que p : S × S → S es
la proyección a la primera coordenada. Claramente, la representación canónica de p es el
funtor Dp : S → Top0 definido por

Dp(0) = {0} × S y

Dp(1) = {1} × S

en objetos y por
Dp(0 ≤ 1) = C1 × IdS

en la única flecha no trivial de S, donde C1 : {0} → {1} es la única función posible.
Sea α : S × S → S × S el morfismo de fibrados definido por α(0, x) = (0, x) para todo

x ∈ S y α(1, x) = (1, 1) para todo x ∈ S (o equivalentemente, α(b, x) = (b,max{b, x})
para todo (b, x) ∈ S ×S). Un cálculo directo muestra que la colección α = {α0, α1} donde

α0 : {0} × S → {0} × S

y
α1 : {1} × S → {1} × S

son las restricciones de α, no es una transformación natural de Dp en śı mismo.
Aśı, la asignación definida por

p 7→ Dp
que asigna a cada fibrado sobre B con fibra T0 su representación canónica, no se extenderá,
en general, a un funtor mediante la asignación

f 7→ f

que env́ıa cada morfismo de fibrados f sobre B en la colección f definida anteriormente.

Corolario 4.3.7. Sea B un espacio de Alexandroff simplemente conexo, sea F cualquier
espacio T0 y sea p un fibrado sobre B con fibra F . Entonces p es un fibrado trivial.

Demostración. Sea Dp : B → Top0 la representación canónica del fibrado p y sea el funtor
ιB : B → LB como en la subsección 2.3.1 y las subsecciones siguientes. Dado que Dp
invierte morfismos, existe Dp : LB → Top0 tal que Dp = DpιB. Ahora bien, como B es
simplemente conexo, LB es una categoŕıa indiscreta y se sigue que la identidad de LB es
naturalmente isomorfa a un funtor constante

LB → ∗ → LB.

Luego, es claro que
Dp = DpιB = DpIdLBιB

es naturalmente isomorfo a un funtor constante. De las observaciones 4.2.9 y 4.2.7 se sigue
fácilmente que p es un fibrado trivial.
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Proposición 4.3.8. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio
T0. Sean p, q : E → B fibrados con fibra F . Si p y q son fibrados isomorfos entonces sus
representaciones canónicas Dp y Dq son funtores naturalmente isomorfos.

Demostración. Sea α : E → E un homeomorfismo tal que qα = p. Para cada b ∈ B, sea
ηb : Dp(b)→ Dq(b) la restricción de α. Es claro que ηb es un homeomorfismo para todo b ∈
B. Probaremos que las funciones ηb, b ∈ B, definen una transformación natural η : Dp ⇒
Dq. Sean b1, b2 ∈ B tales que b1 ≤ b2. Sea U un entorno trivializante de b2 para el fibrado
p y sea ϕU : p−1(U) → U × F un morfismo trivializante. Se sigue que U es también un
entorno trivializante para el fibrado q y que ψU = ϕUα

−1| : q−1(U)→ U×F es un morfismo
trivializante para q, donde α−1| : q−1(U) → p−1(U) es la restricción correspondiente de
α−1. Dado que las funciones Dp(b1 ≤ b2) y Dq(b1 ≤ b2) son independentes de los morfismos
trivializantes elegidos para definirlas, existe un diagrama conmutativo

p−1(b1) p−1(b2)

{b1} × F {b2} × F

q−1(b1) q−1(b2)

ϕU |

Cb2 × IdF

ϕ−1
U |

Dp(b1 ≤ b2)

ψU | ψ−1
U |

Dq(b1 ≤ b2)

α| = ηb1 ηb2 = α|

Aśı, η : Dp ⇒ Dq es una transformación natural.

Proposición 4.3.9. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea C : B → Top0 un
funtor que invierte morfismos. Sea DπCB la representación canónica del fibrado πCB :

∫
C →

B. Entonces los funtores C y DπCB son naturalmente isomorfos.

Demostración. Por construcción de DπCB , tenemos que DπCB (b) = {b}×C(b) para todo b ∈
B. Por lo tanto, existe un homeomorfismo αb : C(b)→ DπCB (b) definido por αb(x) = (b, x)

para todo x ∈ C(b), para todo b ∈ B.
Ahora, supongamos que b, b′ ∈ B son tales que b ≤ b′.
Sea ϕb′ : (πCB)−1(Ub′) → Ub′ × C(b′) el morfismo trivializante para Ub′ respecto de πCB

definido en la prueba de 4.3.1 y sean

ϕ1 : (πCB)−1(b)→ {b} × C(b′)

y
ϕ2 : (πCB)−1(b′)→ {b′} × C(b′)

las restricciones de ϕb′ .
Tenemos que

DπCB (b ≤ b′) = ϕ−1
2 (Cb′ × IdC(b′))ϕ1

de donde se sigue fácilmente que DπCB (b ≤ b′)αb = αb′C(b ≤ b′).
Aśı, la colección de flechas {αb : b ∈ B} es un isomorfismo natural de C a DπCB .

143



4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Corolario 4.3.10. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sean C1, C2 : B → Top0

funtores que invierten morfismos tales que los fibrados πC1
B :

∫
C1 → B y πC2

B :
∫
C2 → B

son isomorfos. Entonces, los funtores C1 y C2 son naturalmente isomorfos.

Demostración. Por 4.3.8, los funtores D
π
C1
B

y D
π
C2
B

son naturalmente isomorfos. Por 4.3.9,

existen isomorfismos naturales C1
∼= D

π
C1
B

y C2
∼= D

π
C2
B

. El resultado se sigue.

Teorema 4.3.11. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio T0.
Entonces existe una biyección canónica entre clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F y clases de isomorfismo de funtores de B en Aut(F ). Esta biyección está
inducida por la representación canónica y su inversa está inducida por la construcción de
Grothendieck topológica.

Demostración. Sea [FibB(F )] el conjunto de clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F y sea [B,Aut(F )] el conjunto de clases de isomorfismo de funtores de B en
Aut(F ).

Sea p un fibrado sobre B con fibra F y sea Dp : B → Top0 su representación canónica.

Para cada b ∈ B elegimos un homeomorfismo γb : Dp(b) → F . Sea D̃p : B → Aut(F )

definido por D̃p(b1 ≤ b2) = γb2Dp(b1 ≤ b2)γ−1
b1

. Claramente, D̃p es un funtor y los
homeomorfismos γb, b ∈ B, definen un isomorfismo natural de Dp en el funtor

B
D̃p−−→ Aut(F ) ↪→ Top0.

En particular, la clase de isomorfismo natural del funtor D̃p no depende de los isomorfismos

γb, b ∈ B, elegidos. Se sigue de 4.3.8 que la asignación p 7→ D̃p induce una función canónica
bien definida λ : [FibB(F )]→ [B,Aut(F )].

Por otro lado, de la observación 4.2.9 se sigue que la construcción de Grothendieck
topológica induce una función µ : [B,Aut(F )] → [FibB(F )]. Finalmente, del teorema
4.3.4, la observación 4.2.9 y la proposición 4.3.9 se sigue que las funciones λ y µ son
mutuamente inversas.

El teorema anterior motiva la siguiente definición.

Definición 4.3.12. Sea B un espacio de Alexandroff, sea F ∈ Top y sea D : B → Aut(F ).
Sea ι : Aut(F ) → Top el funtor inclusión. Definimos el espacio B nD F como el espacio∫
ιD. La proyección πιDB : B nD F → B será denotada por πDB o por πB cuando no haya

riesgo de confusión.

Observación 4.3.13. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F ∈ Top. Sean
D,E : B → Aut(F ) dos funtores y sea η : D ⇒ E una transformación natural. Dado que
Aut(F ) es un grupoide, es claro que η es un isomorfismo natural. Se sigue de 4.2.9 que
η∗ : B nD F → B nE F es un isomorfismo de fibrados de πDB a πEB .

Ejemplo 4.3.14. Sea X el espacio de Alexandroff T0 del ejemplo 2.3.26, representado en
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el siguiente diagrama de Hasse.

a
•

b
•

c• d•

Notemos que X es homeomorfo al espacio SS0 que es un modelo finito de S1.
Por el teorema 4.3.11, las clases de isomorfismo de fibrados sobre X con fibra X están

en correspondencia biuńıvoca con las clases de isomorfismo de funtores de X en Aut(X).
Notemos que Aut(X) = {IdX , τab, τcd, τabτcd}, donde τxy denota la transposición que

mapea x a y (e y a x).
Para cada α ∈ Aut(X) sea Gα : X → Aut(X) el funtor definido por Gα(a ≤ c) = Gα(a ≤

d) = Gα(b ≤ c) = IdX y Gα(b ≤ d) = α. No es dif́ıcil verificar que para cualquier funtor
G : X → Aut(X) existe exactamente un elemento α ∈ Aut(X) tal que G es naturalmente
isomorfo a Gα.

Por consiguiente, existen exactamente cuatro clases de isomorfismo de fibrados sobre
X con fibra X los cuales corresponden a los funtores Gα para α ∈ Aut(X).

Es interesante observar que los espacios totales de estos fibrados son homeomorfos a
los espacios T2

0,0, T2
1,1, K1,0 y K0,1 de la sección 2.6, los cuales son los modelos finitos

minimales del toro y la botella de Klein.

4.4 Otras propiedades

En [12], los autores prueban que los revestimientos de espacios de Alexandroff T0 son
espacios de Alexandroff T0. Esto puede deducirse fácilmente a partir del teorema 4.3.4.

Utilizando los teoremas 13 y 14 del mismo art́ıculo, puede probarse que si X es un
espacio topológico de Alexandroff T0 y p : X̃ → X es un revestimiento de X, entonces p′ es
un revestimiento de X ′.1 Como aplicación de nuestra clasificación de fibrados, ofrecemos
una prueba alternativa de este hecho a partir de los resultados de la sección anterior.

Proposición 4.4.1. Sea X un espacio topológico de Alexandroff T0 conexo y sea p : X̃ →
X un revestimiento conexo correspondiente al subgrupo H de π1(X,x) para algún x ∈ X.
Entonces p′ : (X̃)′ → X ′ es un revestimiento conexo correspondiente al subgrupo H ′ de
π1(X ′, {x}) que es la imagen de H por el isomorfismo

π1(X,x)→ π1(X ′, {x})

inducido por la equivalencia débil max: X ′ → X.
En particular, si p es el revestimiento universal de X, entonces p′ es el revestimiento

universal de X ′.

Demostración. Sea x ∈ X. Dado que p es un revestimiento, es un fibrado con fibra
discreta F = p−1(x). Por el teorema 4.3.11, existe un funtor D : X → Aut(F ) tal que X̃

1Esto también puede probarse directamente a partir de las definiciones de subdivisión baricéntrica y de
revestimiento.
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es homeomorfo a X nD F sobre X. Podemos suponer entonces que X̃ = X nD F y que
p : X nD F → X es la proyección.

Consideremos el funtor D′ = Dmax: X ′ → Aut(F ). Desde luego, la proyección
π : X ′ nD′ F → X ′ es un fibrado con fibra F y por lo tanto, un revestimiento. Veremos
que π ∼= p′, es decir, que los espacios X ′ nD′ F y (X nD F )′ son homeomorfos sobre X ′.

Definimos f : X ′ nD′ F → (X nD F )′ por

f([x0, . . . , xn], φ) = [(x0, D(x0 ≤ xn)−1(φ)), . . . , (xj , D(xj ≤ xn)−1(φ)), . . . , (xn, φ)]

para todo [x0, . . . , xn] ∈ X ′ y todo φ ∈ F . Es fácil probar que f está bien definida y es
continua.

Definimos además la función g : (X nD F )′ → X ′ nD′ F por

g([(x0, φ0), . . . , (xn, φn)]) = ([x0, . . . , xn], φn).

Es fácil también probar que g es continua y resulta una inversa para f . Más aún, πg = p′

y por lo tanto, f y g son homeomorfismos sobre X ′. Se sigue que p′ es un revestimiento.
Dado que max: sd⇒ IdATop0

es una equivalencia débil natural, el resto de la propo-
sición se sigue fácilmente.

Observación 4.4.2. La subdivisión baricéntrica de un fibrado entre espacios de Alexandroff
T0 no es, en general, un fibrado. La subdivisión baricéntrica de S×S tiene once elementos
mientras que la de S tiene tres. Por cardinalidad, es claro que la subdivisión baricéntrica
de la proyección de S × S a la primera coordenada no puede ser un fibrado.

Proposición 4.4.3. Sean X y B espacios de Alexandroff y sea f : X → B una función
continua. Sea D : B → Top un funtor. Entonces, el diagrama

X

∫
Df

B

∫
D

pull

f

g

πDfX πDB

donde la función g :
∫
Df →

∫
D está definida por g(x, y) = (f(x), y), es un pullback.

Demostración. Es fácil verificar que

g−1(JD(b, V )) =
⋃

x∈f−1(Ub)

JDf (x,D(f(x) ≤ b)−1(V ))

para todo b ∈ B y todo V ⊆ D(b) abierto. Se sigue entonces que g es una función continua.

Observemos además que πDB g = fπDfX .
Ahora, sea Z un espacio topológico y sean α : Z → X y β : Z →

∫
D funciones

continuas tales que fα = πDBβ. Notemos que para cada z ∈ Z, β(z) = (β1(z), β2(z)) con
β1(z) ∈ B y β2(z) ∈ D(β1(z)). Dado que fα = πDBβ obtenemos que β1(z) = f(α(z)) para
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todo z ∈ Z. Sea γ : Z →
∫
Df definida por γ(z) = (α(z), β2(z)). Es claro que la función

γ está bien definida y satisface πDfX γ = α y gγ = β. Más aún, γ es la única función de Z
a
∫
Df que satisface esta propiedad. Resta probar que γ es continua.
Sea x ∈ X y sea V un subconjunto abierto de Df(x). No es dif́ıcil verificar que

γ−1(JDf (x, V )) = α−1(Ux) ∩ β−1(JD(f(x), V ))

Por consiguiente γ es una función continua.

Corolario 4.4.4. Sean B y X espacios de Alexandroff conexos, sea p : E → B un fibrado
con fibra T0 y sea f : X → B una función continua. Sea Dp : B → Top0 la representación
canónica del fibrado p. Consideremos el pullback

X

P

B

E

pull

f

q p

Entonces, la representación canónica Dq es un funtor naturalmente isomorfo a Dpf .

Demostración. Por 4.3.4, los fibrados π
Dp
B :

∫
Dp → B y π

Dq
X :

∫
Dq → X son isomorfos a

p y a q respectivamente. Aśı, tenemos un pullback

X

∫
Dq

B

∫
Dp

pull

f

π
Dq
X π

Dp
B

Ahora, los fibrados π
Dq
X y π

Dpf
X deben ser isomorfos por 4.4.3. Aśı, por 4.3.10, los funtores

Dq y Dpf son naturalmente isomorfos.

Proposición 4.4.5. Sean X e Y espacios de Alexandroff conexos y sea F un espacio
T0. Sea p : E → Y un fibrado con fibra F y sean f, g : X → Y funciones continuas. Sea
pf : Ef → X el pullback de p por f y sea pg : Eg → X el pullback de p por g.

Sea Dp : Y → Top0 la representación canónica del fibrado p.
Entonces los fibrados pf y pg son isomorfos si y sólo si los funtores Dpf y Dpg son

naturalmente isomorfos.

Demostración. Por 4.2.9 y 4.3.8, los fibrados pf y pg son isomorfos si y sólo si sus
representaciones canónicas Dpf y Dpg son funtores naturalmente isomorfos. Por 4.4.4
esto vale si y sólo si los funtores Dpf y Dpg son naturalmente isomorfos.

Proposición 4.4.6. Sean X y B espacios de Alexandroff conexos y sean f, g : X → B
funciones continuas tales que f ≤ g. Sea D : B → Top un funtor que invierte morfismos.
Entonces πDfX :

∫
Df → X y πDgX :

∫
Dg → X son fibrados isomorfos.
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Demostración. Para cada x ∈ X, sea φx la única flecha en B de f(x) a g(x). La colección
{φx : x ∈ X} define una transformación natural φ : f ⇒ g. Dado que D invierte morfismos,
la transformación natural Dφ : Df ⇒ Dg es un isomorfismo natural. El resultado entonces
se sigue de 4.2.9 y 4.3.1.

4.5 Los fibrados sobre A–espacios con fibra T0 son fibracio-
nes

El objetivo principal de esta sección es probar que los fibrados con fibra T0 sobre espacios
de Alexandroff son fibraciones de Hurewicz. Observemos que, por el Lema 3.3.5, un espacio
de Alexandroff conexo no tiene cubrimientos numerables no triviales y por lo tanto, este
resultado no se deduce del Teorema 1.3.36 como en el caso de los fibrados sobre espacios
paracompactos y Hausdorff.

Los fibrados sobre espacios de Alexandroff conexos con fibra T0 no tendrán, en general,
la propiedad de levantamiento único de caminos que encontramos en los revestimientos
sobre dichos espacios. Existe, sin embargo, una manera canónica de levantar caminos por
p que resulta completamente análoga a la manera en que se levantan caminos por dichos
revestimientos.

Antes, será conveniente estudiar la relación que existe entre la representación de los
revestimientos regulares de espacios de Alexandroff dada por el Teorema 2.3.22 y la
representación canónica de los mismos al ser considerados como fibrados con fibra discreta.

Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea G un grupo. Denotaremos por Aut(G) al
grupo de automorfismos de G en Top, donde G es considerado como un espacio topológico
discreto2.

Sea i : G→ Aut(G) el morfismo de grupos que representa la acción de G en śı mismo
por multiplicación a izquierda y considerémoslo como un funtor entre grupoides con un
objeto cada uno.

Un funtor C : B → G, donde G es nuevamente considerado como un grupoide con un
único objeto, induce un funtor iC : B → Aut(G) y por lo tanto, un fibrado πB : BniCG→
B cuya fibra es el espacio discreto G. En particular, πB es un revestimiento de B. Un
cálculo directo muestra que B niC G es naturalmente isomorfo a la categoŕıa coma ∗\C
y por lo tanto, se sigue del teorema 2.3.22 y la observación 2.3.24 que π1(B niC G) ∼=
kerπ1(C). En particular, πB es un revestimiento regular de B.

Veamos, por otro lado, que si p es el revestimiento conexo regular de B correspondiente
al subgrupo normal N de π1(B), entonces la representación canónica de p es (naturalmente
isomorfa a) un funtor que se factoriza a través de la composición

G
i−→ Aut(G) ↪→ Top

donde G = π1(B)/N .
Sea T un árbol maximal deB, sea α : π1(B)→ G la proyección canónica y sea F = FT,α

el funtor
B

ιB−→ LB qB−→ LB/LT
∼=−→ π1(B)

α−→ G

2Desde aqúı y en lo que resta de la presente discusión, los puntos base de los espacios y las categoŕıas
involucrados serán omitidos de la notación.
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como en la subsección 2.3.3, donde ιB : B → LB es el funtor de la definición 2.3.3,

qB : LB → LB/LT es el funtor cociente definido al final de la subsección 2.3.1 y LB/LT
∼=−→

π1(B) es la composición ζρB de los isomorfimos ρB y ζ de las subsecciones 2.3.1 y 2.3.2,
respectivamente.

Del teorema 2.3.22, la observación 2.3.24 y el lema 2.3.18 se sigue que la proyección
r : ∗ \F → B es un revestimiento conexo regular de B que corresponde al subgrupo N
de π1(B). Por la proposición 1.3.59, es claro que p es isomorfo a r, el cual es, a su vez,
isomorfo a la proyección

πiFB : B niF G→ B

que es, por definición, la proyección

πιiFB :

∫
ιiF → B

donde, como antes, i : G→ Aut(G) es el funtor correspondiente a la acción de G sobre śı
mismo por multiplicación a izquierda y ι : Aut(G)→ Top es el funtor inclusión. Se sigue
de la proposición 4.3.8 que las representaciones canónicas de p y de πιiFB son naturalmente
isomorfas. Por la proposición 4.3.9, por otro lado, se sigue que la representación canónica
de πιiFB es naturalmente isomorfa a ιiF . Por lo tanto, la representación canónica de p es
naturalmente isomorfa al funtor ιiF , como queŕıamos probar.

Aśı, los revestimientos regulares de B son precisamente aquellos revestimientos cuyas
representaciones canónicas se factorizan, salvo isomorfismo natural, a través de i : G →
Aut(G) para algún grupo G.

Si, en particular, F = FT para algún árbol maximal T en B, se sigue de la observación
2.3.23, que B niF G es el revestimiento universal de B. La única función levantadora de
caminos para este revestimiento es fácil de describir, como mostramos en el próximo lema.
Antes, necesitamos introducir la siguiente definición.

Definición 4.5.1. Sea X un espacio topológico, sea γ un camino en X, es decir, una
función continua de I en X, y sean t0, t1 tales que 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ 1. Definimos la función
γ[t0,t1] : I → X por γ[t0,t1](s) = γ(t0 + (t1 − t0)s) para todo s ∈ I. Notemos que γ[t0,t1] es
una función continua y por lo tanto, un camino en X.

Notación. Sea X un espacio topológico y sea γ un camino en X. Notaremos por [γ] a la
clase de homotoṕıa de γ como camino, es decir, a la clase de homotoṕıa de γ relativa a
{0, 1}.

Recordemos que, dados dos elementos x e y en un espacio de Alexandroff tales que
x ≤ y, existe un camino canónico η(x ≤ y) que toma valor x en el intervalo [0, 1) y toma
valor y en 1 (definición 1.2.16).

Lema 4.5.2. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea b0 ∈ B, sea G = π1(B, b0) y
sea T un árbol maximal en B.

Sean i : G → Aut(G) y F = FT los funtores considerados en la discusión precedente,
es decir, i es el funtor que representa la acción de G sobre śı mismo por multiplicación a
izquierda y F es el funtor definido en la subsección 2.3.3 como la composición

B
ιB−→ LB qB−→ LB/LT

∼=−→ π1(B, b0).
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Sea B̃ = B niF G el revestimiento universal de B y sea r = πiFB : B̃ → B la función
revestimiento correspondiente.

Entonces, para todo camino γ en B y todo g ∈ G, el único levantado de γ por r desde
x = (γ(0), g) es la función γ̃x : I → B̃ definida por

γ̃x(t) = (γ(t), q([γ[0,t]])g)

para todo t ∈ I, donde q es la composición

Π1B
∼=−→ LB qB−→ LB/LT

∼=−→ π1(B, b0)

y donde Π1B ∼= LB es el inverso del isomorfismo ZB definido en la demostración del
teorema 2.3.17.

En particular, la única función levantadora de caminos λ : B̃ ×r BI → B̃I para r está
definida por

λ(b, g, γ) = γ̃(b,g)

para todo b ∈ B, todo camino γ : I → B tal que γ(0) = b y todo g ∈ G.

Demostración. Sea γ : I → B un camino en B, sea g ∈ G, sea x = (γ(0), g) y pongamos
γ̃ = γ̃x. Es claro que rγ̃ = γ y que γ̃(0) = (γ(0), g) = x. Luego, basta probar que γ̃ es
continua.

Sabemos que B̃ es un espacio de Alexandroff cuyo orden está definido por (b, g) ≤
(b′, g′) si y sólo si b ≤ b′ y F(b ≤ b′)g = g′. Aśı, sólo necesitamos probar que γ̃−1(U(β,h))
es abierto en I para todo β ∈ B y todo h ∈ G.

Notemos que, para cualesquiera b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′, ιB(b ≤ b′) se corresponde,
v́ıa el isomorfismo LB ∼= Π1(B), con la clase [η(b ≤ b′)]. Se sigue que

F(b ≤ b′) = q([η(b ≤ b′)])

para cualesquiera b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′.
Sea β ∈ B, sea h ∈ G, y sea t0 ∈ γ̃−1(U(β,h)). Entonces

(γ(t0), q([γ[0,t0]])g) = γ̃(t0) ≤ (β, h)

y por lo tanto γ(t0) ≤ β y F(γ(t0) ≤ β)q([γ[0,t0]])g = h.
En particular, t0 ∈ γ−1(Uβ) y aśı, existe ε > 0 tal que (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I ⊆ γ−1(Uβ).
Sea t ∈ (t0 − ε, t0] ∩ I. El camino γ[t,t0] ∗ η(γ(t0) ≤ β) es un camino en Uβ de γ(t)

a β. Por otro lado η(γ(t) ≤ β) es también un camino en Uβ de γ(t) a β. Dado que Uβ
es simplemente conexo, se sigue que estos dos caminos son homotópicos (como caminos).
Luego,

γ[0,t0] ∗ η(γ(t0) ≤ β)
p∼ γ[0,t] ∗ η(γ(t) ≤ β).

Se sigue que

F(γ(t) ≤ β)q([γ[0,t]])g = q([γ[0,t] ∗ η(γ(t) ≤ β)])g =

= q([γ[0,t0] ∗ η(γ(t0) ≤ β)])g = F(γ(t0) ≤ β)q([γ[0,t0]])g = h

y aśı, que t ∈ γ̃−1(U(β,h)).
De manera similar se prueba que t ∈ γ̃−1(U(β,h)) para todo t ∈ [t0, t0 + ε) ∩ I. Por lo

tanto, (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I ⊆ γ̃−1(U(β,h)) y el resultado se sigue.
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Observación 4.5.3. En la situación del lema previo, y con la misma notación, veremos cómo
utilizar λ para calcular expĺıcitamente el funtor Lr : LB̃ → LB. Observemos primero que,
dado que B̃ es simplemente conexo, entonces LB̃ ∼= Π1(B̃) es una categoŕıa indiscreta. Aśı,
toda flecha en LB̃ está determinada por su punto inicial y su punto final. En particular,
es suficiente conocer, para cada (b, g) ∈ B̃, cómo se mapea por Lr la única flecha en LB̃
desde (b0, 1G) a (b, g), donde 1G es el neutro de G.

Sean entonces b ∈ B y g ∈ G y sea f la única flecha en LB̃ de (b0, 1G) a (b, g).
Sea g el automorfismo de b0 en LB que corresponde a g v́ıa el isomorfismo canónico
π1(B, b0) ∼= AutLB(b0) y sea γg un camino en B de b0 a b0 tal que [γg] = g. El punto final
del único levantado de γg por r desde (b0, 1G) es igual a

λ(b0, 1G, γg)(1) = (γg(1), q([γg])) = (b0, q(g)) = (b0, g).

Aśı, la clase de homotoṕıa del único levantado de γg por r desde (b0, 1G) corresponde a la

única flecha en LB̃ de (b0, 1G) a (b0, g). Se sigue de la naturalidad del isomorfismo L ∼= Π1

(teorema 2.3.17) que la imagen de esta flecha por Lr es precisamente g.
Por otro lado, consideremos la única flecha τ en LT desde b0 a b y sea τ el elemento

de Π1(B) correspondiente a τ v́ıa el isomorfismo canónico LB ∼= Π1(B). Sea además γτ
un camino en B de b0 a b tal que [γτ ] = τ . El punto final del único levantado de γτ desde
(b0, g) es

λ(b0, g, γτ )(1) = (γτ (1), q([γτ ])g) = (b, q(τ)g) = (b, g)

puesto que q(τ) = 1G. Como antes, se sigue del teorema 2.3.17 que la imagen por Lr de
la única flecha en LB̃ de (b0, g) a (b, g) es τ .

Aśı, Lr(f) = τ g.

Siguiendo con la notación y las definiciones del lema anterior, intentaremos interpretar
la función levantadora de caminos para r en términos del funtor iF .

En primer lugar, observemos que si γ es un camino en B y g ∈ G, entonces q([γ])g =
iq([γ])(g). Por otro lado, F = qZBιB de donde se sigue que iF = iqZBιB y por lo tanto,
que L(iF)Z−1

B = iq. Luego, q([γ])g = iq([γ])(g) = L(iF)Z−1
B ([γ])(g). De esta manera,

dados un camino γ en B y un punto x = (γ(0), g) ∈ r−1(γ(0)) podemos describir el
levantado de γ por r desde x en términos del funtor iF como

γ̃x(t) = (γ(t),L(iF)Z−1
B ([γ[0,t]])(g))

para todo t ∈ I.
Aśı, la segunda coordenada de γ̃x(t) es la imagen de g por el automorfismo de G

inducido por el funtor L(iF) actuando sobre la clase de homotoṕıa del camino γ[0,t],
considerada como una flecha en LB de γ(0) a γ(t).

Es claro que esta última expresión del levantado de γ puede generalizarse como

(γ(t),LDZ−1
B ([γ[0,t]])(g))

para cualquier funtor D : B → Aut(F ) para cualquier espacio F y, por lo tanto, seŕıa
razonable pensar que puede utilizarse para construir una función levantadora de caminos
para el fibrado πDB : B nD F → B. Esto es, en esencia, lo que hemos demostrado en [25,
Sección 6].
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En la demostración del teorema que sigue, probaremos este resultado en el caso
particular en que el funtor LD es trivial en LT . La ventaja principal entre la prueba
que exponemos aqúı y la dada en [25, Sección 6], es que aqúı obtenemos una función
levantadora de caminos para πDB : B nD F → B mediante construcciones categóricas a
partir de funciones cuya continuidad ha sido probada con anterioridad. De este modo, la
continuidad de la función obtenida se deduce de la de estas.

Bajo la hipótesis de que LD es trivial en LT , no es dif́ıcil ver que LDZ−1
B = Dq donde

el funtor D viene dado por la composición

G ↪→ Π1(B)
∼=−→ LB LD−−→ Aut(F ).

En efecto, si LD es trivial en LT , entonces existe un único funtor LD : LB/LT → Aut(F )
tal que LD = LDqB. De la conmutatividad del diagrama

Π1(B) G Π1(B)

LB LB/LT AutLB(b0) LB LB/LT Aut(F )

q

ZB ZB| ZB

qB ρB
qB

LD

y teniendo en cuenta que la composición

LB/LT ρB−−→ AutLB(b0) ↪→ LB qB−→ LB/LT

es la identidad, se sigue fácilmente que

Dq = LDZ−1
B .

Aśı, en el teorema que sigue mostraremos que si LD es trivial en LT entonces la función

Λ: (B nD F )×πDB B
I × I → B nD F

definida por
Λ(b, x, γ, t) = (γ(t), D(q([γ[0,t]]))(x))

para todo b ∈ B, todo x ∈ F , todo camino γ : I → B y todo t ∈ I tales que γ(0) = b
resulta continua. La misma induce, mediante la ley exponencial, una función levantadora
de caminos para el fibrado πDB : B nD F → B.

Como veremos a continuación, este caso particular será suficiente para concluir que el
fibrado πDB : B nD F → B es una fibración de Hurewicz para cualquier funtor D : B →
Aut(F ).

Sea F un espacio topológico y sea E : B → Aut(F ) un funtor. Como se sigue de lo
mencionado en el último párrafo de la subsección 2.3.1, la composición

LB qB−→ LB/LT
∼=−→ AutLB(b0) ↪→ LB
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es un funtor naturalmente isomorfo a la identidad de LB. Por lo tanto, el funtor E es
naturalmente isomorfo al funtor D definido como la composición

B
ιB−→ LB qB−→ LB/LT −→ LB LE−−→ Aut(F ).

Es claro que LD viene dado por la composición

LB qB−→ LB/LT −→ LB LE−−→ Aut(F ).

Dado que qB es trivial en LT , el funtor LD también lo será.
Por otro lado, puesto que D es naturalmente isomorfo a E, los fibrados πDB : BnDF →

B y πEB : BnE F → B resultan fibrados isomorfos. Luego, uno será fibración de Hurewicz
si y sólo si el otro también lo es. Se sigue que, con el propósito de demostrar que el
fibrado πDB : B nD F → B es una fibración de Hurewicz, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que el funtor LD es trivial en LT como queŕıamos.

Teorema 4.5.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F un espacio T0 y sea
D : B → Aut(F ) un funtor. Entonces, πDB : B nD F → B es una fibración de Hurewicz.

Demostración. Sea b0 ∈ B, sea G = π1(B, b0), sea 1G el neutro de G y sea T un árbol
maximal en B.

Sean además i, q, F , B̃ = B niF G, r = πiFB : B̃ → B y λ : B̃ ×r BI → B̃I como en el
lema 4.5.2 y sea λ[ la función inducida por λ por la ley exponencial.

Por lo desarrollado en la discusión anterior podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que LD es trivial en LT .

Como antes, sea D la composición

G ↪→ Π1(B)
∼=−→ LB LD−−→ Aut(F ).

Por la proposición 4.4.3, tenemos un pullback

B̃ B

B̃ nDr F B nD F

pull

r

r′

πDB

donde la flecha r′ : B̃ nDr F → B nD F es la “proyección” definida por

r′(b, g, x) = (b, x)

para todo (b, g, x) ∈ B̃ nDr F y donde la flecha no etiquetada es la proyección obvia.
Sea ahora CF : LB̃ → Aut(F ) el funtor constante F . Dado que B̃ es simplemente

conexo, LB̃ es una categoŕıa indiscreta. Podemos definir entonces un isomorfismo natural
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α : CF ⇒ L(Dr) por α(b,g) = L(Dr)(f) para todo b ∈ B y todo g ∈ G, donde f es la única

flecha en LB̃ de (b0, 1G) a (b, g). De la observación 4.5.3 se sigue que

α(b,g) = L(Dr)(f) = LD(Lr(f)) = LD(τ)LD(g) = LD(g) = D(g)

para todo b ∈ B y todo g ∈ G, donde como en 4.5.3, f es la única flecha en LB̃ de
(b0, 1G) a (b, g), τ es la única flecha en LT de b0 a b y g es el automorfismo de b0 en LB
correspondiente a g.

En particular, tenemos un isomorfismo natural αι
B̃

: CF ιB̃ ⇒ Dr, y puesto que CF ιB̃
es el funtor constante F , se sigue de 4.2.7 y 4.3.13 que este isomorfismo induce un
homeomorfismo B̃ × F → B̃ nDr F que mapea al elemento (b, g, x) de B̃ × F en el
elemento (b, g,D(g)(x)) para todo b ∈ B, todo g ∈ G y todo x ∈ F .

Tenemos entonces un pullback

B̃ B

B̃ × F B nD F

pull

r

p
B̃

e

πDB

donde p
B̃

es la proyección y e es la función continua definida por

e(b, g, x) = (b,D(g)(x))

para todo b ∈ B, todo g ∈ G y todo x ∈ F .

Consideremos el siguiente diagrama

BI BI B

(B nD F )×πDB B
I B nD F

(B̃ × F )×πDB e B
I

B̃ × F

ev0

πDB

e
e′
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donde los “cuadrados” son los pullbacks mencionados en la observación que sigue a la
definición 1.3.20 y e′ es la flecha canónica entre los pullbacks que hace conmutar el
diagrama. Se sigue fácilmente que e′ es el pullback de e por la flecha canónica

(B nD F )×πDB B
I → B nD F.

Es fácil verificar que e′ está definida por

e′(b, g, x, γ) = (b,D(g)(x), γ)

para todo b ∈ B, todo g ∈ G, todo x ∈ F y todo camino γ : I → B tal que γ(0) = b.
Notemos que permutando las coordenadas correspondientes a F y a BI , obtenemos un

homeomorfismo canónico entre los espacios (B̃×r BI)×F y (B̃×F )×πDB e B
I . Definimos

ρ como la composición

(B̃ × F )×πDB e B
I × I ∼= (B̃ ×r BI)× F × I ∼= (B̃ ×r BI)× I × F λ[×IdF−−−−−→ B̃ × F.

La función eρ : (B̃ × F )×πDB e B
I × I → B nD F está definida por

eρ(b, g, x, γ, t) = (γ(t), D(q([γ[0,t]])g)(x))

para cualesquiera b ∈ B, g ∈ G, x ∈ F , γ ∈ BI y t ∈ I tales que γ(0) = b.
Por otro lado, la función e′ × IdI : (B̃ × F )×πDB e B

I × I → (B nD F )×πDB B
I × I está

claramente definida por

e′ × IdI(b, g, x, γ, t) = (b,D(g)(x), γ, t)

para cualesquiera b ∈ B, g ∈ G, x ∈ F , γ ∈ BI y t ∈ I tales que γ(0) = b.
Notemos que, puesto que r es un revestimiento, también lo son e y e′. En particular,

e′ es cociente y por lo tanto e′ × IdI también lo es. Por otro lado, la igualdad anterior
muestra que si

e′ × IdI(b, g, x, γ, t) = e′ × IdI(b
′, g′, x′, γ′, t′)

para elementos (b, g, x, γ, t) y (b′, g′, x′, γ′, t′) de (B̃ × F ) ×πDB e B
I × I entonces b = b′,

γ = γ′, t = t′ y D(g)(x) = D(g′)(x′) de donde se sigue fácilmente que

eρ(b, g, x, γ, t) = eρ(b′, g′, x′, γ′, t′).

Aśı, eρ se factoriza a través de e′ × IdI induciendo una función continua

Λ: (B nD F )×πDB B
I × I → B nD F

definida por
Λ(b, x, γ, t) = (γ(t), D(q([γ[0,t]]))(x))

para todo b ∈ B, todo x ∈ F , todo γ : I → B y todo t ∈ I tales que γ(0) = b. Es fácil
verificar que la función Λ] inducida por Λ por la ley exponencial es una función levantadora
de caminos para πDB . Se sigue que πDB es una fibración de Hurewicz.

155



4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Teorema 4.5.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F cualquier espacio T0 y
sea p : E → B un fibrado sobre B con fibra F . Entonces p es una fibración de Hurewicz.

Demostración. Por el teorema 4.3.11, es claro que existe un funtor D : B → Aut(F ) tal
que la proyección πDB : B nD F → B es un fibrado isomorfo a p. Por el teorema 4.5.4, πDB
es una fibración de Hurewicz de donde se sigue fácilmente que p también lo es.
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Caṕıtulo 5

Fibraciones entre espacios finitos

5.1 Introducción

En este caṕıtulo estudiamos los aspectos combinatorios de las fibraciones de Hurewicz
entre espacios topológicos finitos T0. Varios de los resultados obtenidos pueden extenderse
fácilmente a fibraciones de Hurewicz entre espacios de Alexandroff T0. No haremos, sin
embargo, mención expĺıcita de estos hechos y nos limitaremos a estudiar el problema en
el contexto de los espacios finitos.

Luego de introducir dos resultados preliminares sobre continuidad de funciones cuyo
codominio es un espacio de Alexandroff, extenderemos algunas de las definiciones de Stong
a la categoŕıa FinTop0/B para un espacio finito T0 B fijo, y veremos que muchos de los
resultados de la teoŕıa de Stong, aśı como nuestros resultados sobre bp–retractos, pueden
generalizarse a esta categoŕıa.

En particular, definiremos beat points de un objeto sobre B lo que permite definir a
su vez, la noción de bp–retracto de un objeto sobre B, de objeto minimal sobre B y de
core de un objeto sobre B, (o bp–retracto de una función, función minimal y core de una
función, respectivamente). Luego desarrollaremos resultados que relacionan beat points
de fibraciones entre espacios topológicos finitos T0 y beat points de sus espacios base, total
y fibras, aśı como comportamientos de las fibraciones ante la presencia o ausencia de los
mismos.

Finalmente, estudiaremos la regularidad de fibraciones de Hurewicz entre espacios
finitos T0 y deduciremos a partir de los resultados obtenidos, una fuerte relación entre
fibraciones de Hurewicz y bifibraciones de Grothendieck, que, bajo condiciones espećıficas
sobre el espacio base, alcanza para caracterizar completamente a las fibraciones de Hure-
wicz entre espacios finitos T0 sobre dicho espacio.

Los resultados de este caṕıtulo pueden encontrarse en [24].

5.2 Resultados preliminares

A continuación, probaremos dos proposiciones que nos permitirán deducir la continuidad
de una función cuyo codominio es un espacio de Alexandroff a partir de la de otra
que es comparable con la primera. Estas proposiciones pueden considerarse, en algún
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5 Fibraciones entre espacios finitos

sentido, como “lemas de pegado” para funciones de este tipo, y nos permitirán deducir
la continuidad de funciones de levantamiento de caminos que definiremos para demostrar
que ciertas funciones entre espacios topológicos finitos son fibraciones de Hurewicz.

Antes enunciaremos dos lemas cuyas demostraciones son sencillas.

Lema 5.2.1. Sea X un espacio topológico, sean V ⊆ X un subespacio abierto y K ⊆ X
un subespacio cerrado, y sea W ⊆ V tal que K ∩W es abierto en K. Entonces

(Kc ∩ V ) ∪ (K ∩W )

es abierto en X.

Demostración. Como K ∩W es abierto en K, entonces existe un abierto U de X tal que
K∩W = K∩U . En particular, comoW ⊆ V , tenemos queK∩W = K∩W∩V = K∩U∩V .
Luego,

(Kc ∩ V ) ∪ (K ∩W ) = (Kc ∩ V ) ∪ (K ∩ U ∩ V ) =

= (Kc ∩ V ) ∪ (Kc ∩ U ∩ V ) ∪ (K ∩ U ∩ V ) = (Kc ∩ V ) ∪ (U ∩ V ).

Dado que Kc, U y V son abiertos de X, el resultado se sigue.

Lema 5.2.2. Sea X un espacio topológico, sean V ⊆ X un subespacio abierto y K ⊆ X
un subespacio cerrado, y sea W ⊆ K tal que V ∩W es cerrado en V . Entonces

(V c ∩K) ∪ (V ∩W )

es cerrado en X.

Demostración. La demostración de este lema es análoga a la del lema 5.2.1.

Proposición 5.2.3. Sean X e Y espacios topológicos con Y espacio de Alexandroff, sea
K ⊆ X un subespacio cerrado y sean f, g : X → Y dos funciones. Si

1. f es continua,

2. f ≤ g,

3. f |Kc = g|Kc y

4. g|K es continua

entonces g es continua.

Demostración. Sea U ⊆ Y un abierto. Tenemos que

g−1(U) = (Kc ∩ g−1(U)) ∪ (K ∩ g−1(U)) = (Kc ∩ f−1(U)) ∪ (K ∩ g−1(U)).

Es claro que f−1(U) es abierto en X. Ahora bien, como f ≤ g y U es abierto, entonces
g−1(U) ⊆ f−1(U). Por otro lado, K ∩ g−1(U) = (g|K)−1(U) es abierto en K. Por el lema
5.2.1, se sigue que g−1(U) es abierto en X. Luego, g es continua.
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5.3 Beat points y bp–retractos en FinTop0/B

Proposición 5.2.4. Sean X e Y espacios topológicos con Y espacio de Alexandroff, sea
V ⊆ X un subespacio abierto y sean f, g : X → Y dos funciones. Si

1. g es continua,

2. f ≤ g,

3. f |V c = g|V c y

4. f |V es continua

entonces f es continua.

Demostración. Esta proposición se demuestra de manera similar a 5.2.3 utilizando el lema
5.2.2.

Notemos que 1.2.21 puede deducirse fácilmente tanto a partir de 5.2.3 como a partir
de 5.2.4.

5.3 Beat points y bp–retractos en FinTop0/B

Comenzamos esta sección introduciendo definiciones de beat point y de bp–retractos en
la categoŕıa FinTop0/B de objetos sobre B, para algún B ∈ FinTop0, y extendiendo a
esta categoŕıa algunos resultados de la teoŕıa clásica de Stong, aśı como de nuestra teoŕıa
de bp–retractos.

Definición 5.3.1. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una función
continua que será considerada como un objeto sobre B. Un down beat point de p es un
punto e ∈ E que es down beat point de E y de p−1(p(e)). Similarmente, un up beat point
de p es un punto e ∈ E que es un up beat point de E y de p−1(p(e)).

Diremos que e ∈ E es un beat point de p si es un down beat point de p o un up
beat point de p. Si e es un beat point de p, diremos normalmente que la restricción
p| : E − {e} → B de p se obtuvo removiendo o eliminando el beat point e de p.

Diremos que una función p′ : E′ → B es un dbp–retracto (resp. ubp–retracto) de p si
se puede obtener removiendo sucesivamente down beat points (resp. up beat points) de p.

Diremos que p es minimal si no tiene beat points. Diremos que una función continua
pC : E′ → B es un core de p si es minimal y retracto por deformación fuerte de p (cf.
definición 1.1.8).

Observación 5.3.2. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una función
continua y sea e0 ∈ E. De la definición anterior se deduce que e0 es un down beat point
de p si y sólo si e0 es un down beat point de E y p(e0) = p(e1) donde e1 = max(Ûe0). De
manera similar, e0 es un up beat point de p si y sólo si e0 es un up beat point de E y
p(e0) = p(e2) donde e2 = min(F̂e0).

Proposición 5.3.3. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una
función continua, sea e un down beat point (up beat point) de E, sea i : E − {e} → E la
inclusión y sea r : E → E − {e} la retracción asociada a la remoción del down beat point
(up beat point) e.
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Si e es un down beat point (up beat point) de p, entonces r es una flecha sobre B y pi
es un retracto por deformación fuerte de p. Rećıprocamente, si r es una flecha sobre B de
p a pi, entonces e es down beat point (up beat point) de p.

Demostración. Probaremos el caso en que e es down beat point de E. El otro caso es
análogo.

Supongamos primero que e es down beat point de p. Es claro que i es una flecha
sobre B, mientras que de la observación 5.3.2 se sigue que r también lo es. Más aún,
ri = IdE−{e} y la homotoṕıa canónica H : ir ' IdE es claramente una homotoṕıa sobre B
relativa a E − {e}. Se sigue que pi es retracto por deformación fuerte de p.

Supongamos ahora que r es una flecha sobre B y pongamos e′ = max(ÛEe ). Tenemos
entonces que

p(e′) = p(r(e)) = pir(e) = p(e).

El resultado se sigue de la observación 5.3.2.

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 5.3.4. Toda función continua entre espacios topológicos finitos T0 tiene un
core.

Ejemplo 5.3.5. Sea X un espacio topológico finito T0 y sea XC un core de X. Sea
i : XC → X la inclusión y sea r : X → XC una retracción de i obtenida eliminando
sucesivamente los beat points x0, x1, . . . , xn (en ese orden). Veamos que IdXC es un core
de r.

Definimos X0 = X e, inductivamente, Xk+1 = Xk − {xk} para k = 0, . . . , n. Con-
sideramos además, para k = 0, . . . , n, la retracción rk : Xk → Xk+1 correspondiente a
la remoción del beat point xk y la inclusión ik : Xk+1 → Xk. Veamos que, para todo
k = 0, . . . , n, el punto xk es un beat point de la restricción

ri0i1 . . . ik−1 : Xk → XC

de r.
Sea k ∈ {0, . . . , n}. Entonces, dado que r = rnrn−1 . . . r1r0, tenemos que

ri0 . . . ikrk = rnrn−1 . . . rk . . . r1r0i0i1 . . . ikrk = rnrn−1 . . . rk =

= rnrn−1 . . . r0i0 . . . ik−1 = ri0 . . . ik−1.

Aśı, por la proposición 5.3.3 se sigue que xk es un beat point de la restricción ri0 . . . ik−1

de r. Luego, ri0 . . . ik es retracto por deformación fuerte de ri0 . . . ik−1.
Inductivamente, es fácil ver que ri0 . . . ik es retracto por deformación fuerte de r para

k = 0, . . . , n. En particular, IdXC = ri0 · · · in es retracto por deformación fuerte de r. Más
aún, dado que las fibras de IdXC son espacios unipuntuales, es claro que IdXC es minimal.
Se sigue que IdXC es un core de r.

Proposición 5.3.6. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una
función continua. Si p no tiene down beat points (resp. up beat points) y h : p→ p es una
flecha sobre B tal que h ≤ Idp (resp. h ≥ Idp), entonces h = Idp.
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Demostración. Probaremos el caso en que p no tiene down beat points y h ≤ Idp. El otro
caso es análogo. Sea A = {e ∈ E : h(e) < e} y supongamos que A 6= ∅. Sea e0 ∈ mnlA.
Como en la demostración de 1.2.30 obtenemos que h(e0) = max ÛEe0 y por lo tanto e0 es
down beat point de E. Más aún, como h es una flecha sobre B, ph(e0) = p(e0). Se sigue
de la observación 5.3.2 que e0 es down beat point de p, lo cual es absurdo. Luego, A es
vaćıo y por lo tanto h = Idp.

Corolario 5.3.7. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una función
continua minimal y sea h : p → p una flecha sobre B tal que h ' Idp sobre B. Entonces
h = Idp.

Demostración. Se sigue fácilmente de 1.2.20 y de la proposición anterior.

Corolario 5.3.8. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una función
continua. Entonces, dos cores de p son isomorfos.

Los resultados sobre bp–retractos en FinTop0 pueden extenderse de manera natural
a la categoŕıa FinTop0/B para todo B ∈ FinTop0. A continuación mostraremos como
extender algunos de estos resultados que, aunque no serán esenciales para el resto del
caṕıtulo, será conveniente tener a disposición.

El siguiente teorema es una generalización del teorema 3.2.6.

Teorema 5.3.9. Sean A, X y B espacios topológicos finitos T0 con A ⊆ X. Sea i : A→
X la inclusión y sean a : A → B y x : X → B funciones continuas tales que xi = a.
Consideramos (A, a) y (X,x) como objetos sobre B y a la función i : a → x como una
flecha sobre B. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) a es un dbp–retracto de x.

(2) Existe una flecha f : x→ x sobre B tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A.

(3) Existe una única flecha f : x→ x sobre B tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A.

(4) Existe una retracción r : x→ a de i tal que ir ≤ IdX .

(5) Existe una única retracción r : x→ a de i tal que ir ≤ IdX .

Demostración. La proposición (1) ⇒ (4) se deduce de que, por definición de down beat
point de x, la retracción r asociada a la remoción de un down beat point de x resulta una
flecha sobre B.

La proposición (4)⇒ (2) se demuestra fácilmente tomando f = ir como en 3.2.6.
Veamos (2) ⇒ (1). Procedemos como en la demostración de 3.2.6. Suponemos que

existe una flecha f : x → x sobre B tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A y definimos
W = {z ∈ X : f(z) < z}. Supongamos que W 6= ∅ y tomemos z0 ∈ mnlW . Hemos
probado en 3.2.6 que z0 es down beat point de X con max(Ûz0) = f(z0). Dado que
xf = x, se sigue que xf(z0) = x(z0) y de la observación 5.3.2, que z0 es down beat point
de x. La prueba se sigue como en 3.2.6.

El resto de las implicaciones puede demostrarse a partir de 3.2.6 utilizando adecuada-
mente el hecho de que las funciones involucradas son flechas sobre B.
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Proposición 5.3.10. Sean A, B, X e Y espacios topológicos finitos T0 con A ⊆ X ⊆ Y
y sea y : Y → B una función continua. Sean x : X → B y a : A → B las restricciones de
y. Si a es un dbp–retracto de y entonces es un dbp–retracto de x.

Demostración. La demostración de esta proposición es análoga a la de 3.2.9.

La siguiente proposición resultará de utilidad en las secciones subsiguientes.

Proposición 5.3.11. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B. Sea
Ω el conjunto de dbp–retractos de p. Definimos en Ω el orden siguiente: dados x, y ∈ Ω,
definimos x ≤ y si y sólo si x es dbp–retracto de y.

Entonces Ω tiene mı́nimo.

Demostración. La prueba de esta proposición es similar a la de la proposición 3.2.19.

A continuación, veremos que el core de un fibrado entre espacios topológicos finitos T0

es nuevamente un fibrado.

Proposición 5.3.12. Sean E, B y F espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B un
fibrado con fibra F . Entonces el core de p es un fibrado con base B y fibra FC donde FC
es un core de F .

Demostración. Por el teorema 4.3.11, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
E = B nD F y que p = πDB : B nD F → B para algún funtor D : B → Aut(F ).

Sea Fd el dbp–retracto mı́nimo de F . Sean i : Fd → F y r : F → Fd la inclusión y la
retracción asociadas a Fd, respectivamente.

Sea φ un automorfismo de F . Entonces

rφ−1irφi ≤ rφ−1φi = ri = IdFd

y dado que Fd no tiene down beat points, se sigue que rφ−1irφi = IdFd . Intercambiando
φ y φ−1 obtenemos que rφirφ−1i = IdFd y por lo tanto, rφi es un automorfismo de Fd con
inversa rφ−1i.

Definimos un funtor D′ : B → Aut(Fd) por

D′(b ≤ b′) = rD(b ≤ b′)i

para cualesquiera b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′.
Es claro que

D′(b ≤ b) = rD(b ≤ b)i = rIdF i = ri = IdFd

para todo b ∈ B.
Ahora bien, dados b, b′, b′′ ∈ B tales que b ≤ b′ ≤ b′′, se tiene que

rD(b ≤ b′′)i = rD(b′ ≤ b′′)D(b ≤ b′)i ≥ rD(b′ ≤ b′′)irD(b ≤ b′)i

de donde obtenemos que

rD(b ≤ b′′)i = rD(b′ ≤ b′′)irD(b ≤ b′)i
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por el lema 8.1.1 de [5]. Aśı, D′ resulta efectivamente un funtor. Se sigue de 4.3.1 que
πD
′

B : B nD′ Fd → B es un fibrado sobre B con fibra Fd.

Veamos que πD
′

B es el dbp–retracto mı́nimo de πDB .

Sea φ nuevamente un automorfismo de F y sea f = φirφ−1ir. Entonces

f2 = φirφ−1irφirφ−1ir = φi(rφi)−1(rφi)rφ−1ir = φirφ−1ir = f.

Además, es claro que f ≤ ir. Se sigue del teorema 3.2.6 y el corolario 3.2.12 que la
imagen de f es un dbp–retracto de F contenido en Fd. Dado que Fd es el dbp–retracto
mı́nimo de F , se sigue nuevamente de 3.2.12 que f = ir. Luego, φi(rφi)−1r = f = ir y
dado que r es epimorfismo, se sigue que φi(rφi)−1 = i, o equivalentemente, que φi = irφi.

De manera análoga, tomando g = irφirφ−1 y observando que g2 = g y que g ≤ ir, se
prueba que g = ir y por lo tanto, que rφ = rφir.

Esto muestra que i y r inducen transformaciones naturales ι : j′D′ ⇒ jD y ρ : jD ⇒
j′D′, respectivamente, donde j : Aut(F ) ↪→ Top y j′ : Aut(Fd) ↪→ Top son las inclusiones.

Por la observación 4.2.9, i y r inducen morfismos de fibrados sobre B, i∗ : πD
′

B → πDB
y r∗ : πDB → πD

′
B . Es claro que la función i∗ : B nD′ Fd → B nD F es una inclusión de

conjuntos.

Por funtorialidad de la construcción de Grothendieck topológica, y dado que ρι =
Idj′D′ , se sigue que r∗i∗ = IdBnD′Fd . Luego, la inclusión i∗ de B nD′ Fd en B nD F es
subespacio, y por lo tanto, podemos considerar a BnD′Fd como un subespacio de BnDF .

Por otro lado, puesto que (ιρ)b = ir ≤ IdF para todo b ∈ B, un cálculo expĺıcito
muestra que

i∗r∗(b, x) = (b, ir(x)) ≤ (b, x)

para todo b ∈ B y todo x ∈ F , de donde obtenemos que i∗r∗ ≤ IdBnDF . Se sigue que
B nD′ Fd es un dbp–retracto de B nD F . Más aún, dado que i∗ y r∗ son flechas sobre B,
se sigue del teorema 5.3.9 que πD

′
B es un dbp–retracto de πDB , y puesto que las fibras de

πD
′

B no tienen down beat points, se sigue que πD
′

B es el dbp–retracto mı́nimo de πDB , como
queŕıamos.

Aśı, hemos probado que el dbp–retracto mı́nimo de un fibrado entre espacios topológi-
cos finitos T0 es un fibrado cuya fibra es el dbp–retracto mı́nimo de las fibras del primero.
El resultado análogo para ubp–retractos de fibrados se demuestra de manera similar.
Mediante un argumento inductivo, se sigue que cualquier core de un fibrado entre espacios
topológicos finitos T0 es nuevamente un fibrado, cuyas fibras son homeomorfas al core de
las fibras del fibrado original.

La siguiente proposición es sencilla y será utilizada para probar la proposición 5.3.14
que muestra una relación entre los beat points de una función abierta o cerrada con los
beat points de sus fibras y de su codominio.

Proposición 5.3.13. Sean E y B espacios de Alexandroff y sea p : E → B una función
continua. Son equivalentes:

(1) La función p es abierta.

(2) Para todo e ∈ E, p(Ue) = Up(e).
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(3) Para todo e ∈ E y todo b ≤ p(e), se tiene que Ue ∩ p−1(b) 6= ∅.

De manera similar, son equivalentes:

(4) La función p es cerrada.

(5) Para todo e ∈ E, p(Fe) = Fp(e).

(6) Para todo e ∈ E y todo b ≥ p(e), se tiene que Fe ∩ p−1(b) 6= ∅.

Demostración. Es claro que (2)⇒ (1).
Veamos que (1) ⇒ (3). Sea e ∈ E y sea b ≤ p(e). Como p es abierta, p(Ue) es un

abierto de B que contiene a p(e) y por lo tanto, b ∈ Up(e) ⊆ p(Ue). Se sigue que existe
e′ ∈ Ue tal que p(e′) = b. Es claro entonces que e′ ∈ Ue ∩ p−1(b).

Veamos (3) ⇒ (2). Sea e ∈ E. Dado que p es continua, tenemos que p(Ue) ⊆ Up(e).
Falta ver entonces que p(Ue) ⊇ Up(e). Sea b ∈ Up(e) y sea e′ ∈ Ue ∩ p−1(b). Entonces
b = p(e′) ∈ p(Ue) y el resultado se sigue.

La equivalencia (4)⇔ (5)⇔ (6) se prueba de manera similar.

Proposición 5.3.14. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
función continua. Si p es abierta y e0 es un down beat point de E, entonces p(e0) es down
beat point de B o e0 es down beat point de p.

De manera análoga, si p es una función cerrada y e0 es un up beat point de E, entonces
p(e0) es up beat point de B o e0 es up beat point de p.

Demostración. Veamos la primera parte. Supongamos que p es abierta y que e0 es un
down beat point de E.

Sea e1 = max(Ûe0). Si p(e0) = p(e1) el resultado se sigue de la observación 5.3.2.
Supongamos entonces que p(e1) < p(e0). Veamos que p(e1) = max(Ûp(e0)).

Sea b < p(e0). Por 5.3.13 existe e2 ∈ Ue0 ∩ p−1(b). Es claro que e2 6= e0, pues de
lo contrario se tendŕıa que p(e0) = b. Luego, e2 < e0 y por lo tanto e2 ≤ e1. Luego
b = p(e2) ≤ p(e1) y el resultado se sigue.

La segunda parte se demuestra de manera similar.

5.4 Fibraciones y beat points

En lo que sigue, todas las funciones se considerarán no vaćıas.

Proposición 5.4.1. Sean E y B dos espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una
fibración y sea e un beat point de p. Entonces, la restricción p| : E−{e} → B de p es una
fibración homotópicamente equivalente por fibras a p.

Demostración. Del hecho de que p| es retracto de p se sigue que p| es fibración. El resultado
se sigue entonces por la proposición 5.3.3.

Teorema 5.4.2. Sean E y B dos espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una
función continua y sea e un down beat point de p tal que la restricción p| : E − {e} → B
de p es una fibración. Entonces p es una fibración.
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Demostración. Sea Λ: (E−{e})×p|BI → (E−{e})I una función levantadora de caminos

para p|. Consideremos la función λ = Λ[ : (E−{e})×p|BI × I → E−{e} inducida por Λ.
Consideremos además la inclusión i : E−{e} → E y la retracción r : E → E−{e} asociada a
la remoción del beat point e. Es fácil ver que las flechas r, IdB y IdBI inducen un morfismo

desde el diagrama E
p−→ B

ev0←−− BI al diagrama E − {e} p|−→ B
ev0←−− BI y por lo tanto, una

función continua R : E ×p BI → (E − {e}) ×p| BI que mapea el par (e, γ) ∈ E ×p BI en

(r(e), γ). La función iλ ◦ (R × IdI) : E ×p BI × I → E, claramente continua, mapea el
elemento (e, γ, t) de E ×p BI × I en λ(r(e), γ, t). Definimos λ′ : E ×p BI × I → E por

λ′(e, γ, t) =

{
e si t = 0,
λ(r(e), γ, t) si t > 0.

Observemos que λ′ ≥ iλ◦(R×IdI) y que λ′ coincide con iλ◦(R×IdI) sobre E×pBI×(0, 1].
Por otro lado, la restricción de λ′ a E×pBI ×{0} es simplemente la proyección a E y por
lo tanto es continua. Por 5.2.3, se sigue que λ′ es continua. Es fácil verificar que λ′ induce
una función levantadora de caminos Λ′ : E ×p BI → EI para p.

Veremos en la subsección 5.6.1 que la proposición anterior no vale cambiando down
beat points por up beat points.

Corolario 5.4.3. Sean E y B dos espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
función continua. Son equivalentes:

(1) p es fibración.

(2) Todo dbp–retracto de p es fibración.

(3) Existe un dbp–retracto de p que es fibración.

Demostración. La implicación (1) ⇒ (2) se sigue de 5.4.1 y la implicación (2) ⇒ (3) es
inmediata. La implicación (3) ⇒ (1) se deduce fácilmente a partir de 5.4.2 mediante un
argumento inductivo.

El siguiente resultado generaliza el teorema 1.2.30.

Teorema 5.4.4. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una fibración
y sea q : E → B una función continua homotópica a p. Si E es minimal, entonces q = p.

Demostración. Sea H : p ' q : E× I → B. Entonces Hi0 = p = pIdE y por lo tanto existe
H̃ : E × I → E tal que H̃i0 = IdE y pH̃ = H. Como E es minimal y H̃i1 ' H̃i0 = IdE ,
entonces H̃i1 = IdE por 1.2.30. Se sigue que q = Hi1 = pH̃i1 = pIdE = p.

Corolario 5.4.5. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Si E es minimal y B es conexo, entonces B es minimal.

Demostración. Veamos que la única función continua f : B → B homotópica a IdB es IdB.
Sea entonces f : B → B con f ' IdB. Tenemos que p ' fp, y como E es minimal, por el
teorema anterior deducimos que p = fp.
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5 Fibraciones entre espacios finitos

Es un hecho conocido que las fibraciones de Hurewicz (no vaćıas) sobre espacios
arcoconexos son sobreyectivas. En efecto, dado b ∈ B, podemos tomar un elemento
e ∈ E y un camino γ en B desde p(e) a b y utilizar la propiedad de levantamiento de p
para obtener un levantado γ̃ de γ por p desde e. Entonces p(γ̃(1)) = γ(1) = b y por lo
tanto, b está en la imagen de p

Se sigue que f = IdB como queŕıamos.
Sea ahora B′ un bp–retracto de B. Por 3.2.6 (o su versión dual para up beat points),

existe una función f homotópica a IdB tal que f(B) = B′. Pero por lo que hemos
probado, tenemos que f = IdB, de donde se sigue que B′ = B. Es claro entonces que B
es minimal.

Teorema 5.4.6. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una fibración.
Sean además e ∈ E y b ∈ Up(e). Entonces Ue ∩ p−1(b) 6= ∅.

Demostración. Si p(e) = b el resultado se sigue, pues, en ese caso se tiene que e ∈ Ue ∩
p−1(p(e)). Supongamos entonces que b < p(e). Sea S = {0, 1} el espacio de Sierpinski con
0 < 1 y sea H : S × I → B la función definida por

H(s, t) =

{
p(e) si t = 0 o s = 1,
b en cualquier otro caso.

Es claro que H−1(Ub) = {0} × (0, 1] y por lo tanto, que H es continua. Si i0 : S → S × I
es la inclusión en la coordenada t = 0, entonces Hi0 = Cp(e) = pCe y por lo tanto existe

una función continua H̃ : S × I → E tal que H̃i0 = Ce y pH̃ = H.
Ahora bien, como H̃(1, 0) = e, tenemos que (1, 0) ∈ H̃−1(Ue) y por lo tanto, existe ε >

0 tal que S × [0, ε] ⊆ H̃−1(Ue). En particular, H̃(0, ε) ∈ Ue. Pero pH̃(0, ε) = H(0, ε) = b
y entonces H̃(0, ε) ∈ p−1(b). Luego H̃(0, ε) ∈ Ue ∩ p−1(b).

Corolario 5.4.7. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Entonces p es abierta.

Si, en particular, B es conexo, entonces p es cociente.

Demostración. Se sigue trivialmente de 5.4.6 y 5.3.13.

Para probar el próximo teorema, necesitamos antes el siguiente lema.

Lema 5.4.8. Sea X un espacio topológico finito T0, sea A el dbp–retracto mı́nimo de X
y sea f : X → X la función asociada a A dada por el teorema 3.2.6, es decir, la única
función continua de X en X tal que f ≤ IdX , f2 = f y f(X) = A. Entonces f es el
elemento mı́nimo de UIdX .

Demostración. Sea g ∈ UIdX . Por el lema 3.2.17, g∞ ≤ IdX y g∞ ◦ g∞ = g∞. Por
el teorema 3.2.6, es claro que g∞(X) es un dbp–retracto de X, de donde se sigue que
f(X) = A ⊆ g∞(X). Pero por el corolario 3.2.12, es claro que f ≤ g∞ ≤ g. El resultado
se sigue.

Teorema 5.4.9. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, con B conexo, y sea p : E →
B una fibración. Sean Ed y Bd los dbp–retractos mı́nimos de E y B respectivamente.
Entonces Ed es un dbp–retracto de p−1(Bd).
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Demostración. Sean g : E → E y h : B → B las funciones asociadas a Ed y a Bd,
respectivamente, dadas por 3.2.6. Por 5.4.8, g y h son elementos mı́nimos de UIdE y
UIdB , respectivamente.

Por la observación 1.3.16, es claro que pE : EE → BE es fibración de Hurewicz entre
espacios finitos T0. Se sigue del corolario anterior que pE es abierta. En particular, pE

mapea elementos minimales de EE en elementos minimales de BE . Puesto que g es un
elemento minimal de EE , se sigue que pg = pE(g) es un elemento minimal de BE . Por
otro lado, como h ≤ IdB, tenemos que hpg ≤ pg de donde obtenemos que hpg = pg.

Luego p(Ed) = p(g(E)) = h(p(g(E)) ⊆ Imh = Bd y entonces Ed ⊆ p−1(Bd). Por
3.2.9, obtenemos que Ed es dbp–retracto de p−1(Bd).

Corolario 5.4.10. Sean E, B y X espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Sea f : X → E una función continua y sea g : X → B una función continua tal
que g ≤ pf . Entonces existe una función continua h : X → E tal que h ≤ f y g = ph.

Demostración. Como X es finito, pX : EX → BX es fibración entre espacios topológicos
finitos T0. Como g ≤ pf = pX(f) por el teorema 5.4.6 obtenemos que existe h ∈ Uf ∩
(pX)−1(g). Es claro entonces que h ≤ f y ph = g.

Hemos probado en 5.4.5 que si p es una fibración entre espacios topológicos finitos
T0 cuyo dominio no tiene beat points y cuyo codominio es conexo, entonces este último
tampoco los tiene. El próximo corolario muestra que esto también es cierto si consideramos
únicamente down beat points. Veremos en 5.6.1, sin embargo, que el resultado no vale si
sólo consideramos up beat points.

Corolario 5.4.11. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Supongamos que E no tiene down beat points. Entonces p es un elemento
minimal de BE.

Si además, B es conexo, entonces no tiene down beat points.

Demostración. Dado que E no tiene down beat points, se sigue del teorema 1.2.30 que
IdE es un elemento minimal de EE . Como en la demostración de 5.4.9, tenemos que
p = pIdE = pE(IdE) es un elemento minimal de BE .

Supongamos ahora que B es conexo. Sea Bd el dbp–retracto mı́nimo de B y sea
f : B → B la función asociada a Bd dada por el teorema 3.2.6. Como f ≤ IdB, tenemos
como en 5.4.9 que fp ≤ p y por lo tanto que fp = p. Dado que B es conexo, p resulta
sobreyectiva de donde se sigue que f = IdB. Es claro entonces que Bd = B, y por
consiguiente, que B no tiene down beat points.

Combinando la proposición 5.3.14 y el corolario 5.4.11 obtenemos de forma inmediata
el siguiente resultado.

Corolario 5.4.12. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea p : E →
B una fibración sin down beat points. Entonces E tiene down beat points si y sólo si B
tiene down beat points.

El siguiente teorema es una generalización de 5.4.6.
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Teorema 5.4.13. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Sean además e ∈ E y b ∈ Up(e). Entonces Ue ∩ p−1(b) es contráctil.

Demostración. Sea X = Ue ∩ p−1(b) y sea X̃ = X ∪ {e}. Sea i : X̃ → E la inclusión. Es
claro que Cb ≤ pi y por 5.4.10 se sigue que existe h : X̃ → E tal que h ≤ i y ph = Cb. Es
fácil ver entonces que la imagen de h está contenida en X.

Sea ahora h| : X → X la restricción de h. Dado que h ≤ i, es claro que h| ≤ IdX . Pero,
por otro lado, h| ≤ Ch(e). Se sigue que IdX ' Ch(e) y por lo tanto X es contráctil.

El siguiente teorema se puede considerar una versión dual, notablemente más débil,
del teorema 5.4.6.

Teorema 5.4.14. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Sean además e ∈ E y b ∈ Fp(e). Entonces existe e′ ∈ Ue ∩ p−1(p(e)) tal
que Fe′ ∩ p−1(b) 6= ∅.

Demostración. Sea Z = {αn : n ∈ N} ∪ {β}. Le damos a Z la topoloǵıa generada por la
subbase {{αn, β} : n ∈ N}. Observemos que Z es un espacio topológico localmente finito
T0, que Uβ = {β} y que Uαn = {αn, β} para todo n ∈ N.

Sea U =
∞⋃
n=1

Uαn × [0, 1/n). Es claro que U es un abierto de Z × I. Definimos la

función H : Z × I → B por

H(z, t) =

{
p(e) si (z, t) ∈ U ,
b si (z, t) 6∈ U .

Es fácil verificar que H es continua.

Tenemos entonces que pCe = Hi0, donde Ce : Z → E es la función constante e. Por
lo tanto, existe una función continua H̃ : Z × I → E tal que pH̃ = H y H̃i0 = Ce. Ahora
bien, H̃(β, 0) = H̃i0(β) = Ce(β) = e y, por lo tanto, H̃−1(Ue) es un abierto de Z × I que
contiene a (β, 0). Luego, existe ε ∈ (0, 1] tal que {β} × [0, ε) ⊆ H̃−1(Ue).

Sea n ∈ N tal que 1/n < ε. Entonces H̃(β, 1/n) ≤ e y pH̃(β, 1/n) = H(β, 1/n) = p(e).
Tomando e′ = H̃(β, 1/n) se tiene que e′ ∈ Ue ∩ p−1(p(e)).

Por otro lado, puesto que αn ∈ Fβ = {β}, entonces (αn, 1/n) ∈ {(β, 1/n)} y por lo
tanto

H̃(αn, 1/n) ∈ H̃
(
{(β, 1/n)}

)
⊆
{
H̃(β, 1/n)

}
= Fe′ .

Pero pH̃(αn, 1/n) = H(αn, 1/n) = b y entonces H̃(αn, 1/n) ∈ p−1(b). Luego H̃(αn, 1/n) ∈
Fe′ ∩ p−1(b) y el resultado se sigue.

En palabras simples, el teorema anterior muestra que si p : E → B es una fibración
entre espacios finitos T0, entonces para cualquier e ∈ E y para cualquier b ≥ p(e), existe
un punto menor que e en la misma fibra, que es menor que algún punto de la fibra de
b. En la subsección 5.6.1 desarrollaremos un ejemplo que muestra que no es cierto, en
general, que Fe ∩ p−1(b) 6= ∅ para cualquier b ≥ p(e).
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Corolario 5.4.15. Sean E, B y X espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Sea f : X → E una función continua y sea g : X → B una función continua con
g ≥ pf . Entonces existen funciones continuas h, i : X → E tales que i ≥ h ≤ f , pf = ph
y g = pi.

Demostración. La prueba es análoga a la demostración de 5.4.10.

Proposición 5.4.16. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración sin down beat points. Entonces p es cerrada.

Demostración. Por la proposición 5.3.13, basta probar que para todo e ∈ E y todo b ≥
p(e), existe e′ ∈ Fe ∩ p−1(b).

Sea e ∈ E, sea b ≥ p(e) y sea p| : p−1(Ub) → Ub la restricción de p. Entonces p| es
el pullback de p a lo largo de la inclusión Ub ↪→ B y por lo tanto es fibración. Notemos
que, dado que p−1(Ub) es abierto en E, cualquier down beat point de p−1(Ub) es down
beat point de E. Se sigue que los down beat points de p| son down beat points de p. En
particular, p| no tiene down beat points.

Ahora bien, p| ◦ Idp−1(Ub) = p| ≤ Cb y por lo tanto existen funciones continuas
h, i : p−1(Ub)→ p−1(Ub) tales que i ≥ h ≤ Idp−1(Ub) , p|i = Cb y p|h = p|.

En particular, h es una flecha sobre B de p| a p| y es menor o igual a la identidad de
p−1(Ub). Como p| no tiene down beat points, se sigue de 5.3.6 que p| = Idp−1(Ub) y por lo
tanto que i ≥ Idp−1(Ub). Dado que i(e) ≥ e y que p(i(e)) = b, se sigue que i(e) ∈ Fe∩p−1(b).
Esto concluye la demostración.

Proposición 5.4.17. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración de Hurewicz.

(1) Si e0 es un down beat point de E, entonces p(e0) es down beat point de B o e0 es
down beat point de p.

(2) Si p no tiene down beat points y e0 es un up beat point de E, entonces p(e0) es up
beat point de B o e0 es up beat point de p.

Demostración. La afirmación (1) se sigue de 5.3.14 y 5.4.7. La afirmación (2) se sigue de
5.3.14 y 5.4.16.

Teorema 5.4.18. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea p : E →
B una fibración minimal. Entonces E es minimal si y sólo si B es minimal.

Demostración. En 5.4.5 hemos probado que si E es minimal entonces B también lo es.
Supongamos entonces que B es minimal. Como p no tiene down beat points, se sigue de
5.4.17 que si e0 es un beat point de E entonces e0 es beat point de p o p(e0) es beat point
de B. Como p y B no tienen beat points, es claro que E tampoco los tendrá.

Una fibración de Hurewicz p : E → B se dice trivial si es homotópicamente equivalente
por fibras a la proyección B×F → B para algún espacio F homotópicamente equivalente
a las fibras de p. Si F ′ es un espacio homotópicamente equivalente a F , la proyección
B × F → B es homotópicamente equivalente por fibras a la proyección B × F ′ → B. Se
sigue que p es homotópicamente equivalente por fibras a la proyección B × F ′ → B.
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Proposición 5.4.19. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea
p : E → B una fibración minimal trivial. Entonces p es isomorfa a la proyección πB : B×
F → B para algún espacio finito T0 minimal F . En particular, las fibras de p son espacios
minimales.

Demostración. Sea F el core de alguna fibra de p. Como p es una fibración trivial y
sus fibras tienen el tipo homotópico de F , entonces p es homotópicamente equivalente
por fibras a la proyección πB : B × F → B. Sea entonces f : p → πB una equivalencia
homotópica sobre B con inversa g. Como F es minimal, entonces πB es minimal. Y como
p y πB son minimales, se sigue de 5.3.7 que fg = IdπB y gf = Idp. Luego f y g son
isomorfismos sobre B de donde se sigue que p ∼= πB.

En particular, las fibras de p son todas homeomorfas a F , que es minimal.

5.5 Fibraciones de Hurewicz y fibraciones de Grothendieck

Una función continua entre espacios topológicos T0 puede ser interpretada como un funtor
entre posets y por lo tanto tiene sentido estudiar si es o no una fibración de Grothendieck
(cf. definición 1.1.17). Dado que en todo poset las flechas sólo dependen de su dominio y
de su codominio, la definición de fibración de Grothendieck entre posets adopta una forma
muy simple que exponemos en el siguiente lema.

Lema 5.5.1. Sean E y B espacios topológicos de Alexandroff T0 y sea p : E → B una
función continua. Para cada e ∈ E y cada b ≤ p(e), la única flecha en B de b a p(e) tiene
un levantado cartesiano a e si y sólo si existe e′ ∈ p−1(b) tal que e′ = max(Ue ∩ p−1(Ub)),
en cuyo caso, la flecha e′ → e es el único levantado cartesiano de b→ p(e) a e.

En particular, p es fibración de Grothendieck si y sólo si para todo e ∈ E y todo
b ≤ p(e), el conjunto Ue ∩ p−1(Ub) tiene máximo y dicho máximo pertenece a p−1(b).

Demostración. El levantado cartesiano de una flecha a un objeto dado, si existe, es único
salvo composición con un único isomorfismo. Dado que en un poset no existen isomorfismos
no triviales, es inmediato que el levantado cartesiano de una flecha b→ p(e) para e ∈ E y
b ≤ p(e), si existe, es único.

Sea e ∈ E y sea b ≤ p(e). Supongamos que existe e′ tal que la única flecha e′ → e es
un levantado cartesiano de b→ p(e). Es claro que e′ ∈ p−1(b) y que e′ ∈ Ue ∩ p−1(Ub).

Sea ahora e′′ ∈ Ue ∩ p−1(Ub). Dado que la flecha e′ → e es cartesiana, debe existir una
flecha e′′ → e′. Se sigue que e′′ ≤ e′. Luego e′ = maxUe ∩ p−1(Ub).

Supongamos ahora que Ue ∩ p−1(Ub) tiene máximo e′ ∈ p−1(b). Es claro que la flecha
e′ → e es un levantado de b → p(e) a e. Por otro lado, para toda flecha e′′ → e tal que
p(e′′) ≤ b, se tiene que e′′ ∈ p−1(Ub) de donde se sigue que e′′ ≤ e′, esto es, existe una única
flecha e′′ → e′ y se cumple además que la composición e′′ → e′ → e es igual a e′′ → e. Es
claro entonces que e′ → e es cartesiana.

El resultado se sigue.

Observación 5.5.2. Se sigue de 5.5.1 que una función continua p : E → B entre espacios
de Alexandroff T0 es opfibración de Grothendieck si y sólo si para todo e ∈ E y todo
b ≥ p(e), el conjunto Fe ∩ p−1(Fb) tiene mı́nimo y dicho mı́nimo pertenece a p−1(b).
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Se observa en [37] que si una categoŕıa E no tiene isomorfismos no triviales, el único
clivaje posible para una fibración de Grothendieck p : E → B es cerrado (esto también
se menciona, por ejemplo, en la sección B1.3 de [43]). En particular, p es una fibración
escindida. Probaremos el caso particular de este hecho relevante en nuestro contexto, esto
es, en el caso en que p es una fibración de Grothendieck entre posets.

Lema 5.5.3. Sean E y B espacios topológicos de Alexandroff T0 y sea p : E → B una
fibración (resp. opfibración) de Grothendieck. Entonces existe un único clivaje (resp.
opclivaje) para p y dicho clivaje es cerrado.

Demostración. Supongamos que p es una fibración de Grothendieck.
Por el lema anterior, si e ∈ E y b ≤ p(e) entonces existe un único levantado cartesiano

e′ → e de b → p(e) a e que es la única flecha de e′ a e, donde e′ = max(Ue ∩ p−1(Ub))
y e′ ∈ p−1(b). Se sigue que existe un único clivaje para p. Veamos que este clivaje es
cerrado.

Es claro que el levantado cartesiano de Idp(e) a e es Ide, para todo e ∈ E.
Supongamos que b′ ≤ b ≤ p(e). Queremos probar que el levantado cartesiano de

b′ → p(e) a e coincide con la composición e′′ → e′ → e donde e′ → e es el levantado
cartesiano de b → p(e) a e y e′′ → e′ es el levantado cartesiano de b′ → b a e′. En otras
palabras, queremos probar que

max(Ue ∩ p−1(Ub′)) = max(Ue′ ∩ p−1(Ub′))

donde e′ = max(Ue ∩ p−1(Ub)).
Ahora bien, dado que e′ ≤ e se sigue que Ue′ ⊆ Ue, de donde obtenemos que Ue′ ∩

p−1(Ub′) ⊆ Ue ∩ p−1(Ub′) y por lo tanto, que

max(Ue ∩ p−1(Ub′)) ≥ max(Ue′ ∩ p−1(Ub′)).

Por otro lado, como b′ ≤ b, entonces Ub′ ⊆ Ub de donde obtenemos que p−1(Ub′) ⊆
p−1(Ub). Aśı,

max(Ue ∩ p−1(Ub′)) ≤ max(Ue ∩ p−1(Ub)) = e′.

Por lo tanto, tenemos que

max(Ue ∩ p−1(Ub′)) ∈ Ue′ ∩ p−1(Ub′).

Luego, es claro que

max(Ue ∩ p−1(Ub′)) ≤ max(Ue′ ∩ p−1(Ub′)).

El resultado se sigue.
El caso en que p es opfibración de Grothendieck se sigue aplicando el caso anterior a

pop.

Hemos probado en la subsección 1.1.4 que las fibraciones de Grothendieck escindidas
son aquellos funtores que se realizan como construcciones de Grothendieck sobre funtores
contravariantes a Cat (Teorema 1.3.5, B1.3 de [43], ver también [36]). Del mismo modo,
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las opfibraciones de Grothendieck escindidas son aquellos funtores que se realizan como
construcciones de Grothendieck sobre funtores covariantes a Cat.

Ahora bien, es claro que si p : E → B es una opfibración de Grothendieck entre posets,
entonces las fibras de p son posets y por lo tanto p se realiza como la construcción de
Grothendieck sobre un funtor covariante a Pos, o equivalentemente, como la construcción
de Grothendieck topológica que hemos definido en la sección 4.2, sobre un funtor covariante
a Top. Rećıprocamente, si p se realiza como la proyección asociada a la construcción
de Grothendieck topológica sobre un funtor de un poset B en Top que mapea todo
elemento de B a un espacio de Alexandroff T0, entonces coincide con la construcción
de Grothendieck clásica sobre un funtor a Cat y por lo tanto resulta opfibración de
Grothendieck. Aśı, las opfibraciones de Grothendieck sobre B entre posets son aquellos
funtores que se realizan, de manera canónica, como proyecciones asociadas a construcciones
de Grothendieck topológicas de funtores de B en Pos. Del mismo modo, las fibraciones de
Grothendieck sobre B entre posets son aquellos funtores que se realizan como proyecciones
asociadas a construcciones de Grothendieck topológicas de funtores de Bop en Pos.

Teorema 5.5.4. Sean E y B espacios de Alexandroff T0 y sea p : E → B una función
continua.

(1) La función p es fibración de Grothendieck si y sólo si existe un funtor α : Bop → Top
tal que παBop

∼= pop. En ese caso, el funtor α puede definirse canónicamente por

α(b) = (pop)−1(b) = p−1(b)op

para todo b ∈ B y por

α(b′ ≥ b)(e) = max(Ue ∩ p−1(b))

para todo e ∈ p−1(b′), para cualesquiera b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′.

(2) p es opfibración de Grothendieck si y sólo si existe un funtor β : B → Top tal que

πβB
∼= p. En ese caso, el funtor β puede definirse canónicamente por

β(b) = p−1(b)

para todo b ∈ B y por

β(b ≤ b′)(e) = min(Fe ∩ p−1(b′))

para e ∈ p−1(b), para cualesquiera b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′.

Demostración. La proposición (2) se sigue de la versión para funtores covariantes del
teorema 1.1.26 utilizando el único opclivaje para p que se obtiene de la observación 5.5.2
y que resulta cerrado por 5.5.3.

La proposición (1) se deduce fácilmente como sigue. Si p es fibración de Grothendieck
entonces pop es opfibración de Grothendieck y luego, por (2), existe un funtor α : Bop →
Top tal que παBop

∼= pop. Rećıprocamente, si existe un funtor α tal que παBop
∼= pop, dado

que παBop es opfibración de Grothendieck, tenemos que pop también lo es. Es claro entonces
que p es fibración de Grothendieck.
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En el siguiente lema, expondremos algunas propiedades de los funtores α y β construi-
dos en el teorema 5.5.4.

Lema 5.5.5. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una bifibración
de Grothendieck. Sean α y β los funtores definidos en el teorema 5.5.4 y sean b, b′ ∈ B
tales que b ≤ b′. Entonces

(1) α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′) ≥ Idp−1(b).

(2) β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′) = β(b ≤ b′).

(3) β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b) ≤ Idp−1(b′).

(4) α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b) = α(b′ ≥ b).

Demostración. Veamos (1). Sea e ∈ p−1(b). Entonces e ≤ β(b ≤ b′)(e) y por lo tanto,
e ∈ Uβ(b≤b′)(e) ∩ p−1(b) de donde es claro que α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′)(e) ≥ e.

De manera análoga se demuestra (3).
Finalmente, por (1) se tiene que

α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b) ≥ α(b′ ≥ b)

y que
β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′) ≥ β(b ≤ b′),

mientras que por (3) se tiene que

β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′) ≤ β(b ≤ b′)

y que
α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b) ≤ α(b′ ≥ b).

Las proposiciones (2) y (4) se siguen.

Observación 5.5.6. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una
bifibración de Grothendieck y sean α y β los funtores definidos en el teorema 5.5.4. Sean
b, b′ ∈ B tales que b ≤ b′. Del lema 5.5.5 obtenemos claramente que α(b′ ≥ b) y β(b ≤ b′)
son equivalencias homotópicas. Más aún, se sigue del lema 5.5.5 y del teorema 3.2.6, que
α(b′ ≥ b)β(b ≤ b′)(p−1(b)) es un ubp–retracto de p−1(b) que es homeomorfo al espacio
β(b ≤ b′)α(b′ ≥ b)(p−1(b′)), que es a su vez, un dbp–retracto de p−1(b′).

Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo, no es cierto en general que el ubp–
retracto mı́nimo de p−1(b) sea homeomorfo a un dbp–retracto de p−1(b′) ni que el dbp–
retracto mı́nimo de p−1(b′) sea homeomorfo a un ubp–retracto de p−1(b).

En particular, no es cierto en general que el ubp–retracto mı́nimo de p−1(b) sea
homeomorfo al dbp–retracto mı́nimo de p−1(b′).

Ejemplo 5.5.7. Sea πS : B × S → S la proyección canónica, representada en la figura
5.1, donde B = {a, b, c, d} con el orden generado por a < b, c < b y c < d y S es el espacio
de Sierpinski.

Es fácil ver que πS es una bifibración de Grothendieck, que el ubp–retracto mı́nimo de
π−1
S (0) no es homeomorfo a ningún dbp–retracto de π−1

S (1) y que el dbp–retracto mı́nimo
de π−1

S (1) no es homeomorfo a ningún ubp–retracto de π−1
S (0).
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•(d, 0)

•
(c, 0)

•
(b, 0)

•
(a, 0)

•
(d, 1)

•
(c, 1)

•
(b, 1)

• (a, 1)

πS

•
0

•
1

Figura 5.1: Función πS .

De la observación anterior, se deduce inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 5.5.8. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea p : E → B
una bifibración de Grothendieck. Entonces las fibras de p son homotópicamente equivalen-
tes.

Teorema 5.5.9. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea p : E → B
una bifibración de Grothendieck con fibras minimales. Entonces p es un fibrado.

Demostración. Consideremos los funtores α y β definidos en el teorema 5.5.4. Como las
fibras de p son minimales, por el teorema 1.2.30 y el lema 5.5.5, las funciones α(b′ ≥ b)
y β(b ≤ b′) son homeomorfismos mutuamente inversos para cualesquiera b, b′ ∈ B tales

que b ≤ b′. En particular, el funtor β invierte morfismos. Se sigue de 4.3.1 que πβB es un

fibrado. Por 5.5.4, tenemos que p ∼= πβB de donde es claro que p también es un fibrado.

No es cierto, sin embargo, que una bifibración de Grothendieck minimal entre espacios
topológicos finitos T0 sea un fibrado, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5.10. Sean

B = {a, b, c, d} y E = B × {0, 1, 2}

los espacios topológicos finitos con las topoloǵıas correspondientes a los diagramas de
Hasse representados en la figura 5.2 y sea p : E → B la proyección.

Una verificación exhaustiva permite ver que p es una bifibración de Grothendieck
minimal. Puesto que las fibras de p no son homeomorfas, es claro que p no es un fibrado.

Observemos que, por 5.3.12, p no puede obtenerse a partir de un fibrado entre espacios
topológicos finitos T0 eliminando beat points de dicho fibrado de forma sucesiva.
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•
(a, 0)

•
(a, 1)

•(a, 2)

•
(b, 0)

•
(b, 1)

• (b, 2)

•(c, 0)

•
(c, 1)

•
(c, 2)

• (d, 0)

•
(d, 1)

•
(d, 2)

p

•
a

•
c

•
b

•
d

Figura 5.2: Función p.

Lema 5.5.11. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una bifibración
de Grothendieck. Supongamos además que B tiene máximo b0 y que h(B) = 1 (en otras
palabras, que B es homeomorfo al cono no Hausdorff de un espacio topológico finito
discreto). Entonces p es retracto de la proyección canónica πB : E ×B → B.

Demostración. La idea de la demostración es la siguiente. Primero observamos que la fibra
p−1(b0) es ubp–retracto de E y por lo tanto, podemos retraer E×B a E×Ûb0∪p−1(b0)×{b0}
quitando sucesivamente up beat points de la proyección a B. A continuación, podemos
retraer cada subespacio E × {b} con b < b0 a p−1(Fb) × {b}, nuevamente quitando up
beat points. Estos dos pasos se pueden realizar simultáneamente, obteniendo aśı un ubp–
retracto de πB. Finalmente, podemos retraer cada subespacio p−1(Fb)× {b} con b < b0 a
p−1(b) × {b} quitando down beat points. El espacio obtenido es homeomorfo sobre B a
E, de donde se obtiene que p es retracto de πB. A continuación, enunciamos formalmente
y probamos estos hechos.

Sea X =
⋃
b∈B

p−1(Fb)× {b}, sea iX : X → E ×B la inclusión y sea rX : E ×B → X la

función definida por

rX(e, b) =

{
(e, b) si p(e) = b,
(min(Fe ∩ p−1(b0)), b) si p(e) 6= b,

para (e, b) ∈ E ×B.
Es fácil ver que rX está bien definida, que πBiXrX = πB, que rXiX = IdX y que

iXrX ≥ IdE×B. Luego, si probamos la continuidad de rX , se seguirá de la versión dual
para ubp–retractos del teorema 5.3.9 que πBiX es un ubp–retracto de πB.

Dado que iX es subespacio, basta probar que iXrX es continua. Y dado que πBiXrX =
πB, es suficiente probar que φ = πEiXrX es continua, donde πE : E × B → E es la
proyección canónica.

Notemos que φ ≥ πE . Sea U =
⋃

b∈mnlB

(p−1(b) × {b}). Es evidente que U es abierto

en E × B y que φ coincide con πE sobre U . Por otro lado, la restricción de φ a U c es la
función φ| definida por

φ|(e, b) = min(Fe ∩ p−1(b0))
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para todo (e, b) ∈ U c. Es fácil probar entonces que φ| resulta continua. De 5.2.3, se
sigue que φ es continua como queŕıamos. Aśı, X es ubp–retracto de E × B y πBiX es
ubp–retracto de πB.

Sea ahora i : E → X la función definida por i(e) = (e, p(e)) y sea ρ : X → E la función
definida por ρ(e, b) = max(Ue ∩ p−1(b)) para todo (e, b) ∈ X. Es claro que i es continua,
y puesto que πEiXi = IdE , se sigue además que i es subespacio.

Veamos que ρ es continua. Sean (e, b), (e′, b′) ∈ X tales que (e, b) ≤ (e′, b′). Entonces
Ue ⊆ Ue′ y Ub ⊆ Ub′ . Se sigue que

ρ(e, b) = max(Ue ∩ p−1(b)) = max(Ue ∩ p−1(Ub)) ≤
≤ max(Ue′ ∩ p−1(Ub′)) = max(Ue′ ∩ p−1(b′)) = ρ(e′, b′)

donde las igualdades segunda y penúltima valen por el lema 5.5.1. Aśı, ρ es continua.
Por otro lado, es fácil ver que πBiXi = p, que pρ = πBiX , que ρi = IdE y que iρ ≤ IdX .
Se sigue que E es dbp–retracto de X y que p = πBiXi es dbp–retracto de πBiX . En
particular, p es retracto de πB como queŕıamos probar.

Para establecer una relación entre fibraciones de Hurewicz entre espacios topológicos
finitos T0 y fibraciones de Grothendieck, necesitamos antes estudiar la regularidad de
funciones de levantamiento de caminos asociadas a las primeras y su relación con la
existencia de beat points.

Teorema 5.5.12. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración. Entonces:

(1) Si p es minimal, toda función levantadora de caminos para p es regular.

(2) Si p no tiene down beat points, existe una función levantadora de caminos regular
para p.

Demostración. Para t ∈ I, consideramos la inclusión it : E → E × I de E en E × I dada
por e 7→ (e, t). Sea además πE : E × I → E la proyección canónica.

Veamos (1). Supongamos que p es minimal y que Λ: E ×p BI → EI es una función
levantadora de caminos para p. Tenemos que pπEi0 = p = pIdE y por lo tanto, podemos
utilizar Λ para levantar pπE a partir de IdE , obteniendo H̃ : E×I → E tal que H̃i0 = IdE
y pH̃ = pπE . De la demostración de 1.3.23 se sigue que H̃ es igual a (Λφ)[, la función
inducida por Λφ por la ley exponencial, donde φ : E → E ×p BI es la función inducida en

el pullback por IdE y (pπE)]. Expĺıcitamente, H̃(e, t) = Λ(e, Cp(e))(t) para todos e ∈ E y

t ∈ I. Luego, basta probar que H̃(e, t) = e para cualesquiera e ∈ E y t ∈ I.
Notemos que, en particular, pH̃it = pπEit = p para todo t ∈ I. Luego, H̃ es una

homotoṕıa sobre B. Por lo tanto, H̃it es homotópica a Idp sobre B para todo t ∈ I. Como

p es minimal, se sigue de 5.3.7 que H̃it = Idp. Luego H̃(e, t) = e para todo e ∈ E y todo
t ∈ I como queŕıamos. El resultado se sigue.

Veamos (2). Supongamos ahora que p no tiene down beat points y que Λ: E×pBI →
EI es una función levantadora de caminos para p. Como antes, utilizamos Λ para levantar
pπE a partir de IdE , obteniendo nuevamente una homotoṕıa H̃ : E × I → E tal que
H̃i0 = IdE y pH̃ = pπE .
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Ahora bien, para cada e ∈ E, H̃(e, 0) = e ∈ Ue y por lo tanto existe εe > 0 tal que
{e} × [0, εe] ⊆ H̃−1(Ue). Sea ε = min{εe : e ∈ E} > 0. Es claro que H̃it ≤ IdE para
todo t ∈ [0, ε]. Como p no tiene down beat points, se sigue de la proposición 5.3.6 que
H̃it = IdE para todo t ∈ [0, ε]. En particular, Λ levanta caminos constantes a caminos
que son constantes en el intervalo [0, ε].

Dado γ : I → B, definimos γ̃ : I → B por γ̃(t) = γ(min{1, t/ε}). Notemos que la
asignación t 7→ min{1, t/ε} de I en I es continua. Es fácil probar entonces, utilizando la
ley exponencial, que la función Λ0 : E ×p BI → EI definida por

Λ0(e, γ)(t) = Λ(e, γ̃)(tε)

resulta continua. Un cálculo directo muestra además que Λ0 es una función levantadora
de caminos para p.

Ahora bien, si γ es un camino constante en B y e ∈ p−1(γ(0)), entonces γ̃ es constante
y, por lo tanto, Λ(e, γ̃)(t) = e para todo t ∈ [0, ε]. Se sigue que Λ0(e, γ)(t) = e para todo
t ∈ I. Luego, Λ0 es una función levantadora de caminos regular para p.

Ejemplo 5.5.13. En este ejemplo exhibiremos una fibración de Hurewicz entre espacios
topológicos finitos T0 que no tiene down beat points y que tiene una función levantadora
de caminos no regular. Esto muestra que una fibración sin down beat points puede tener
en general funciones levantadoras de caminos no regulares.

Sea E = {a, b, c} el espacio topológico finito T0 asociado al orden generado por las
relaciones b < a y c < a, sea B = {∗} el espacio topológico con la única topoloǵıa posible,
y sea p : E → B la única función posible. Es claro que p es fibración de Hurewicz y que
no tiene down beat points.

Podemos definir una función Λ: E ×p BI → EI por

Λ(e, γ)(t) =

{
e si t < 1,
a si t = 1,

para todo e ∈ E y todo t ∈ I, donde γ es el único camino posible en B. Es fácil verificar
que Λ es una función levantadora de caminos no regular para p.

En la subsección 5.6.1 mostraremos una fibración de Hurewicz que no tiene up beat
points y que no tiene funciones levantadoras de caminos regulares.

Recordemos que si γ es un camino en un espacio topológico X y t ∈ I, la función γ[0,t]

es el camino en X definido por γ[0,t](s) = γ(st) para todo s ∈ I (definición 4.5.1).

Definición 5.5.14. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una fibración. Sea
Λ una función levantadora de caminos regular para p. Decimos que Λ es una función
levantadora de caminos regular normalizada si Λ(e, γ)[0,t] = Λ(e, γ[0,t]) para todo t ∈ I y

para todo (e, γ) ∈ E ×p BI .

Advertimos al lector que la definición anterior no es estándar.

Lema 5.5.15. Sean E y B espacios topológicos y sea p : E → B una fibración con función
levantadora de caminos regular Λ. Entonces existe una función levantadora de caminos
regular normalizada N(Λ) para p.
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Demostración. Definimos N(Λ): E ×p BI → EI por

N(Λ)(e, γ)(t) = Λ(e, γ[0,t])(1)

para todo t ∈ I, para todo (e, γ) ∈ E ×p BI .

La asignación (γ, t, s) 7→ γ(st) de BI × I × I en B es claramente continua, pues se
factoriza como

BI × I × I
Id
BI
×µ

−−−−−→ BI × I ev−→ B

donde µ : I × I → I es la función multiplicación. Por la ley exponencial, también lo es la
asignación (γ, t) 7→ γ[0,t] de BI × I en BI .

No es dif́ıcil ver que esta función induce una función continua

(E ×p BI)× I → E ×p BI

que mapea toda terna (e, γ, t) ∈ (E ×p BI) × I en el par (e, γ[0,t]). Componiendo esta
función con

E ×p BI Λ−→ EI
ev1−−→ E,

vemos que N(Λ)[ es continua. Se sigue que N(Λ) también lo es.

Dado que Λ es regular y γ[0,0] = Cγ(0) para todo γ ∈ BI ,

N(Λ)(e, γ)(0) = Λ(e, γ[0,0])(1) = Λ(e, Cγ(0))(1) = Ce(1) = e

para todo (e, γ) ∈ E ×p BI . Por otro lado,

pN(Λ)(e, γ)(t) = pΛ(e, γ[0,t])(1) = γ[0,t](1) = γ(t)

para todos (e, γ) ∈ E ×p BI y t ∈ I. Se sigue que N(Λ) es una función levantadora de
caminos para p.

Ahora bien, dado que para cualesquiera γ ∈ BI y s, t ∈ I se tiene que
(
γ[0,t]

)
[0,s]

=
γ[0,st], entonces

N(Λ)(e, γ)[0,t](s) = N(Λ)(e, γ)(st) = Λ(e, γ[0,st])(1) =

= Λ
(
e,
(
γ[0,t]

)
[0,s]

)
(1) = N(Λ)(e, γ[0,t])(s)

para cualesquiera (e, γ) ∈ E ×p BI y s, t ∈ I. Se sigue que N(Λ)(e, γ)[0,t] = N(Λ)(e, γ[0,t])

para todo t ∈ I y para todo (e, γ) ∈ E ×p BI como queŕıamos.

Observación 5.5.16. En las condiciones del lema anterior, podemos considerar la asignación
Λ 7→ N(Λ) como un operador en el conjunto de funciones levantadoras de caminos regulares
de p. En ese caso, es fácil verificar que N2 = N .

Definición 5.5.17. Sea B un espacio topológico finito T0 y sea γ un camino en B.
Decimos que γ es un camino de tipo D si es constante en el intervalo (0, 1] y decimos que
γ es un camino de tipo U si es constante en el intervalo [0, 1).
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En términos informales, los caminos tipo D “bajan” en tiempo t = 0 y permanecen
constantes en el intervalo (0, 1], mientras que los caminos tipo U permanecen constantes
en el intervalo [0, 1) y “suben” en tiempo t = 1. En la siguiente observación, hacemos
precisas estas afirmaciones.

Observación 5.5.18. Sea B un espacio topológico finito T0 y sea γ un camino en B. Es
fácil ver que

(1) si γ es de tipo D, entonces γ(0) ≥ γ(t) = γ(1) para todo t ∈ (0, 1], y

(2) si γ es de tipo U , entonces γ(0) = γ(t) ≤ γ(1) para todo t ∈ [0, 1).

Equivalentemente, γ es de tipo D si γ(0) ≥ γ(1) y γ = η(γ(0) ≥ γ(1)) (cf. definición
1.2.16) y γ es de tipo U si γ(0) ≤ γ(1) y γ = η(γ(0) ≤ γ(1)).

Lema 5.5.19. Sean E y B espacios topológicos finitos T0, sea p : E → B una fibración y
sea Λ una función levantadora de caminos regular normalizada para p. Sea γ un camino
en B y sea e ∈ p−1(γ(0)).

(1) Si γ es de tipo D, entonces Λ(e, γ) es de tipo D.

(2) Si γ es de tipo U , entonces Λ(e, γ) es de tipo U .

Demostración. Supongamos que γ es de tipo D. Entonces γ = γ[0,t] para todo t ∈ (0, 1] y
por lo tanto

Λ(e, γ)(t) = Λ(e, γ)[0,t](1) = Λ(e, γ[0,t])(1) = Λ(e, γ)(1)

para todo t ∈ (0, 1]. Luego, Λ(e, γ) es de tipo D.

Supongamos ahora que γ es de tipo U . Entonces γ[0,t] = Cγ(0) para todo t ∈ [0, 1). Se
sigue que

Λ(e, γ)(t) = Λ(e, γ)[0,t](1) = Λ(e, γ[0,t])(1) = Λ(e, Cγ(0))(1) = Ce(1) = e

para todo t ∈ [0, 1). Luego, Λ(e, γ) es de tipo U .

A continuación, exponemos el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.5.20. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración de Hurewicz para la cual existe una función levantadora de caminos regular.
Entonces p es una bifibración de Grothendieck.

Demostración. Debemos probar que:

(1) para todo e ∈ E y para todo b ≤ p(e), el conjunto Ue ∩ p−1(Ub) tiene un máximo
que pertenece a p−1(b), y

(2) para todo e ∈ E y para todo b ≥ p(e), el conjunto Fe ∩ p−1(Fb) tiene un mı́nimo que
pertenece a p−1(b).
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Por 5.5.15, podemos considerar una función levantadora de caminos regular normalizada
Λ para p.

Veamos (1). Sea e ∈ E y sea b ≤ p(e). Notemos que si p(e) = b el resultado se sigue
trivialmente pues en ese caso e ∈ p−1(b) y e = max(Ue ∩ p−1(Ub)). Podemos suponer,
entonces, que b < p(e).

Sea X = {e} ∪ (Ue ∩ p−1(Ub)) y sea i : X → E la inclusión. Sea además f : X → B la
función definida por

f(x) =

{
p(x) si x 6= e,
b si x = e.

Es fácil ver que f es continua y que f ≤ pi en BX . El camino η(pi ≥ f) induce una
homotoṕıa H : X × I → B de pi a f (cf. definición 1.2.16). Dado que Hi0 = pi, podemos
utilizar Λ para obtener un levantado H̃ de H por p desde i que es la función H̃ = (Λφ)[

inducida por Λφ por la ley exponencial, donde φ : X → E ×pBI es la función inducida en
el pullback por i y H] : X → BI .

Notemos que, para todo x ∈ Ue∩p−1(Ub), el camino Hix es el camino constante Cp(x).

Por la regularidad de Λ obtenemos que H̃ix es el camino constante Cx. Por otro lado, el
camino Hie es el camino η(p(e) ≥ b) de tipo D. Se sigue de 5.5.19 que H̃ie es el camino
η(e ≥ e′) de tipo D, donde e′ = H̃(e, 1).

Es fácil ver que e′ ∈ p−1(b). En efecto,

p(e′) = pH̃(e, 1) = H(e, 1) = f(e) = b.

Veamos que e′ = max(Ue ∩ p−1(Ub)). Sea entonces x ∈ Ue ∩ p−1(Ub). Por la continuidad
de H̃i1 y dado que x ≤ e, tenemos que

x = Cx(1) = H̃ix(1) = H̃i1(x) ≤ H̃i1(e) = e′.

El resultado se sigue.
Demostraremos ahora la afirmación (2). Sean e ∈ E y b > p(e). Sea ahora X =

{e}∪ (Fe∩p−1(Fb)) y consideremos la inclusión i : X → E y la función f : X → B definida
por

f(x) =

{
p(x) si x 6= e,
b si x = e.

Como antes, la continuidad de f es fácil de probar. Si bien la función f que hemos
definido en este caso es formalmente idéntica a la que hab́ıamos definido en el caso anterior,
tenemos ahora que f ≥ pi.

Ahora bien, el camino η(pi ≤ f) en BX induce una homotoṕıa H : X × I → B de pi a
f y podemos utilizar Λ para obtener un levantado H̃ de H por p desde pi.

Notemos que, como antes, el camino H̃ix es el camino constante Cx para todo x ∈
Fe ∩ p−1(Fb).

El camino Hie, en cambio, es el camino η(p(e) ≤ b) de tipo U y por lo tanto, se sigue
de 5.5.19 que H̃ie es el camino η(e ≤ e′) de tipo U , donde e′ = H̃(e, 1).

Como antes, se tiene que e′ ∈ p−1(b). La prueba de que e′ = min(Fe ∩ p−1(Fb)) es
similar a la que presentamos para el caso anterior.

De los resultados expuestos en esta sección, se deduce fácilmente el siguiente teorema.

180
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Teorema 5.5.21. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración de Hurewicz sin down beat points. Entonces:

(1) p tiene una función levantadora de caminos regular normalizada.

(2) p es una bifibración de Grothendieck.

Demostración. Como p no tiene down beat points, se deduce de 5.5.12 y de 5.5.15 que
existe una función levantadora de caminos regular normalizada para p.

La proposición (2) se sigue de (1) y de 5.5.20.

El siguiente resultado es inmediato.

Corolario 5.5.22. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
fibración de Hurewicz. Entonces, el dbp–retracto mı́nimo de p es bifibración de Grothen-
dieck.

Como corolario de los resultados anteriores, obtenemos una demostración combinatoria
del teorema 1.3.24 para la fibraciones de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0.

Corolario 5.5.23. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 con B conexo y sea p : E →
B una fibración de Hurewicz. Entonces las fibras de p son homotópicamente equivalentes.

Demostración. Sea p0 el dbp–retracto mı́nimo de p. Entonces p0 es fibración de Hurewicz
sin down beat points. Se sigue del teorema 5.5.21 que p0 es bifibración de Grothendieck.
Dado que B es conexo, se sigue del teorema 5.5.8 que las fibras de p0 son homotópicamente
equivalentes. Pero para cada b ∈ B, la fibra p−1

0 (b) es un dbp–retracto de la fibra p−1(b)
puesto que se obtiene de esta eliminando sucesivamente down beat points de p. El resultado
se sigue.

Lema 5.5.24. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una función
continua sin down beat points. Supongamos además que B tiene máximo y que h(B) = 1.
Entonces, son equivalentes:

(1) p es fibración de Hurewicz.

(2) p es una bifibración de Grothendieck.

(3) p es retracto de la proyección canónica πB : E ×B → B.

Demostración. La proposición (1) ⇒ (2) se sigue de 5.5.21. Por el lema 5.5.11 se sigue
que (2)⇒ (3). La implicación (3)⇒ (1) es clara. Aśı, (1), (2) y (3) son equivalentes.

Se sigue del lema anterior y del corolario 5.4.3 que si E es un espacio topológico
finito T0, S es el espacio de Sierpinski y p : E → S es una función continua, entonces
p es fibración de Hurewicz si y sólo si el dbp–retracto mı́nimo de p es bifibración de
Grothendieck. El teorema siguiente, permite extender este resultado a otros codominios
con elemento mı́nimo.
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Teorema 5.5.25. Sean E y B espacios topológicos finitos T0 y sea p : E → B una
función continua. Supongamos además que B tiene mı́nimo b0. Entonces p es fibración
de Hurewicz si y sólo si el dbp–retracto mı́nimo de p es una bifibración de Grothendieck.

Demostración. Por los corolarios 5.5.22 y 5.4.3, basta probar que si p es una bifibración de
Grothendieck, entonces es una fibración de Hurewicz. Supongamos entonces que p es una
bifibración de Grothendieck. Consideremos los funtores α y β construidos en el teorema
5.5.4. Definimos la función s : E → EB por

s(e)(b) = β(b0 ≤ b)α(p(e) ≥ b0)(e)

para cada b ∈ B y para cada e ∈ E.
Veamos que s está bien definida. Si b, b′ ∈ B son tales que b ≤ b′, entonces Fb′ ⊆ Fb

de donde es claro que β(b0 ≤ b)(e0) ≤ β(b0 ≤ b′)(e0) para todo e0 ∈ p−1(b0) por la
observación 5.5.2. Dado e ∈ E y tomando e0 = α(p(e) ≥ b0)(e) en la desigualdad anterior,
se sigue que s(e)(b) ≤ s(e)(b′). Aśı, s(e) es continua para todo e ∈ E. Se sigue que s está
bien definida como queŕıamos.

Veamos que s es continua. Sean e, e′ ∈ E tales que e ≤ e′. Entonces Ue ⊆ Ue′ de donde
se sigue fácilmente que

α(p(e) ≥ b0)(e) = max(Ue ∩ p−1(b0)) ≤ max(Ue′ ∩ p−1(b0)) = α(p(e′) ≥ b0)(e′).

Ahora bien, si b ∈ B, de la continuidad de β(b0 ≤ b) se sigue que

s(e)(b) = β(b0 ≤ b)α(p(e) ≥ b0)(e) ≤ β(b0 ≤ b)α(p(e′) ≥ b0)(e′) = s(e′)(b).

Luego, s(e) ≤ s(e′).
Observemos que las funciones s : E → EB y ev: BI × I → B inducen una función

continua
(E ×p BI)× I → EB ×B

que mapea a todo elemento (e, γ, t) de (E×pBI)×I en el elemento (s(e), γ(t)) de EB×B.
Componiendo esta función con la evaluación ev: EB × B → B obtenemos una función
continua φ : (E ×p BI) × I → E definida por φ(e, γ, t) = s(e)(γ(t)) para todo (e, γ) ∈
E ×p BI y todo t ∈ I.

Definimos ahora λ : (E ×p BI)× I → E por

λ(e, γ, t) =

{
e si t = 0,
s(e)(γ(t)) si t > 0.

Es claro que λ(e, γ, t) = φ(e, γ, t) para todo (e, γ, t) en el abierto (E ×p BI) × (0, 1].
Por otro lado, si (e, γ) ∈ E ×p BI , tenemos que

φ(e, γ, 0) = s(e)(γ(0)) = β(b0 ≤ γ(0))α(p(e) ≥ b0)(e) =

= β(b0 ≤ γ(0))α(γ(0) ≥ b0)(e) ≤ e = λ(e, γ, 0)

donde la desigualdad vale por (3) de 5.5.5. Aśı, λ ≥ φ.
Es claro que la restricción de λ al cerrado E×pBI×{0} es continua pues es la proyección

a E. Por 5.2.3, se sigue que λ es continua. Por otro lado, tenemos que λ(e, γ, 0) = e para
todo (e, γ) ∈ E ×p BI y, dado que s(e) es una sección de p para todo e ∈ E, se sigue que
pλ(e, γ, t) = γ(t) para todo (e, γ) ∈ E ×p BI y todo t ∈ I. Luego, λ] : E ×p BI → EI es
una función levantadora de caminos para p. Por lo tanto, p es fibración de Hurewicz.
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5.6 Ejemplos

En esta sección mostraremos ejemplos que ilustran los resultados obtenidos en las secciones
anteriores.

Para cada función que sigue, representaremos su dominio y codominio mediante el
diagrama de Hasse del poset correspondiente. Nombraremos los puntos del codominio
mediante una letra, y para cada punto x del codominio, los puntos de su preimagen serán
denotados agregando a x un sub́ındice numérico.

5.6.1 Fibración de Hurewicz que no es cerrada

En este ejemplo exhibimos una fibración de Hurewicz p1 entre espacios topológicos finitos
T0 que no es cerrada y obtenemos a partir de este hecho que no es cierto en general que
la función opuesta a una fibración de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0 sea
también fibración.

Sea p1 : E1 → B1 la función representada en la figura 5.3. Notemos que al eliminar

•
b0

•
a0

•
a1

p1

•
a

•
b

Figura 5.3: Función p1.

el down beat point a1 de p1 se obtiene un homeomorfismo, y en particular, una fibración
de Hurewicz. Del teorema 5.4.2, se sigue que p1 es fibración de Hurewicz. Notemos
además que, dado que p1({a1}) = {a}, entonces p1 no es cerrada. Luego, las fibraciones
de Hurewicz entre espacios topológicos finitos T0 no son necesariamente cerradas.

Observemos que aunque el espacio E1 no tiene up beat points, el espacio B1 śı los
tiene. Esto muestra que el corolario 5.4.11 no vale si cambiamos down beat points por up
beat points.

Como p1 no es cerrada, entonces pop
1 no es abierta y, por 5.4.7, se deduce que pop

1 no
es fibración.

•
b0

•
a0

•
a1

pop1

•
a

•
b

Figura 5.4: Función pop
1 .
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5 Fibraciones entre espacios finitos

Notemos que al eliminar el up beat point a1 de pop
1 se obtiene un homeomorfismo. Esto

muestra que en el teorema 5.4.2 es esencial que el beat point que se elimina sea un down
beat point de la función considerada.

Más aún, p1 no tiene up beat points, y como p1 no es bifibración de Grothendieck, se
sigue del teorema 5.5.20 que p1 no tiene funciones levantadoras de caminos regulares. Esto
muestra que la proposición (2) del teorema 5.5.12 no vale cambiando down beat points
por up beat points.

5.6.2 Fibración de Serre que no es fibración de Hurewicz

En este ejemplo mostramos que existen funciones entre espacios topológicos finitos T0 que
tienen la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de espacios compactos, de
espacios métricos y de CW–complejos y sin embargo no son fibraciones de Hurewicz.

Sea p2 : E2 → B2 la función definida en la figura 5.5.

•
b0

•
a0

•
a1

•
a2

p2

•
a

•
b

Figura 5.5: Función p2.

Notemos que p2 no tiene down beat points. Como p2({a1}) = {a}, entonces p2 no
es cerrada y se sigue de 5.4.16 que p2 no es fibración de Hurewicz. Naturalmente, a la
misma conclusión se puede llegar a partir del teorema 5.4.14, notando que no hay ningún
punto en la fibra de a que sea menor o igual que a2 y cuya clausura interseque a la fibra
de b. Veremos, sin embargo, que p2 tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas
respecto de espacios métricos y respecto de espacios compactos. Esto implica que p2

tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de CW–complejos localmente
finitos y respecto de espacios topológicos finitos.

Lema 5.6.1. Sea X un espacio topológico. Si X es un espacio métrico o compacto,
entonces la función p2 tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de X.

Demostración. Sean f : X → E2 y H : X × I → B2 funciones continuas tales que Hi0 =
p2f .

Supongamos primero que X es un espacio métrico. Notemos que X × I es también un
espacio métrico y, por lo tanto, es un espacio normal.

Dado que f−1(Fa2) es cerrado en X, tenemos que f−1(Fa2) × {0} es un cerrado de
X × I contenido en el abierto H−1(a). Como X × I es normal, existe un abierto V de
X × I tal que

f−1(Fa2)× {0} ⊆ V ⊆ V ⊆ H−1(a).

Notemos que
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1. El conjunto H−1(b) es cerrado en X × I.

2. El conjunto (f−1(a2)× I) ∩ V es abierto en X × I.

3. El conjunto (f−1(Fa2)× I) ∩ V − (f−1(a2)× I) ∩ V es cerrado en X × I.

4. El conjunto H−1(a)− (f−1(Fa2)× I) ∩ V es abierto en X × I.

Más aún, estos cuatro conjuntos son disjuntos dos a dos y cubren X × I.

Definimos entonces la función H̃ : X × I → E2 por

H̃(x, t) =


b0 si (x, t) ∈ H−1(b),

a0 si (x, t) ∈ H−1(a)− (f−1(Fa2)× I) ∩ V ,

a1 si (x, t) ∈ (f−1(Fa2)× I) ∩ V − (f−1(a2)× I) ∩ V , y
a2 si (x, t) ∈ (f−1(a2)× I) ∩ V .

Es inmediato que H̃−1(a0) y H̃−1(a2) son abiertos en X × I. Más aún, dado que H̃−1(b0)
es cerrado, se sigue que H̃−1(Ua1) es abierto. Finalmente, tenemos que H̃−1({a1, a2}) =
(f−1(Fa2)× I) ∩ V y, por lo tanto, es cerrado. Se sigue que H̃−1(Ub0) es abierto. Luego,
H̃ es continua.

Es fácil verificar que H̃i0 = f y que p2H̃ = H.

Supongamos ahora que X es compacto. Entonces f−1(Fa2) es compacto. Dado que
f−1(Fa2) × {0} ⊆ H−1(a), por el Lema del Tubo existe ε > 0 tal que f−1(Fa2) × [0, ε] ⊆
H−1(a).

En este caso, definimos la función H̃ : X × I → E2 por

H̃(x, t) =


b0 si (x, t) ∈ H−1(b),
a0 si (x, t) ∈ H−1(a)− f−1(Fa2)× [0, ε],
a1 si (x, t) ∈ f−1(Fa2)× [0, ε]− f−1(a2)× [0, ε), y
a2 si (x, t) ∈ f−1(a2)× [0, ε).

Como en el caso anterior, se verifica fácilmente que H̃ es una función continua y que
H̃i0 = f y que p2H̃ = H.

Del lema anterior, es claro que p2 tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas
respecto de discos Dn y es, por lo tanto, una fibración de Serre. Se sigue que p2 tiene la
propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de CW–complejos.

Corolario 5.6.2. La función p2 es una fibración de Serre que no es fibración de Hurewicz.

5.6.3 Bifibración de Grothendieck que no es retracto de un fibrado

En este ejemplo mostramos una bifibración de Grothendieck entre espacios finitos T0

que no es un retracto de un fibrado del mismo tipo. En particular, no puede obtenerse
eliminando sucesivamente beat points de un fibrado entre espacios finitos T0.

Sea p3 : E3 → B3 la función definida en la siguiente figura.
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•
a0

•
a1

•a2

•
b0

•c0

•c1

• d0

• d1

•
e0

p3

•
a

•
b

•c • d

•
e

Observemos que p3 es bifibración de Grothendieck. En particular, la restricción

p3| : p−1
3 (Ûe)→ Ûe

también lo es.
Veamos que p3 no es retracto de una proyección asociada a un producto de espacios

topológicos finitos T0, lo que mostrará que la hipótesis sobre la altura de la base de p en
el lema 5.5.11 es esencial.

Sean X e Y espacios topológicos finitos T0, sean πX : X × Y → X y πY : X × Y → Y
las proyecciones y supongamos que p3 es retracto de πX .

Tenemos entonces funciones continuas i : E3 → X × Y , r : X × Y → E3, j : B3 → X,
s : X → B3 tales que ri = IdE3 , sj = IdB3 , πXi = jp3 y p3r = sπX , como muestra el
siguiente diagrama conmutativo.

B3 X B3

E3 X × Y E3

j s

i r

p3 πX p3

IdE3

IdB3

Ahora bien, como a ≤ c entonces

j(a) ≤ j(c) = jp3(c0) = πXi(c0),

y como b0 ≤ c0 entonces πY i(b0) ≤ πY i(c0). De esto se sigue que

(j(a), πY i(b0)) ≤ (πXi(c0), πY i(c0)) = i(c0).
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Luego r(j(a), πY i(b0)) ≤ ri(c0) = c0. Del mismo modo se prueba que r(j(a), πY i(b0)) ≤ d0.
Por otro lado,

p3r(j(a), πY i(b0)) = sπX(j(a), πY i(b0)) = sj(a) = a

y por lo tanto, r(j(a), πY i(b0)) ∈ p−1
3 (a).

Pero entonces r(j(a), πY i(b0)) ∈ Uc0 ∩Ud0 ∩ p
−1
3 (a) = ∅. Este absurdo muestra que p3

no es retracto de la proyección de un producto de espacios topológicos finitos T0.
De manera similar se prueba que p3| no es retracto de la proyección de un producto

de espacios topológicos finitos T0, lo que muestra que la hipótesis de que B tenga máximo
en el lema 5.5.11 también es esencial.

Notemos que como B3 tiene máximo, entonces por 4.3.7, los únicos fibrados con base
B3 y fibra T0 son (isomorfos a) proyecciones de productos. Luego, p3 no es un retracto
de un fibrado sobre B3 con espacio total finito T0. En particular, p3 no puede obtenerse
eliminando sucesivamente beat points a un fibrado entre espacios topológicos finitos T0

como queŕıamos mostrar.
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