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FORMULACION Y ENSAMBLAJE DE ELEMENTOS FINITOS JERARQUICOS
PARA EL ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO DE PLACAS CUADRILATERAS
LAMINADAS
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Resumen

En este trabajo se presenta la formulacion y el proceso de ensamblaje de elementos finitos
enriquecidos con polinomios ortogonales de Gram-Schmidt para el estudio de placas. A través del
proceso de ensamblaje es posible realizar el analisis estatico y de vibraciones libres de placas
laminadas de forma geométrica genérica, cuya superficie se subdivide o malla en macroelementos
finitos cuadrilateros. Para considerar distintas formas geométricas se utiliza una aproximacion
isoparamétrica y posteriormente los elementos son ensamblados. Las matrices de masa y de rigidez, y
el vector de fuerzas elementales, son ordenados identificando grados de libertad nodales, de borde y
puramente internos, para llegar a las matrices y vector globales de la estructura. La formulacion
obtenida permite trabajar con cualquier combinacion de condiciones de borde clasicas, apoyos
puntuales, lados simplemente apoyados, empotrados o libres. Asi, se llega a una formulacién general
implementada en un programa computacional de elementos finitos, para determinar frecuencias
naturales, formas modales asociadas y deflexiones estéticas de estructuras tipo placa. Ademas, se
estudia la convergencia y estabilidad de los resultados, lo que permite concluir que esta metodologia
produce soluciones estables y convergentes. La principal ventaja del método desarrollado es que no
requiere densificar el mallado en el dominio de la geometria de la placa para mejorar la aproximacion.
Palabras clave: placas laminadas, elemento finito enriquecido, ensamblaje, andlisis estatico,
vibracion libre
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1. INTRODUCCION

En el presente articulo se presenta el desarrollo un elemento finito jerarquico para placas
laminadas a partir de la extension de una formulacion desarrollada por los autores (Rango et al.
2009). Ademas, se avanza en el proceso de ensamblaje de los elementos formulados y se analiza la
eficiencia del mallado de estructuras de laminadas de diferentes geometrias. Para la formulacion del
elemento mencionado se utilizan funciones de forma clésicas, enriquecidas con la incorporacion de
polinomios ortogonales de Gram-Schmidt. La metodologia de ensamblado se desarrolla y se aplica
al estudio de la vibracion libre y anlisis estatico de placas elésticas y de espesor uniforme. El
programa desarrollado permite trabajar con placas cuadrilateras de cualquier forma geométrica, ya
que incluye el mapeo de espacios. También se pueden determinar las frecuencias naturales, sus
formas modales asociadas y la respuesta estatica debido a cargas perpendiculares al plano medio. El
andlisis incluye un estudio de convergencia variando el nimero de polinomios de Gram-Schmidt,
que permite concluir que la formulacién produce soluciones estables y convergentes.

2. FORMULACION MATEMATICA

En general, el Método de los Elementos Finitos (MEF) puede considerarse como un caso
especial del Método de Rayleigh - Ritz (Zienkiewicz 1980, Ofiate 1992). La principal diferencia
radica en la seleccion de las funciones admisibles usadas en las series que aproximan la solucion.
Normalmente, la estructura se divide en un namero de sub-dominios mas pequefios, llamados
elementos finitos. Asi, la solucion se aproxima por funciones (polinomios) localmente admisibles.

La precision de la solucion puede ser mejorada de dos maneras. La primera, y mas comun,
es refinar la malla de elementos finitos, manteniendo el mismo grado de los elementos usados. Esta
forma es conocida como la version clasica o version-h del MEF. La segunda forma consiste en fijar
un tamafio de malla e incrementar el grado de las funciones polinémicas de aproximacion. Este
enfoque se conoce como version-p del MEF, o Método de los Elementos Finitos Jerarquicos
(Bardell 1995).

Mas recientemente, una version hibrida, llamada version h-p, ha sido desarrollada
mediante la unién de los dos conceptos previos. En esta idea se basa el desarrollo que se presenta en
este articulo. Con este fin, los primeros cuatro modos de desplazamiento cubicos usados en la
version h se mantienen, mientras que los modos de orden mas alto (r >4) se derivan de los

polinomios de Gram-Schmidt.

Fijado un mallado de la estructura, se obtienen buenos resultados usando la cantidad de
polinomios que asegure la precision deseada, acelerando asi el proceso de céalculo, ya que se trabaja
con un reducido nimero de macroelementos.

Asi, el campo de desplazamientos se define con los polinomios de Hermite y con
polinomios ortogonales de Gram-Schmidt para obtener un macroelemento finito jerarquico MEF
hp.

Los polinomios ortogonales fueron usados ya por investigadores para analizar el
comportamiento mecanico de diferentes tipos de placas. Su empleo en el estudio de placas resulta
muy satisfactorio, como ha sido demostrado en distintos trabajos (Nallim et al. 2003; Nallim et al.
2005; Nallim and Oller 2008) donde los procedimientos presentan una rapida convergencia a la
solucidn, practicamente sin oscilaciones.

2.1. Polinomios ortogonales
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Los polinomios de Gram-Schmidt, en cada direccion en el plano, se generan utilizando un
polinomio base que satisface las condiciones de contorno geométricas correspondientes a una viga
biempotrada. Asi, si se utiliza como sistema de referencia las coordenadas naturales &,77 (ver

Figura 1), el primero de estos polinomios para la direccion & resulta:
ps(§)=1-2¢% +¢* (1)

En la Ec.(2) se utiliza el subindice 5 para el primer polinomio (polinomio base) porque los
cuatro primeros corresponden a los polinomios de Hermite. El polinomio dado por la Ec. (1) es el
mas simple y de menor grado que satisface las siguientes condiciones:

ps(glg:,l = p5(~§)|§:1 =0,

[on,(£)/2¢),_, =[ap(£)/2¢],, =0 (2)

Los deméas polinomios del conjunto {pi(g)} para i=6,...,N se generan utilizando el
procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt:

pe(é): (5 - Be)ps(f),

P() = (€~ B)P4(6)-C,Pyalé) K=70N ©
donde:
[&(pea(&)Pde [ 1(&)p. 2(£)de
B, == . Co="4
[(pa(&)Pde [(p,(&)Pde

Luego, los coeficientes de los polinomios son recalculados de manera que los mismos
resulten ortonormales:

[pi(e)=1 (4)

Los polinomios correspondientes a la coordenada 7 se generan usando el mismo

procedimiento.

La generacion de estos polinomios con las formulas de recurrencia dadas por las Ecs. (3)
garantiza que todas las aproximaciones de orden mayor o igual que cinco tengan desplazamiento y
pendiente nulos en cada extremo del elemento. Esta caracteristica es particularmente importante ya
que estos modos sélo contribuyen o aportan al campo de desplazamiento interior del elemento v,
por consiguiente, no afectan al desplazamiento a lo largo del borde del mismo. Sin embargo, cuando
cualquiera de estos modos se usa junto con los de Hermite, éstos se sumaran a los grados de libertad
a lo largo del borde del elemento. Por lo tanto, se puede simular condiciones de borde clasicas vy,
para juntas internas, o lados comunes a dos elementos, garantizar que las interfaces elemento-
elemento sean conformadas totalmente.
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De acuerdo a lo expresado anteriormente, la componente del desplazamiento
correspondiente a la direccion z (perpendicular al plano de coordenadas naturales &£,77) estd dada

por:

W=W, +W, (5)

donde w, corresponde a la contribucion de la combinacion de los polinomios de Hermite, que
trabajan como funciones de forma (de soporte local) y w, es la parte de la componente del campo

de desplazamientos que corresponde a la contribucién de los polinomios ortogonales generados.
A su vez, w, estd dada por:

W, =Wh(§’77)=20ij pi(é:)qj(n) (6)

donde c; son coordenadas generalizadas que, en este caso (por tratarse de una expresion que

vincula funciones de forma), tienen un significado asociado a los desplazamientos nodales y sus
correspondientes derivadas.

Resulta claro y directo que las primeras combinaciones de las cuatro funciones que
provienen del MEF dan los aportes nodales para desplazamientos, derivadas primeras 6/0¢&, 6/on

y derivadas cruzadas 62/65877 de los cuatro nodos de esquina (ver Figura 1).

2.2. Aproximacion de la geometria de la placa

La formulacion desarrollada puede aplicarse a una placa cuadrilatera de cualquier forma,
de lados rectos, de espesor uniforme y sujeta a pequefios desplazamientos. El material de la placa es
elastico y anisétropo, incluyendo laminados simétricos respecto al plano medio. En este caso, los
movimientos de flexion y de membrana estan desacoplados. La placa, como se dijo, tiene una forma
arbitraria que en coordenadas cartesianas (x,y) representa un dominio R. Las expresiones

analiticas correspondientes a esta placa pueden ser expresadas en otras variables mediante el uso de

una aplicacion que transforma un dominio cuadrado Ren el dominio R. El dominio R
corresponde a la placa de referencia o elemento generatriz y esta definido en sus coordenadas
naturales por las ecuaciones de su contorno £=+1y n=+1 (ver Figura 1). La aplicacion que

realiza la transformacion entre R y R, o lo que es equivalente, entre (x,y)y (&,7) esta dada por
(Zienkiewicz 1980; Reddy 1993):

X=ZNi(§J7)Xi y:ZNi(‘fin)yi (7)

4 4
i=1 i=1

donde (x.,V;),i=1...,4 son las coordenadas de las cuatro esquinas de la region cuadrilatera R y
Ni(g,n) son las funciones lineales de interpolacion o funciones de forma que definen la geometria
del elemento, y que estan dadas por:

N (&)= A+ )L+ £6) Q
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donde & y #, son las coordenadas naturales de la i-ésima esquina.

Las Ecs. (7) relacionan las coordenadas cartesianas (x,y) de un punto con las naturales
(&,7) . Dicha relacion debe ser biunivoca, para lo cual debe cumplirse que el determinante de la
matriz Jacobiano de la transformacién de coordenadas x,y — &,n7 (dicha matriz se define mas
adelante) sea de signo constante en todos los puntos del dominio transformado.

n
1
I "'/—\Ezé(:c-y)
1 141 n= 7?{37-"9’)
H ~ y
= d€dn= dR !
z=1z(&n)
y=y(&n)

\_/’/ L
dR =|J|dEdn

Figura 1: Transformacion de espacios. A la derecha: placa real. A la izquierda: placa de referencia

S |

El objetivo de la transformacion de espacios es aplicar la metodologia en la placa cuadrada
de referencia. Para ello, es necesario escribir todas las derivadas que apareceran mas adelante en las
coordenadas naturales (&,77), que son las variables en las que se resuelve el problema. Mediante la
aplicacion sucesiva de la regla de derivacion de funciones compuestas se obtienen las siguientes
expresiones (Nallim and Oller 2008, Rango et al. 2009):

ow ow T_ZT _|J_lT ow
OX | 1l 0| J J o0&
ow|= ow|Z| 0, 3, | ow ®
oy on B 9| |Len

donde J es la matriz jacobiana y sus elementos son:

1 | inNi,§ zyiNi,g
J‘Lgl sz{inNm Zyin:| (10)

y |J| es el determinante del Jacobiano de la transformacion de coordenadas naturales a cartesianas.
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Mientras que para las expresiones que intervienen en las curvaturas se obtiene (Rango et
al. 2009):

o'w ow  ow | o'w ow  ow | ow ow]
|:a 2 2 :| = [Op(l)j[ 2 2 :| + [Op(Z) ~s A (11)
X2 oyr  oxdy 8E2 an®  ogon o0& on

donde [Op(l)] y [Op(z)] son los operadores que permiten realizar la transformacion de espacios y
estan dados por:

o Yau  Yag
& a —a, |§1 igl
op¥]=| b b, | [op?]=| b Ybg (12)
R o 3 S
_zclal _zciﬂi
L =l i=1 2
donde
_3_222 ‘]_122 _ Jid2
T T
:‘J_Zzl :‘]_121 _ Jidy
ST
c = Ja1dn ’ C. = Jidiy , L Jidy +J1dy
1 |J |2 2 |J |2 3 |J |2
al' _ B Jll,§J22 + le,g‘]zl ’ 05.2 _ - ‘]21,7]"]22 + ‘]22,77‘]21 ’ aé _ ‘]11,77‘]22 - ‘]22,5‘]21
9| 9| 9l

J21,;7J12 - ‘J22,77J11
N

T ‘]11,;7‘]12 + ‘]22,5‘]11

. B=
9]

C_ ‘]11,§‘J12 _le,an C_
ﬂl - |J| ’ ﬂz -

3. MATRIZ DE RIGIDEZ

Para determinar las frecuencias de vibracion libre y realizar el analisis estéatico y dinamico
de una estructura de placa cualquiera, el primer paso consiste en encontrar las matrices de masa y de
rigidez, y el vector de fuerzas del macroelemento. Posteriormente los macroelementos son
ensamblados de acuerdo a las conectividades entre sus lados.

Se adopta el elemento de placa delgada, cuadrilatero, de espesor h, que se muestra en la
Figura 1, cuyo dominio en el plano resulta limitado por las rectas que unen sus esquinas
consecutivas, a traves de las coordenadas (x,y) de las mismas. Asumiendo validas las hipétesis de

Kirchhoff para placas delgadas, el campo de desplazamientos esta dado por:
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U=-20W/0X, V=-Z0W/dy, W=W, (13)

donde u,v son las componentes de desplazamiento en el plano y w es el desplazamiento
transversal, el cual coincide con los desplazamientos transversales de los puntos ubicados en el
plano medio (w,) .

De acuerdo a las componentes del campo de desplazamiento dadas por las Ec. (13), se
obtienen las siguientes componentes de deformacion:

&, =—10°W/ox®, &, =-10°W/ey®, y, =-2z0°w/oxdy (14)

La relacion entre las tensiones y las deformaciones, para la lamina k-ésima de una placa
anisétropa laminada (Figura 2), puede escribirse de la siguiente manera:

(k) — — — (k)
Oy 911 912 916 &y

Oy| = 912 922 926 &y (15)
Txy QlG QZG Q66 7xy

(k)

donde 6“ (i, j=1,2,6) son las rigideces reducidas transformadas (Reddy 1997).

La energia de deformacién esta dada por:

U= %J-JJ‘(O'XSX +0,8,+Ty7y )dV (16)

donde V es el volumen de la placa laminada.

X

.
/

&\\\\\\\\\\\\\\“/
V4

Figura 2: Esquema de laminacion y definicion del sistema de coordenadas cartesianas en un laminado simétrico

Si se reemplaza en la Ec. (16) la correspondiente relacion constitutiva dada por la Ec. (15)
y las expresiones de las deformaciones especificas dadas por las Ecs. (14), se obtiene la expresion
de la energia de deformacion de la placa:
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5%,z 8 w —(k)_,( 0°W &*wW
:—J'” +2 n 2 Wayz +
_ 2 2 - 2 2

N (22)22 aw 4Q(k)2 8\/2vaw w4 (;;)Zza_vzvaw N (17)
8y OX~ Oxoy oy*“ oxoy

4Q(k) 2( Xayj ]dxdydz

Si se efectlia la integracion a lo largo del eje z, perpendicular al plano medio de la placa
(ver Figura 2), considerando que no existen cargas en el plano, solo es necesario analizar los casos
de flexion por carga transversal, por lo que al trabajar con pequefios desplazamientos se obtiene
para una placa anisétropa la siguiente expresion para la energia de deformacion por flexion

transversal de una placa anisotropa:

2,,\2 2., A2 2., \?
%.”[Dll(gTvzvj +2D12((27V2V(2y_vzvj +D22((2y_vzvj +
) (18)
2 2
44D, TWIW ) yp, [OWOW) yp, [OW dxdy
Ox* Oxoy oy“ oxoy OXoy
hi2
donde D; denotan las rigideces flexionales D; = J.Qijzzdz
-h/2
La Ec. (18) se puede expresar matricialmente de la siguiente manera:
]
2
D11 D12 D16 ag(
Z—H{a Y Zw 2 W} D, Dy Dy| 24 |dudy (19)
oy>  oxoy oy
D16 Dze D66 o
w
| OXOy |

Por otra parte, la aproximacion del campo de desplazamientos del elemento dada por la Ec.
(5) puede representarse mediante una serie finita de M modos en la direccion &,y N modos en la

direccion n:

w(E, ) =D ¢, p(E)a; ) =[N m]c} (20)

donde [N (5,77)] es el vector fila de las funciones de forma, dado por:
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N, 7)]= [P, Py, PiGss Pias Pillsye-os Pl
P,Ghs Poss Polss Pollas Pols s Pyl

(21)
Pa%h, Psllys Pallss Pallas Pylsire-es Pally -+
P Gis PGy PuGas Py Gas Pag Gsseees Pt O |
y:
{C}: {011’01270137"'7C1N 1€211C221Co311+-Con s Cr11 Cr 2 Cgo oo+ O ’}-(FM*N)*l (22)
con.

I, j =1...4 polinomios cubicos de Hermite
pi=pi(&), d;=0;() { .

i, j >4 polinomios de Gram— Schmidt

A partir de la expresion clasica de la energia de deformacién dada por la Ec. (19) y las Ecs.
(20) y (21), se obtiene la matriz de rigidez del elemento:
Dll D12 D16 B1

1
U= E{C}T _U[Bl B, Bs] D, D, Dy|B, |J |d§d 77{(:} (23)
" Dis Dy De | Bs

2 2 2
B:ai'aNéw_'_a'aNén_ ‘aNéﬂ_i_i
1 agz 2 6772 65677 - I I ag

i=1

. 0°N . 0°N . 0°N 3
Bz=b1 §”+b2 fﬂ _b3 é”"'z 144
o0& on o&on I 65 =
.O°N . 0°N,, 3 3
B. =—c on —c rfn
Coteet Ton oy &5 o TR

A partir de la Ec. (23), la matriz de rigidez del elemento en su forma de elementos finitos
resulta dada por:

Dy, Dy, Dy | B
[K - ] = J [B1 B, B;JD, D, Dyl B, |J |d6€d n (24)
" Dis Dy Deg | Bs
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4. MATRIZ DE MASA

La matriz de masa del elemento se obtiene a partir de la expresion de la energia cinética,
que en coordenadas cartesianas (X, y) esta dada por:

1 ow \’
T== — | dxd 25
ZJRI ,oh( = j y (25)
donde W =wsen(awt). Esta expresion reemplazada en la Ec. (25) permite encontrar la energia

cinética méxima correspondiente a un ciclo vibratorio, dada por:

_ 1 2 2
Toax = > pho J;J. wedxdy (26)

T = %{C}T {pha)z jR [N, T[N Xy}jxdy}{c} (27)

De manera analoga a lo desarrollado para la matriz de rigidez, la matriz de masa en
coordenadas naturales se obtiene a partir de la Ec. (27) como:

ME]= on ] [N, T[N, Joldcdn 28)

-1-1

5. VECTOR DE FUERZAS

El vector de fuerzas correspondiente a una carga transversal q(x,y) aplicada sobre el

macro elemento completo, se obtiene a partir de la expresién de la energia potencial, que en
coordenadas cartesianas (x,y) esta dada por:

V= Hq wdx dy (29)

Reemplazando la Ec. (20) en la Ec. (29), trabajando en coordenadas naturales y considerando

como caso particular una carga uniformemente distribuida, resulta:

V= q”[Nén] cfd[d&dn = alef

r—\'—“_‘

1

P [JING, T ojacdn (30)
-1

De donde se obtiene:

[F<)=a] [N, T 9/dedn (31)

-1-1
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6. PROBLEMA DE AUTOVALORES Y ECUACION DE EQUILIBRIO ESTATICO

Los macroelementos finitos obtenidos no pueden ser meramente superpuestos para formar
las matrices globales de rigidez y de masa, asi como el vector global de fuerzas para el analisis de
flexion estética. Debe prestarse atencién a la estructura interna de cada macroelemento en la matriz
de rigidez, luego, esta estructura se relaciona con la matriz de masa y con el vector de fuerzas

(Bardell et al. 1995, Bardell et al. 1996). Cada fila y columna de la matriz [KE] corresponden a un
determinado grado de libertad c;. El primer paso en el proceso de ensamblaje es separar estos
grados de libertad en nodales (N), de borde (B) y puramente internos (1), y luego reordenar las

correspondientes entradas en los elementos de la matriz de rigidez para llegar a una matriz
equivalente:

[NN] [NB] [NI]
[k=]=|[BN] [BB] [BI] (32)

(IN] - [1B] [u]

Las distintas condiciones de contorno se aplican a la placa ensamblada eliminando de las
matrices de rigidez global [KG] y masa global [M G] las filas y columnas que corresponden a los

grados de libertad asociados a las correspondientes condiciones de contorno. Esto brinda notoria
flexibilidad en su uso, y permite usar un macroelemento simple apropiado.

A partir de las matrices globales de masa y rigidez se obtienen las frecuencias naturales de
vibracion libre de la estructura, mediante la sustitucién en la ecuacién de Lagrange:

{keJ-o*meJies }=0 (33)

En correspondencia con cada autovalor o’ se tienen los autovectores {c,‘f} Un vector {C,JG}

contiene coeficientes nodales, internos y de borde para cada macroelemento de la malla de la
estructura. Se deduce entonces que hay valores de {C”G} comunes a dos 0 méas elementos. Por lo

tanto, el movimiento de cualquier punto (&,7) de cada macroelemento puede calcularse

sustituyendo el autovector {cijE} apropiado junto con las funciones de forma asociadas

p(i=1..,M)y q;(j=1..,N) en la Ec. (20). Asi, se puede graficar la superficie deformada de
cada elemento de la estructura, satisfaciendo las condiciones de borde y continuidad entre ellos, y

obteniendo la deformada de la estructura completa. Mediante la transformacion inversa de
coordenadas, la superficie deformada se grafica en coordenadas cartesianas (x,y) utilizando como

datos las coordenadas reales de la estructura mallada.

Para el analisis de flexion por carga transversal, la ecuacién matricial que define la relacion
entre las cargas actuantes en los elementos y los desplazamientos que estas originan en la estructura
viene dada por:

[<C Jes }=Fe] (34)

Es necesario también, por ende, ensamblar el vector de fuerzas actuantes en cada
macroelemento para encontrar el vector {cijE} de cada uno, y asi hallar analogamente al caso

dindmico, la deformada de la placa completa mediante el uso de la Ec. (20).
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7. ESTUDIO DE CONVERGENCIA

La formulacion obtenida fue implementada en un programa de computadora. Para analizar
la confiabilidad de la metodologia implementada, se realiza a continuacion un estudio de
convergencia y verificacion de las frecuencias naturales de vibracion y de las deflexiones estaticas
de una placa dividida en dos macroelementos de distintas geometrias. Se considera un material
elastico isotropo con coeficiente de Poisson v =0.3. La estructura tiene cuatro apoyos puntuales, en
las esquinas 3y 4 del elemento placa A, y en las esquinas 1 y 2 del elemento placa B (ver Figura 3).

El estudio de convergencia se lleva a cabo incrementando el numero de términos
correspondiente a los polinomios de Gram-Schmidt utilizados para enriquecer la funcion de
aproximacion. EIl programa calcula las matrices elementales de rigidez y de masa, y los vectores
elementales de fuerza y luego los ensambla a partir de igualar los desplazamientos y giros que se
relacionan con el lado que comparten los dos elementos. Las condiciones de borde son tenidas en
cuenta, como se dijo, en las matrices y vector globales de la estructura.

v | T
%a %a % a % a
. »
(4) (3)
a
Placa A
(1) (2)
2a
(4) (3)
a
Placa B
(1) (2)
o o - " | -
xr T
a a

Figura 3: A la izquierda: placa para estudio de convergencia. A la derecha: placa discretizada en macroelementos

En la Tabla 1 se resumen los valores obtenidos para las cuatro primeras frecuencias de
vibracion libre de la estructura, usando desde un polinomio de Gram-Schmidt hasta tres, y se
muestran los valores de referencia que se obtienen del anélisis con elementos finitos convencionales
llevado a cabo con el programa SAP 2000 version 10 (CSI Analysis Reference Manual 2004), que
se realizd mallando la estructura en 200 elementos finitos clasicos. Se puede observar que a partir
del uso de dos polinomios de Gram-Schmidt las frecuencias correspondientes tienden a
estabilizarse, observandose ademas convergencia estable y sin oscilaciones. Por lo tanto, se puede
concluir que el uso de dos polinomios de Gram-Schmidt produce muy buenos resultados.
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[ph
Tabla 1: Valores de los cuatro primeros coeficientes de frecuencias €2; = a)ia2 ol de la estructura de Fig. 3

N° polinomios Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3 Frecuencia 4
5 2,33444 6,94634 8,64661 14,71341
6 2,33429 6,93137 8,64058 14,53915
7 2,33421 6,93130 8,63918 14,52755

(23661;?(: rfg‘]fos) 2,33076 6,75273 8,65357 14,38109

En el caso de las deflexiones estaticas en la estructura, los resultados adimensionalizados
son los que muestra la Tabla 2. Andlogamente, se observa una convergencia estable y muy buena

concordancia con los resultados obtenidos cuando se usan elementos finitos en su version h.

. R D :
Tabla 2: Valores de los coeficientes de deflexion W,; iy = Wiy yiy Py de la estructura de Fig. 3

N° polinomios punto a (0.5a, 0) punto b (a, 0.5a) puntoc (a, a) punto d (0.8a, 1.8a)
5 0,02571 0,16359 0,22890 0,07628
6 0,02571 0,16359 0,22889 0,07645
7 0,02566 0,16354 0,22886 0,07657
Valor SAP 0,02511 0,16954 0,24003 0,078367
(200 elem.)
N° polinomios | punto e (0.375a,2a) | puntof (0, 1.53) puntog (0, a) punto h (0, 0.53)
5 0,00936 0,17479 0,24469 0,17437
6 0,00939 0,17482 0,24473 0,17438
7 0,00936 0,17483 0,24474 0,17438
Valor SAP 0,00885 0,17008 0,23737 0,16967
(200 elem.)

8. RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan a continuacion las frecuencias naturales y las deflexiones estaticas en
determinados puntos debidas a una carga transversal uniformemente distribuida, correspondientes a
la placa que se muestra en la Figura 4a, considerando algunos lados empotrados y libres, y material
isotropo con coeficiente de Poisson v =0.3 y laminado de tres capas de E-glass/epoxi, con
secuencia de apilamiento (0,4,0). Las propiedades de los materiales componentes son:
E, =60.7GPa, E, =24.8GPa, G,, =12GPa y v,, =0.23.

En este caso, la placa ha sido discretizada en tres macroelementos como se observa en la

Figura 4b. Los resultados se obtuvieron usando los cuatro polinomios de Hermite méas dos
polinomios de Gram-Schmidt.
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Figura 4a: Placa con lados empotrados y libres
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Figura 4b: Placa discretizada en tres macroelementos

Los valores de los tres primeros coeficientes adimensionales de frecuencia para la placa

isétropa y laminada son los que se resumen en Tabla 3.

Tabla 3: Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias €2, = a)iaz1 /% de la estructura de Fig. 4

Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3 Frecuencia 4
Placa isétropa 23,51056 31,91444 42,73982 55,73500
Placa laminada
0,30,0 39,20399 57,22469 81,67730 103,89193
0,45,0 39,35864 57,38914 81,81391 104,27141
0,90,0 39,93704 57,82626 82,06063 105,34113
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Con fines ilustrativos, se muestran las formas modales asociadas de la placa considerada
isétropa, en las Figuras 5 a 8 (se tomd como ejemplo a=4).

Figura 5: Forma modal asociada a €2,

Figura 6: Forma modal asociada a €2,
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Figura 7: Forma modal asociada a €2,

0 \kvf’@%”‘@;

Figura 8: Forma modal asociada a €2,
Algunos valores de deflexiones estaticas de la estructura correspondientes a una carga

vertical uniformemente distribuida se muestran en la Tabla 4, tanto para la placa de material
isétropo como laminado (con angulos de inclinacion de las fibras g =30°, g =45°y £ =90°).

. R D :
Tabla 4: Valores de los coeficientes de deflexion W,; iy = Wiy iy E de la estructura de Fig. 4

punto a (2a, 0.25a) punto b (a, 0.5a) punto c (0.5a,0.5a) | puntod (a, 0.25a)

Placa isétropa 0,000806745 0,003003683 0,001937195 0,001435145
Placa laminada

0,30,0 0,002117481 0,006856578 0,003987181 0,003309322

0,45,0 0,002116139 0,006815916 0,003964420 0,003289367

0,90,0 0,002036793 0,006608259 0,003875722 0,002899421

Para el caso de material is6tropo, D = En
' 12(1-v?)

Eh?

Para el caso de anisotropia, D =——+—.
12(1 - V12V21)

9. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta el desarrollo, formulacién e implementacién computacional de
un elemento finito de lamina enriquecido y su incorporacion en un programa global de elementos
finitos. Se ha formulado el elemento particularizado para su aplicacion a placas delgadas isétropas y
anisétropas con esquema de laminacion simétrico. Se ha demostrado, a través de ejemplos aplicados
al analisis estatico y dinamico de placas que se obtienen muy buenos resultados. Ademas, es posible
alcanzar una buena precision usando un nimero bajo de polinomios y sin necesidad de densificar el
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mallado, ventaja ésta de notoria utilidad ya que permite reducir los tiempos de célculo y el costo
computacional de pre y post proceso.
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FORMULATION AND ASSEMBLY OF HIERARCHICAL FINITE ELEMENTS TO THE
STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF LAMINATED QUADRILATERAL PLATES

Abstract

The formulation and the process of assembly of finite elements enriched with Gram-Schmidt orthogonal
polynomials for the study of anisotropic plates is presented in this work. This assembly allows the static and
free vibration analysis of laminated plates of generic geometric shape; its planform is split into quadrilateral
finite macro-elements. An isoparametric approximation is used to consider various geometric shapes and
then, the elements are assembled. The element mass and stiffness matrices, and the element load vector are
ordered identifying nodal, edge and purely internal degrees of freedom, for finally obtaining the global
matrices and the global vector of the structure. The obtained formulation is useful for working with any
combination of classical boundary conditions, point supported corner, simply supported, clamped or free
edges. Thus, by combining the displacement field approximation, the mapping technique and the assembly
technique a general formulation is obtained. This formulation has been implemented in a finite element
computer program to find natural frequencies, their associated modal shapes and static deflections of
different plates. Furthermore, convergences and stabilities of results are analyzed, which suggest that this
methodology produces very good solutions. The main advantage of the developed method is that it does not
require a dense mesh to improve the approximation, being especially important in great scale and
optimization structural problems.

Keywords: laminated plates, enriched finite element, assembly, static analysis, free vibration

CONCLUSIONS

This article presents the development, formulation and computational implementation of
an enriched plate element and its incorporation into a global finite element program. This element
has been formulated and particularized for thin isotropic and anisotropic plates, with symmetric
lamination scheme, and it is tested through the static and dynamic analysis in some numerical
examples, producing very good results. It is possible to achieve very good accuracy in the results
using a low number of polynomials and without densify the mesh. It is a useful advantage because it
reduces the computation time and computational cost of pre and post processing.
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